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. Egy babu 1-r6l indul és mindig annyit lép, ahanyat egy dobdkockaval dobunk. Mek-
kora valoészintiséggel 1ép ra a 100-ra?

. b rab il egy kerek asztal koriil. Mindegyikiik fején van egy fekete vagy egy fehér
sapka. Senki sem latja a sajat sapkajat, de latja mindenki masét. Meg kell tip-
pelniiik a sajat sapkajuk szinét (mindenki egyszerre tippel), és ha legalabb egy rab
helyesen tippel, mindegyikiiket szabadon engedik. MielGtt a sapkakat rajuk adnak,
el6zetesen megheszélhetnek egy stratégiat. Van-e olyan stratégia, amellyel biztosan
kiszabadulnak? (Mi a helyzet, ha legalabb két rabnak kell helyesen tippelnie? Es
ha haromnak?)

. Adott egy 15 cstcsi Osszefiiggs graf. Legyen A a graf szomszédsagi méatrixa. Bizo-
nyitsuk be, hogy (I + A)?° minden eleme pozitiv. Tipp: talaljunk kombinatorikai
jelentést A?° elemeinek, majd (I + A)* elemeinek. (A szomszédsagi matrix (i, 7)
eleme 1, ha az i és j csucsok szomszédosak, 0 egyébként.)

. Fel lehet-e bontani az f(x) = x fiiggvényt két periodikus fiiggvény osszegére?

. Dobunk egy piros dobokockival, majd dobunk egy kék dobdkockaval annyiszor,
amennyi a piros kockan kijott. Hatarozzuk meg a kék kockan kijott szamok Ossze-
gének a generatorfiiggvényét.

. Bizonyitsuk be, hogy ha a pozitiv egész szamokat kiszinezziik két szinnel, akkor ta-
lalhato 3 hosszisagn szamtani sorozat csupa azonos szinid szambol. (S6t, probaljunk
meg minél kisebb olyan N-et mondani, hogy mar 1-t6l N-ig a szamokat szinezve is
teljesiil az allitas.)

. Legyen f egy méasodfoku egész egyiitthatos polinom, amelyre igaz, hogy 5|f(x)
minden egész z esetén. Igazoljuk, hogy f egyiitthatoi oszthatok 5-tel.

. (Pick-tétel) Legyen P egy racssokszog a sikbeli négyzetracsban: csicsai racspontok,
oldalai a racsra nem feltétlen illeszkedd egyenes szakaszok. Jelolje P teriiletét ¢, a P
hataran 1évé racspontok szaméat (a csucsokkal egyiitt) h, a belsejében lévok szamat
pedig . Mutassuk meg, hogy

t=i+h/2-1.

. Legyenek = > 0 és x,,; nemnegativ szamok gy, hogy minden n > 1-re Y " | z,; = .
Igazoljuk, hogy

lim ==z <— lim max z,; =0
n—oo [ (1+an i) n—o0 1<i<n
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Beadandé6 feladatok

Szinezziik ki a szamokat 1-t6l 8-ig két szinnel dgy, hogy ne legyen 3 hosszisagu
szamtani sorozat csupa azonos szint szaimokbol. (3 pont)

Bizonyitsuk be, hogy a teljes hatvanyok reciprokosszege véges. (3 pont)

Legyenek a1 < ay < --- < a, és by < by < --- < b, valés szamok, és 7 :
{1,2,...,n} = {1,2,...,n} egy permutaci6. Bizonyitsuk be, hogy

albn + agbn_l +- CLnbl < albﬂ(l) + agbﬂ(g) +- anbw(n) < CL1b1 + (Zng +--+ anbn.
(5 pont)

Van-e 11 darab pozitiv egészekbdl allo végtelen szamtani sorozat, amelyek differen-
ciai rendre a 10,11,...,20 szamok, és valahonnan kezdve lefedik az 6sszes pozitiv
egészt? (3 pont)

Tekintsiink egy 101 kis haromszog oldalhosszusagu szabalyos haromszogracsot. A
bal als6 mez&be egy babut allitunk. A babu minden lépésben az oldalakkal parhu-
zamosan a 6 lehetséges irany koziil az egyikben léphet el6re harom mez6t a tablan.
Az abran a lehetséges elsG 1épések lathatok. Legaldbb hany lépés sziikséges ahhoz,
hogy a jobb als6 sarokba atérjen?

(3 pont)

Legyen p prim és f egy legfeljebb p — 1-edfoku polinom, amelyre igaz, hogy p|f(z)
minden egész = esetén. Igazoljuk, hogy f egyiitthatoi oszthatok p-vel. (5 pont)



