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Kiszolgalasi id6 eloszlasa terheléselosztasos rendszerben
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Markov-sorok, M/M/1 és M/M/1/K sor

Emlékeztets: altaldnos Markov-sor.

Azon belil M/M/1 és M/M/1/K sorok: 1 szerver, FIFO (érkezési
sorrend szerinti) kiszolgalas.
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Kiszolgalasi id6

Tipikusan hasznalt teljesitményjellemz§ a kiszolgalasi id6 (vagy
rendszerben toltott id6), ami egy igénynek a sorba valé beérkezés
pillanatatdl a kiszolgélas végéig eltelt idG.

Ezt altalaban stacionarius rendszerekre vizsgéljuk (azaz feltessziik,
hogy a rendszer hosszi ideje fut).
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> a kiszolgalasi id6 varhaté értéke egy véletlen igényre
kiszamithaté Little-formulaval;

» néhany spec esetben (M/M/1, M/M/1/K sor) kiszamithaté a
kiszolgalasi id& teljes eloszlasa is.



Kiszolgalasi id6

Tipikusan hasznalt teljesitményjellemz§ a kiszolgalasi id6 (vagy
rendszerben toltott id6), ami egy igénynek a sorba valé beérkezés
pillanatatdl a kiszolgélas végéig eltelt idG.

Ezt altalaban stacionarius rendszerekre vizsgéljuk (azaz feltessziik,
hogy a rendszer hosszi ideje fut).
Mar volt korabban:
> a kiszolgalasi id6 varhaté értéke egy véletlen igényre
kiszamithaté Little-formulaval;
» néhany spec esetben (M/M/1, M/M/1/K sor) kiszamithaté a
kiszolgalasi id& teljes eloszlasa is.

Cél: a kiszolgalasi id6 teljes eloszlasanak kiszamitasa altalanos,
véges bufferi Markov-sorra.



Altalanos Markov-sor

Tekintsiink egy altalanos véges buffer(i Markov-sort. A buffer
mérete K. Az i allapotban az érkezési rata )\;, a kiszolgélasi rata
. Feltessziik, hogy a sorhossz eloszlasa stacionérius.
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Altalanos Markov-sor

Tekintsiink egy altalanos véges buffer(i Markov-sort. A buffer
mérete K. Az i allapotban az érkezési rata )\;, a kiszolgélasi rata
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A kiszolgalasi elv FIFO helyett Limited Processor Sharing (LPS):
megengedjiik, hogy egyszerre tébb igényt szolgaljon ki a szerver
parhuzamosan, maximum M-et.



Altalanos Markov-sor

Tekintsiink egy altalanos véges bufferii Markov-sort. A buffer
mérete K. Az i allapotban az érkezési rata )\;, a kiszolgélasi rata
wi. Feltessziik, hogy a sorhossz eloszlasa stacionérius.
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llyenkor, ha legfeljebb M igény van a sorban, akkor a teljes p;
kiszolgalasi rata egyenletesen oszlik meg a sorban lévé igények
kozott. Ha M-nél tobb igény van a sorban, akkor az elsé M igény
kozott oszlik meg a kiszolgalasi rata, a késébbi igények varakoznak.



Altalanos Markov-sor

Tekintsiink egy altalanos véges bufferii Markov-sort. A buffer
mérete K. Az i allapotban az érkezési rata )\;, a kiszolgélasi rata
wi. Feltessziik, hogy a sorhossz eloszlasa stacionérius.
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llyenkor, ha legfeljebb M igény van a sorban, akkor a teljes p;
kiszolgalasi rata egyenletesen oszlik meg a sorban lévé igények
kozott. Ha M-nél tobb igény van a sorban, akkor az elsé M igény
kozott oszlik meg a kiszolgalasi rata, a késébbi igények varakoznak.

Specidlisan az M = 1 esetben visszakapjuk a FIFO kiszolgalast.
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Elgskésziilet: Laplace-transzformacio.
Egy f : [0,00) — R fliggvény Laplace-transzformaltja
[ee]
*(s) = / e *'f(t)dt.
0
Egy X > 0 folytonos valésziniiségi véaltozé Laplace-transzformaltja

X*(s) = E (efsx) - /0 T emste(e)dt,

ahol f(t) az X siiriiségfiiggvénye.



Laplace-transzformalt

Elgskésziilet: Laplace-transzformacio.

Egy f : [0,00) — R fliggvény Laplace-transzformaltja

F(s) = /0 T emste (1),

Egy X > 0 folytonos valésziniiségi véaltozé Laplace-transzformaltja

X*(s) = E (efsx) - /0 T emste(e)dt,

ahol f(t) az X siiriiségfiiggvénye.

Ha f siirliségfiiggvény, akkor az integral konvergens minden
Re(z) > 0 komplex szamra.
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Példa. Az X ~ EXP(\) eloszlas Laplace-transzformaltja

X*(s) = / e Ae Mdt = A / e )tds = Ai -
0 0



Tulajdonsagok
Példa. Az X ~ EXP(\) eloszlas Laplace-transzformaltja

X*(s) = / e Sthe Mdt = A / e (A Ho)tgs = Ai -
0 0

Lemma (Teljes varhaté érték tétel Laplace-transzformaltra)
Ha X, Y, Z valésziniiségi valtozék fx, fy, fz siiriiségfiiggvénnyel, és

P(Z=X)=p, P(Z=Y)=1-p,

akkor
fz(s) = pfx(s) + (1 — p)fy(s).



Tulajdonsagok
Példa. Az X ~ EXP(\) eloszlas Laplace-transzformaltja

A
A+s’

X*(s) :/ e Stxe Mdr = )\/ e (A Ho)tgs =
0 0

Lemma (Teljes varhaté érték tétel Laplace-transzformaltra)
Ha X, Y, Z valésziniiségi valtozék fx, fy, fz siiriiségfiiggvénnyel, és

P(Z=X)=p, P(Z=Y)=1-p,

akkor
fz(s) = pfx(s) + (1 — p)fy(s).

Biz. (vazlat) A Laplace-transzformalt linearis: ha a, b valés
konstansok, akkor

(af + bg)*(s) =a-f*(s)+ b-g*(s).



Tulajdonsagok

Tovabbi fontos tulajdonsaga, hogy konvoliciébdl (fiiggetlen
Osszegb6l) szorzatot csinal.

Lemma

Ha X, Y valésziniiségi valtozok fiiggetlenek, és

Z=X+Y,

akkor
Z*(s) = X*(s) - Y*(s).



Tulajdonsagok

Tovabbi fontos tulajdonsaga, hogy konvoliciébdl (fiiggetlen
Osszegb6l) szorzatot csinal.

Lemma
Ha X, Y valésziniiségi valtozok fiiggetlenek, és

Z=X+Y,

akkor
Z*(s) = X*(s) - Y*(s).

1. biz. Az X*(s) =E (e_sx) alak alapjan; ha X és Y fiiggetlenek,
akkor e=5X és e75Y is fiiggetlenek, és

E (e—s(X+Y)) _E (e—sXe—sY) _E (e—sX> E (e—sY) .
N

Z*(s) X*(s) Y*(s)




Tulajdonsagok

2. biz. Ha Z = X + Y, akkor fz = fx ® fy, és

£2(s) = /OOO £5(t)e~"tdt /OOO (/Ot o (1) (£ — u)du) estdt =
:/OOO /uoo o (1) (¢ — u)e—=tdtdu.



Tulajdonsagok

2. biz. Ha Z = X + Y, akkor fz = fx ® fy, és

£3(s) = /OOO f(t)e"tdt — /OOO (/Ot fy () et u)du) e stdt —
_ /OOO /OO i (u)fx (t — u)e~tdtdu.
v = t — u valtozécserével
/00 /00 fy (u)fx(t — u)e tdtdu =
/ / fy (u)fx(v)e ST dvdu =
= / y(u)e > du - / fx(v)e *"dv =
0 0

= fy(S) - x(5)-



Inverz Laplace-transzformacio

A Laplace-transzformalt nekiink most arra j6, hogy ha egy
ismeretlen eloszlast el tudunk allitani ismert eloszlasokbdl teljes
varhaté érték és konvolicié segitségével, akkor az
Laplace-transzformalt tartomanyban egy olyan egyenletet jelent,
aminek minden komponense ismert alaka.
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Inverz Laplace-transzformacio

A Laplace-transzformalt nekiink most arra j6, hogy ha egy
ismeretlen eloszlast el tudunk allitani ismert eloszlasokbdl teljes
varhaté érték és konvolicié segitségével, akkor az
Laplace-transzformalt tartomanyban egy olyan egyenletet jelent,
aminek minden komponense ismert alaka.

Laplace-transzformalt tartomanyban megoldjuk az egyenletet, és a
megoldast mar csak vissza kell transzformalni id tartomanyba.

Inverz Laplace transzformacié: bizonyos (szép/egyszeriibb)
fliggvényekre meg lehet adni az inverz Laplace transzformaltat
analitikusan.

Bonyolultabb fiiggvényekre altalaban numerikusan invertaljuk;
ehhez ajanlom:
http://inverselaplace.org/


http://inverselaplace.org/

Varhato kiszolgalasi id6 részletesebben

Vissza a Markov-sorhoz. Tekintsiink egy kitiintetett igényt egy j
hosszii sorban az i-edik pozicidban (1 </ < j < K). Jeldlje X;; a
kiszolgalasi idejét, és legyen

Wi, = E(Xij).
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A Little-formula megadja egy véletlen igény kiszolgalasi idejének

vérhat6 értékét; az Gsszes W ; ismerete ennél részletesebb
informaciét jelent.



Varhato kiszolgalasi id6 részletesebben

Vissza a Markov-sorhoz. Tekintsiink egy kitiintetett igényt egy j
hosszii sorban az i-edik pozicidban (1 </ < j < K). Jeldlje X;; a
kiszolgalasi idejét, és legyen

Wij = E(Xi))-

A Little-formula megadja egy véletlen igény kiszolgalasi idejének
vérhat6 értékét; az Gsszes W ; ismerete ennél részletesebb
informaciét jelent.

Megnézziik, hogyan lehet a W; j-ket kiszamolni teljes varhaté érték
tétellel.
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A kovetkez8 valtozasok torténhetnek a sorral:
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A kovetkez8 valtozasok torténhetnek a sorral:

> Erkezik egy igény a sor végére. Ennek rataja );. llyenkor a
kitiintetett igény tovabbra is az i-edik poziciéban marad, de a
sor hossza (j + 1)-re valtozik.



Varhato kiszolgalasi id6 részletesebben

A kdvetkez§ valtozasok torténhetnek a sorral:
» Erkezik egy igény a sor végére. Ennek rataja Aj. llyenkor a
kitiintetett igény tovabbra is az i-edik poziciéban marad, de a
sor hossza (j + 1)-re valtozik.

> Torténik egy kiszolgéalés a sorban. Ennek rataja ;. Ha az a
kitiintetett igény, akkor a kiszolgalasa befejez6dott. Ha egy
masik igényt szolgalt ki a szerver, akkor a kitiintetett igény
i > M esetén el6rébb lép az (i — 1)-edik pozicidba. i < M
esetén tulajdonképpen mindegy, el6re 1ép-e, mivel az els§ M
igény egyforma helyzetben van.



Varhato kiszolgalasi id6 részletesebben

A kovetkez8 valtozasok torténhetnek a sorral:

> Erkezik egy igény a sor végére. Ennek rataja );. llyenkor a
kitiintetett igény tovabbra is az i-edik poziciéban marad, de a
sor hossza (j + 1)-re valtozik.

> Torténik egy kiszolgéalés a sorban. Ennek rataja ;. Ha az a
kitiintetett igény, akkor a kiszolgalasa befejez6dott. Ha egy
masik igényt szolgalt ki a szerver, akkor a kitiintetett igény
i > M esetén el6rébb lép az (i — 1)-edik pozicidba. i < M
esetén tulajdonképpen mindegy, el6re 1ép-e, mivel az els§ M
igény egyforma helyzetben van.

A kétféle valtozas egyiittes rataja \; + pj, igy a kovetkezd
allapotvaltozasig eltelt id6 EXP(\; + /), aminek a varhaté értéke

1 . . 2
, és a valtozaskor
Ajthy

)\.
Nt 2 érkezés valésziniisége, és

> i 3 kiszolgalas valészinisége.
Ajthy & S




Varhato kiszolgalasi id6 részletesebben

Legyen elészér M < i < j < K. llyenkor a kitiintetett igény nem
kap kiszolgalast, hanem csak varakozik; a kiszolgalasi idejének
vérhaté értéke W; ;.
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Legyen elészér M < i < j < K. llyenkor a kitiintetett igény nem
kap kiszolgalast, hanem csak varakozik; a kiszolgalasi idejének
véarhaté értéke W ;. A teljes varhato érték tétel alapjan

1 Aj
Wi = +( S Wi+ Wi i )
IN] >\j+Nj )\j+Mj ij+1 i—1,j—1

J
Aj Ky

ahol ﬁ az els§ valtozasig eltelt id6 varhatd értéke, és ...
J J
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Legyen elészér M < i < j < K. llyenkor a kitiintetett igény nem
kap kiszolgalast, hanem csak varakozik; a kiszolgalasi idejének
véarhaté értéke W ;. A teljes varhato érték tétel alapjan

VVi—l,j—1>7

1 Aj
Wi = (L Wig + 2
At AR Aj Ky
ahol ﬁ az els§ valtozasig eltelt id6 varhatd értéke, és ...
jTH
> ha érkezés tortént, akkor a kitiintetett igény marad az i-edik
helyen, de a sor hossza j + 1-re nétt, és onnan a kiszolgalasig
sziikséges tovabbi id6 varhaté értéke W, 1;
> ha kiszolgalas tortént, akkor a kitiintetett igény poziciéja és a
sor hossza is csokken 1-gyel, és a kiszolgalasig sziikséges

tovabbi id6 varhat6 értéke Wi_q ;1.



Varhato kiszolgalasi id6 részletesebben

Legyen elészér M < i < j < K. llyenkor a kitiintetett igény nem
kap kiszolgalast, hanem csak varakozik; a kiszolgalasi idejének
véarhaté értéke W ;. A teljes varhato érték tétel alapjan

1 Aj
Wi = + ( Wi + VVi—l,j—1>7

Hj
At AR Aj Ky
ahol ﬁ az els§ valtozasig eltelt id6 varhatd értéke, és ...
> ha érkezés tortént, akkor a kitiintetett igény marad az i-edik
helyen, de a sor hossza j + 1-re nétt, és onnan a kiszolgalasig
sziikséges tovabbi id6 varhaté értéke W, 1;
> ha kiszolgalas tortént, akkor a kitiintetett igény poziciéja és a
sor hossza is csokken 1-gyel, és a kiszolgalasig sziikséges
tovabbi id6 varhat6 értéke Wi_q ;1.
A cél: felirni hasonlé egyenleteket az dsszes W; j-re, majd a kapott
linearis egyenletrendszert megoldani.



Varhato kiszolgalasi id6 részletesebben

Tovabbi esetek.

Ha i <j < M ésj < K, akkor egyrészt
Wij=...W;,

hiszen az els§ j igény helyzete egyforma, masrészt

1

Wij=—+
RRVEST
Aj o J—1 pio 1
+<71 Wijs1 + —2—— W11+ *'0),
ANt T N g T N

mivel az els6 j igénybdl 1/ eséllyel a kitiintetett igényt szolgalja ki
a szerver, és olyankor az elhagyja a rendszert (0 tovabbi idét tolt a
rendszerben).



Varhato kiszolgalasi id6 részletesebben

Ha i < M < j < K, akkor is
Wl,j:---WI\/I,j7

hiszen az els6 M igény helyzete egyforma, masrészt

1
W, =—+
RRVENT
Aj wi M—1 wi 1
W: 4+ N v VA + J 70)’
()\j—i—,uj AR )\j—l—,uj M i—lj-1 )\j—i—,UjM

mivel ilyenkor az els6 M igény kozott oszlik meg a kiszolgalasi rata,
és azon beliil 1/M eséllyel a kitiintetett igényt szolgalja ki a szerver.



Varhato kiszolgalasi id6 részletesebben

j = K, azaz tele buffer esetén nem torténhet érkezés, csak
kiszolgalas. Ha i < M, akkor is teljesiil
Wik =... Wnk,

tovabba



Varhato kiszolgalasi id6 részletesebben
j = K, azaz tele buffer esetén nem torténhet érkezés, csak
kiszolgalas. Ha i < M, akkor is teljesiil
Wl,K =... VV/\/]’K7

tovabba

1 /M-1 1
W =— <7W,-_ - —.o),
K Mj+ i 1M 1+I\/I

Hasonléan tele buffer, csak i > M esetén a kitiintetett igény
biztosan nem kap kiszolgalast, igy

1
Wik =—+ Wi_1,m-1.
Hj
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A fentiek megadnak a W;; ismeretlenekre egy linearis
egyenletrendszert, amit meg tudunk oldani.

A W, j-k ismeretében megadhat6 egy véletlen igény kiszolgalasi
idejének varhaté értéke, W is (amit egyébként a Little-formulabdl is
ki tudunk szamolni). Arra kell figyelniink, hogy altalanos
Markov-sorra az érkezési rata fligg az allapottdl.
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effektiv érkezési rata

)\e = Xo)\o + X1)\1 +---+ XK_1)\K_1,
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A fentiek megadnak a W;; ismeretlenekre egy linearis
egyenletrendszert, amit meg tudunk oldani.

A W, j-k ismeretében megadhat6 egy véletlen igény kiszolgalasi
idejének varhaté értéke, W is (amit egyébként a Little-formulabdl is
ki tudunk szamolni). Arra kell figyelniink, hogy altalanos
Markov-sorra az érkezési rata fligg az allapottdl.

Ha a sorhossz stacionarius eloszlasa vy = (xo x1 ... Xk ), akkor az
effektiv érkezési rata

)\e = Xo)\o + X1)\1 +---+ XK_1)\K_1,

: . . iAi
P(egy véletlen igény i hossza sorba érkezik) = Xi 5
e
végiil
XA X1 A XK—1AK—
W=22W1 4+ 2 W 4 - Ky
Ae Ae Ae



Kiszolgalasi id6 eloszlas altalanos Markov-sorra

Tekintsiink egy kitiintetett igényt egy j hossza sorban az i-edik
pozicidban (1 </ < j < K). X a kiszolgalasi ideje.
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Tekintsiink egy kitiintetett igényt egy j hossza sorban az i-edik
poziciéban (1 </ < j < K). Xi; a kiszolgélasi ideje.

Legyen X;; siiriségfiiggvénye f; j(t), Laplace-transzformaltja £7(s).



Kiszolgalasi id6 eloszlas altalanos Markov-sorra

Tekintsiink egy kitiintetett igényt egy j hossza sorban az i-edik
poziciéban (1 </ < j < K). Xi; a kiszolgélasi ideje.

Legyen X;; siiriségfiiggvénye f; j(t), Laplace-transzformaltja £7(s).

A cél: a korabbi W; j-khez hasonlé egyenleteket felirni, csak ezattal
fi’:j(s)—re, majd a kapott egyenletrendszert megoldani.



Kiszolgalasi id6 eloszlas altalanos Markov-sorra

Tekintsiink egy kitiintetett igényt egy j hossza sorban az i-edik
poziciéban (1 </ < j < K). Xi; a kiszolgélasi ideje.
Legyen X;; siiriségfiiggvénye f; j(t), Laplace-transzformaltja £7(s).
A cél: a korabbi W; j-khez hasonlé egyenleteket felirni, csak ezattal
fifj(s)—re, majd a kapott egyenletrendszert megoldani.
A kdvetkez§ valtozasok torténhetnek a sorral:

» Erkezik egy igény a sor végére Aj rataval, vagy

> torténik egy kiszolgalas a sorban yi; rataval.
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A kétféle valtozas egyiittes rataja \; 4 pu;, igy a kdvetkezd
allapotvaltozasig eltelt id6 EXP(\; + 1) eloszlast, ennek

- J J
Laplace-transzformaltja N+
Aj M
A valtozaskor N 22 érkezés val6sziniisége és Nt kiszolgalas

valdsziniisége.

Legyen el6szor M < i < j < K. A fentiek alapjan a
Laplace-transzformaltra teljesiil a kdvetkezd egyenlet:
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A kétféle valtozas egyiittes rataja \; 4 pu;, igy a kdvetkezd
allapotvaltozasig eltelt id6 EXP(\; + 1) eloszlast, ennek
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Laplace-transzformaltja N+
Aj M
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Legyen el6szor M < i < j < K. A fentiek alapjan a
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Kiszolgalasi id6 eloszlas altalanos Markov-sorra

Tovabbi esetek.

Ha i <j < M ésj < K, akkor egyrészt

frj(s) = ;(s),

hiszen az els§ j igény helyzete egyforma, masrészt

fixj(s):)\_j_ilj
j +pj+s

Aj po Jj—1 pio 1
(>v'+uj sals) Nt jo T 1) Aj+ 1 J

mivel az els6 j igénybdl 1/; eséllyel a kitlintetett igényt szolgalja ki
a szerver, és olyankor az elhagyja a rendszert (0 tovabbi idét tolt a
rendszerben, aminek a Laplace-transzformaltja 1).



Kiszolgalasi id6 eloszlas altalanos Markov-sorra

Ha i < M < j < K, akkor is

fl*,j(s) = f/\?,j(s)7

hiszen az els6 M igény helyzete egyforma, masrészt

Aj + W
fr(s) = —J "
() Aj+pj+s
Aj i M—=1 w1
fa(s) + —L————F"1 (s +7f—-1),
<>\j+uj A v B S v

mivel ilyenkor az els6 M igény kozdtt oszlik meg a kiszolgalasi rata,
és azon beliil 1/M eséllyel a kitiintetett igényt szolgalja ki a szerver.



Kiszolgalasi id6 eloszlas altalanos Markov-sorra

j = K, azaz tele buffer esetén nem tdrténhet érkezés, csak
kiszolgalas. Ha i < M, akkor is teljesiil

fﬁK(S) = --'f/\t/,K(SX
tovabba
1

* M M-1 *
; = - f — .1
() = (S a6+ 1),




Kiszolgalasi id6 eloszlas altalanos Markov-sorra

j = K, azaz tele buffer esetén nem tdrténhet érkezés, csak
kiszolgalas. Ha i < M, akkor is teljesiil

f1*,K(5) = --'f/\t/,K(S),

tovabba

N 1 M-1_, 1
; — - °f + =1
f:,K(S) 1 S( M /—1,/\//—1(5) M ),

Hasonléan tele buffer, csak i > M esetén a kitiintetett igény
biztosan nem kap kiszolgalast, igy

f; = f; .
k() [+ s —1.m-1(8)



Kiszolgalasi id6 eloszlas altalanos Markov-sorra

Az elsbbiek megadnak az ismeretlen £*(s) fiiggvényekre egy
linearis egyenletrendszert, amiben az egyiitthaték ismert szamok és
fliggvények, igy az egyenletrendszert meg tudjuk oldani.

Az f(s) fiiggvények racionalis tortfiiggvények lesznek, azaz 28
alakaak, ahol p(s) és g(s) polinomok. Ezekre mindig teljesiil
deg(p) < deg(q), mert £",(s) egy siriiségfiiggvény
Laplace-transzformaltja.
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Az elsbbiek megadnak az ismeretlen £*(s) fiiggvényekre egy
linearis egyenletrendszert, amiben az egyiitthaték ismert szamok és
fliggvények, igy az egyenletrendszert meg tudjuk oldani.

Az f(s) fiiggvények racionalis tortfiiggvények lesznek, azaz ’;8
alakaak, ahol p(s) és g(s) polinomok. Ezekre mindig teljesiil
deg(p) < deg(q), mert £",(s) egy siriiségfiiggvény

Laplace-transzformaltja.

Az f(s)-ek ismeretében megadhatd egy véletlen igény kiszolgalasi
idejének Laplace-transzformaltja, £*(s) is, ugyanolyan salyozassal,
mint korabban:

. XoAo X1 A1 XK—1AK—1 /4
f*(s)=—~— . fi'1(s) + \ f22()+"'+)\7fK,K(5)'



ILT racionalis tortfliggvényekre

Veégiil annyi van hatra, hogy f*(s)-et inverz Laplace
transzformaljuk (ILT), és megkapjuk a kiszolgalasi id6 eloszlasanak
az f(t) stirliségfiiggvényét. Ha az F(t) eloszlasfiiggvényre van
sziikségiink, akkor annyi a teendd, hogy *(s)/s-et inverz Laplace
transzformaljuk.
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inverz Laplace-transzformaltja analitikusan kiszdmithaté parcialis
tortekre bontassal (vagy a python analitikus ILT szamolé fiiggvénye
is elvégzi nekiink).
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Veégiil annyi van hatra, hogy f*(s)-et inverz Laplace
transzformaljuk (ILT), és megkapjuk a kiszolgalasi id6 eloszlasanak
az f(t) stirliségfiiggvényét. Ha az F(t) eloszlasfiiggvényre van
sziikségiink, akkor annyi a teendd, hogy *(s)/s-et inverz Laplace
transzformaljuk.

*(s) racionalis tortfliggvény, és a racionalis tortfiiggvényeknek az
inverz Laplace-transzformaltja analitikusan kiszdmithaté parcialis
tortekre bontassal (vagy a python analitikus ILT szamolé fiiggvénye
is elvégzi nekiink).

Még egy aprésag: ugyan f(t) elvileg tobb informaciét tartalmaz,
mint a varhaté érték (és 7(t)-bél ki is tudnank szamitani
integralassal), de ha csak a varhaté értékre van sziikségiink, akkor
kozvetleniil a varhaté értéket kiszamitani altalaban gyorsabb és
numerikusan stabilabb.



Terheléselosztasos rendszer

A kovetkezében a kiszolgélasi id6 eloszlasat szamitjuk ki egy
terheléselosztasos rendszerben.

Emlékeztets. Egy olyan rendszert tekintiink, ami N szerverbdl és
egy diszpécserbsl all.



Terheléselosztasos rendszer

A bejovs igények mind a diszpécserhez érkeznek Poisson-folyamat
szerint, AN rataval. A diszpécsernek nincs sora, azonnal tovabbitja
a beérkezd igényeket a szerverek felé JSQ (Join-Shortest-Queue)
szerint, azaz a bejové igényt a legrovidebb sorhoz tovabbitja.



Terheléselosztasos rendszer

A szerverek egyformak és véges K nagysagu bufferrel rendelkeznek.
Nem FIFO, hanem LPS kiszolgalast kdvetnek; az egyszeriiség
kedvéeért feltessziik, hogy M = K, azaz minden egyes szerver a

bufferben |évs Gsszes igénynek nyjt kiszolgalast (Processor
Sharing, PS).



Terheléselosztasos rendszer

A szerverek egyformak és véges K nagysagu bufferrel rendelkeznek.
Nem FIFO, hanem LPS kiszolgalast kdvetnek; az egyszeriiség
kedvéeért feltessziik, hogy M = K, azaz minden egyes szerver a
bufferben |évs Gsszes igénynek nyjt kiszolgalast (Processor
Sharing, PS).

A kiszolgalasi rata fiigg a bufferben |évs igények szamatdl; i igény
esetén a kiszolgalasi rata p;.



Terheléselosztasos rendszer

A szerverek egyformak és véges K nagysagu bufferrel rendelkeznek.
Nem FIFO, hanem LPS kiszolgalast kdvetnek; az egyszeriiség
kedvéeért feltessziik, hogy M = K, azaz minden egyes szerver a
bufferben |évs Gsszes igénynek nyjt kiszolgalast (Processor
Sharing, PS).

A kiszolgalasi rata fiigg a bufferben |évs igények szamatdl; i igény
esetén a kiszolgalasi rata p;.

A p; értékekrdl altalaban feltessziik, hogy

pr S p2 S cc S MIZ%Z"'Z%.



Terheléselosztasos rendszer

A szerverek egyformak és véges K nagysagu bufferrel rendelkeznek.
Nem FIFO, hanem LPS kiszolgalast kdvetnek; az egyszeriiség
kedvéeért feltessziik, hogy M = K, azaz minden egyes szerver a
bufferben |évs Gsszes igénynek nyjt kiszolgalast (Processor
Sharing, PS).

A kiszolgalasi rata fiigg a bufferben |évs igények szamatdl; i igény
esetén a kiszolgalasi rata p;.
A p; értékekrdl altalaban feltessziik, hogy

Mk

2
p1 < p2 < ccc <K MIZ%Z"'ZT.

Azt is feltessziik, hogy
A< K-



Terheléselosztasos rendszer

A rendszert a mean-field stacionarius tartomanyban vizsgéljuk (azaz
at— o00és N— oo limeszben): egyrészt azt feltételezziik, hogy a
rendszer olyan hosszi ideje fut, hogy mar beallt stacionarius
allapotra, masrészt a szerverek szdma olyan nagy, hogy
gyakorlatilag végtelennek tekintheté.



Terheléselosztasos rendszer

A rendszert a mean-field stacionarius tartomanyban vizsgéljuk (azaz
at— o00és N— oo limeszben): egyrészt azt feltételezziik, hogy a
rendszer olyan hosszi ideje fut, hogy mar beallt stacionarius
allapotra, masrészt a szerverek szdma olyan nagy, hogy
gyakorlatilag végtelennek tekintheté.

Szeretnénk ebben a rendszerben kiszamitani egy igény kiszolgalasi
idejének eloszlasat.



Stacionarius eloszlas
Egy ilyen rendszer mean-field stacionarius eloszlasa

Vst = (X0 x1 ... XK),

ahol xi az olyan szerverek szamanak aranya az osszeshez képest,
amelyben k igény van a bufferben.
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Ha lenne ig-nal rovidebb sor, akkor a teljes A rataja beérkezd
terhelés azokra iranyulna JSQ miatt, és ott a kiszolgalasi rata nem
elég nagy ahhoz, hogy tartsa a |épést az érkezésekkel, ezért ezek a
sorok feltoltédnének ip-ig.



Stacionarius eloszlas
Egy ilyen rendszer mean-field stacionarius eloszlasa

Vst = (X0 x1 ... XK),

ahol xi az olyan szerverek szamanak aranya az osszeshez képest,
amelyben k igény van a bufferben.

JSQ miatt a stacionarius esetben csak kétféle sorhossz lehet a
rendszerben, iy és ig + 1, ahol iy + 1 a legkisebb olyan index, amire
A < Higt1-

Ha lenne ig-nal rovidebb sor, akkor a teljes A rataja beérkezd
terhelés azokra iranyulna JSQ miatt, és ott a kiszolgalasi rata nem
elég nagy ahhoz, hogy tartsa a |épést az érkezésekkel, ezért ezek a
sorok feltoltédnének ip-ig.

Hasonléan ha lenne iy 4+ 1-nél hosszabb sor, azokra nem iranyul
beérkezg terhelés, tehat azoknak a hossza visszaesik iy + 1-ig.



Stacionaérius eloszlas
Xy €S Xjy1 értékét a

A = Xig fig + Xig+1ig+15
1 = Xy + Xjg+1

egyenletek alapjan lehet meghatarozni.
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egyenletek alapjan lehet meghatarozni.

Példa. Legyen a buffer méret K = 5, a kiszolgalasi ratak

és \ = 1.25.

Ekkor
> io = 3, és



Stacionaérius eloszlas
Xy €S Xjy1 értékét a

A = Xig fig + Xig+1ig+15
1 = Xy + Xjg+1

egyenletek alapjan lehet meghatarozni.

Példa. Legyen a buffer méret K = 5, a kiszolgalasi ratak

és \ = 1.25.
Ekkor
> io = 3, és

> v =(0000.50.50).
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Stacionérius viselkedés

Tehat a mean-field stacionéarius eloszlasban csak kétféle sorhossz
szerepel, iy és iy + 1.

Szeretnénk a rendszer mean-field stacionarius viselkedését
megérteni.

Mi a helyzet, ha érkezés torténik egy iy hosszl sorba? Semmi
kiilonos, a sorban onnantdl kezdve iy + 1 igény van.

Mi a helyzet, ha kiszolgalas torténik egy ip + 1 hosszd sorban? Itt
sincs semmi kiildnds, a kiszolgalt igény tavozik, és a sorban
onnantdl kezdve iy igény van.
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Stacionérius viselkedés

Mi a helyzet, ha kiszolgalas torténik egy ip hossza sorban? Ez mar
érdekesebb; a kiszolgalt igény tavozik, a sorban iy — 1 igény lesz.
De az 6sszes tdbbi sor ennél hosszabb, emiatt a JSQ egyediil erre a
szerverre iranyitja a teljes AN beérkezési ratat. Minél nagyobb N,
annal hamarabb ,visszatdlti” a sort iy hosszlisagra; a mean-field
limeszben ez azonnal megtdrténik, tehat a sort 0 ideig latjuk iy — 1
hosszasaginak.



Stacionérius viselkedés

Mi a helyzet, ha kiszolgalas torténik egy ip hossza sorban? Ez mar
érdekesebb; a kiszolgalt igény tavozik, a sorban iy — 1 igény lesz.
De az 6sszes tdbbi sor ennél hosszabb, emiatt a JSQ egyediil erre a
szerverre iranyitja a teljes AN beérkezési ratat. Minél nagyobb N,
annal hamarabb ,visszatdlti” a sort iy hosszlisagra; a mean-field
limeszben ez azonnal megtdrténik, tehat a sort 0 ideig latjuk iy — 1
hosszasaginak.

Masképp fogalmazva: a beérkezé igények egy része arra
"forditédik”, hogy az iy hosszi sorokban a kiszolgalast ellenstlyozza.
Ezt upkeep-nek nevezziik. Az iy hosszii sorokban a teljes
kiszolgalasi rata x;j,pi, N, ennek megfeleléen

Ay 1= Xig [Lig

jeldli az upkeep ratajat.



Stacionérius viselkedés

A maradék
Ad = A — Ay

rata az iy hossza sorokba érkezé igények rataja (d mint “dynamic
dispatch”); ezeknél az igényeknél a diszpécser altal latott
legrévidebb sorhossz iy, és azok koziil valaszt talalomra.
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val6szintiséggel kerlil iy hosszl sorba, és A\, /A valészintséggel ip + 1
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latszik, de ettdl meég a megfelel6 dinamikus egyensilyban szerepet
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Stacionérius viselkedés

A maradék
Ad = A — Ay

rata az iy hossza sorokba érkezé igények rataja (d mint “dynamic
dispatch”); ezeknél az igényeknél a diszpécser altal latott
legrévidebb sorhossz iy, és azok koziil valaszt talalomra.

Ez egydttal azt is jelenti, hogy egy beérkezs igény Ay/\
val6szintiséggel kerlil iy hosszl sorba, és A\, /A valészintséggel ip + 1
hosszii sorba.

Az upkeep a mean-field stacionarius eloszlasban kézvetleniil nem
latszik, de ettdl meég a megfelel6 dinamikus egyensilyban szerepet
jatszik.

Egy kitiintetett sor szemszogébsl a mean-field stacionarius eloszlas
egyfajta konstans kornyezetet jelent: olyan sok sor van, hogy
egy-egy sorban torténé kiszolgalas vagy érkezés nem valtoztatja
meg a sorhosszak aranyat. Masrészt az Gsszes tobbi sor kdzott az ig
illetve iy + 1 hosszii sorok aranya dinamikus egyensilyban van.



Kiszolgalasi id6 eloszlasa terheléselosztasos rendszerben

Jeldlje X; egy olyan igény kiszolgalasi idejét, amelyik / hosszi
sorban van. A PS miatt nem sziikséges nyilvantartani, hogy az
igény hanyadik helyen van a sorban, elég az Gsszes igények szamat.

S6t, JSQ miatt csak kétfajta sorhossz lesz, emiatt nekiink
lenyegében elég lesz i € {iy, ip + 1}-re vizsgalni X;-t.
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sorban van. A PS miatt nem sziikséges nyilvantartani, hogy az
igény hanyadik helyen van a sorban, elég az Gsszes igények szamat.

S6t, JSQ miatt csak kétfajta sorhossz lesz, emiatt nekiink
lenyegében elég lesz i € {iy, ip + 1}-re vizsgalni X;-t.

Legyen X; Laplace-transzformaltja £*(s).

1

A Markov-sorokkal analég médon szeretnénk felirni egy linearis
egyenletrendszert az f*(s)-ekre. Ugyanigy az alapjan, hogy egy
kitiintetett sorban mi a kovetkezd esemény (érkezés vagy
kiszolgalas).



Kiszolgalasi id6 eloszlasa terheléselosztasos rendszerben
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Kiszolgalasi id6 eloszlasa terheléselosztasos rendszerben

fo-1(s) = £ (s)
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Io( ) )\d+M/0 +S )\d‘i’,U/lo I0+1( )
fig To—1 . i 1 )
Ad+ i o ° 1(s) Ad + tig fo
% _ Hig ( Io £* 1 ) 1)
IO+1(S) Wip +5 \ig +1 o (S) + ip +1

Az els6 egyenlet: egy ig — 1 hosszli sor azonnal visszatdltédik ig
hosszlsagra.



Kiszolgalasi id6 eloszlasa terheléselosztasos rendszerben

fo-1(s) = £ (s)

Ad + Wi Ad
£ (s) = o ( £ (s)+
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Az els6 egyenlet: egy ig — 1 hosszli sor azonnal visszatdltédik ig
hosszlsagra.

Masodik egyenlet: egy ip hossza sorban EXP(\y + pj,) id6 utan
torténik egy érkezés vagy kiszolgalas; ha kiszolgalas, akkor az is
szamit, hogy az ip igény koziil a kitiintetettet tavozott (ennek
valésziniisége 1/ip) vagy nem.



Kiszolgalasi id6 eloszlasa terheléselosztasos rendszerben

fo-1(s) = £ (s)

Ad + Wi Ad
fX(s) = 0 x ( X 1(s)+
Io( ) )\d+u,0+5 )\d"’/.l/lo I0+1( )
Pig o —1 ., Pig 1 )
Ad+ i o ° 1(s) Ad + tig fo
% _ Hig ( Io £* 1 . 1)
IO+1(S) Wip +5 \ig +1 o (S) + ip +1
Az els6 egyenlet: egy ig — 1 hosszli sor azonnal visszatdltédik ig
hosszlsagra.

Masodik egyenlet: egy ip hossza sorban EXP(\y + pj,) id6 utan
torténik egy érkezés vagy kiszolgalas; ha kiszolgalas, akkor az is
szamit, hogy az ip igény koziil a kitiintetettet tavozott (ennek
valésziniisége 1/ip) vagy nem.

Harmadik egyenlet: ugyanaz, mint a méasodik, csak itt nem
torténhet érkezés.



Kiszolgalasi id6 eloszlasa terheléselosztasos rendszerben

A fenti linearis egyenletrendszer egyszerlisithets és megoldhaté, a
megoldasbol a kovetkezd salyozassal kapjuk egy véletlenszerii igény
kiszolgalasi idejének Laplace-transzformaltjat:

* )‘U * >‘d *
f*(s) = Tfio(s) + BN t1(5)-



Kiszolgalasi id6 eloszlasa terheléselosztasos rendszerben

A fenti linearis egyenletrendszer egyszerlisithets és megoldhaté, a
megoldasbol a kovetkezd salyozassal kapjuk egy véletlenszerii igény
kiszolgalasi idejének Laplace-transzformaltjat:

* )‘U * >‘d *
f*(s) = 7",‘0(5) + BN t1(5)-

Ez is racionalis tortfiiggvény, tudjuk invertalni, hogy megkapjuk
f(t)-t, egy véletlen igény kiszolgalasi idejének siirliségfiiggvényét,
vagy ha f*(s)/s-et invertaljuk, akkor az eloszlasfiiggvényét.



Kitekintés

A JSQ-n kivil mas terheléselosztasi elvek is vannak. Most nem
nézziik meg altalanosan, de az altalanos analizis a fentiekhez
viszonylag hasonlé, csak némileg bonyolultabb.
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Ha a diszpécser filiggvénynek (definicié az 5. el6adason) szakadasa
van vg-ben, akkor A, > 0, é&s lehet, hogy masképp kell kiszamitani,
mint JSQ-ra. Ha a diszpécser fiiggvény folytonos vg-ben, akkor
Ay =0.
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mint JSQ-ra. Ha a diszpécser fiiggvény folytonos vg-ben, akkor
Ay =0.

A Little-formula érzéketlen arra, hogy FIFO vagy LPS kiszolgalasi
elv van. Viszont a kiszolgalasi idS teljes eloszlasa mas lesz FIFO és
LPS esetén — csak éppen a varhaté értékiik ugyanannyi a
Little-formula miatt.



Kitekintés

A JSQ-n kivil mas terheléselosztasi elvek is vannak. Most nem
nézziik meg altalanosan, de az altalanos analizis a fentiekhez
viszonylag hasonlé, csak némileg bonyolultabb.

Ha a diszpécser filiggvénynek (definicié az 5. el6adason) szakadasa
van vg-ben, akkor A, > 0, é&s lehet, hogy masképp kell kiszamitani,
mint JSQ-ra. Ha a diszpécser fiiggvény folytonos vg-ben, akkor
Ay =0.

A Little-formula érzéketlen arra, hogy FIFO vagy LPS kiszolgalasi
elv van. Viszont a kiszolgalasi idS teljes eloszlasa mas lesz FIFO és
LPS esetén — csak éppen a varhaté értékiik ugyanannyi a
Little-formula miatt.

A Laplace-transzformacié tulajdonsagai koziil csak keveset néztiink
at, b6vebben ajanlom akar a wikipedia szécikkeét is.



