3. feladatsor
Poisson-pontfolyamat, generatorfiiggvény, elagaz6 folyamatok
2017. oktober 6.

1. Egy kis forgalmu uton atlagosan 2 percenként halad el egy auto. Kiédllok az at mellé és szamolom az
autokat. Mekkora a valészintisége annak, hogy. ..

mellettem piros aut6?
(e) Mekkora annak a valoszintsége, hogy 3 perc alatt 1 piros és 2 mas szint auté megy el mellettem?
2. Egy irodaban két iigyintézd, Andras és Bea fogadjék a beérkezs hivasokat. Atlagosan 5 percenként érkezik
egy hivés; minden hivasnal feldobnak egy szabalyos érmét, hogy eldontsék, melyikiik fogadja. Mekkora a
valészintisége annak, hogy. ..
(a) 10:00 és 10:20 koz6tt Andras pontosan 2 hivast fogad?
(b) 10:00 és 10:20 kozott Andras fogadja az Gsszes beérkezd hivast?
(c) 10:00 és 10:20 kozott Andras pontosan 2 hivast fogad, feltéve, hogy ez alatt az idészak alatt 6 fogadja
az 0sszes beérkezd hivast?
3. Egy szerverhez A és B tipustu csomagok érkeznek, masodpercenként atlagosan 1 A tipust és 1.5 B tipusu.
(a) Szamitsuk ki annak a valoszintiségét, hogy 2 masodperces intervallum alatt pontosan 2 csomag érkezik
0sszesen.
(b) Mekkora a valészintisége, hogy az els6 érkez csomag A tipusa?

(c) Jelolje T azt, hogy mennyit kell varnunk az elsé csomagra. Milyen eloszlasa 17
4. Egy telefonkdzpontba 5 perc alatt atlagosan 8 helyi hivas és 2 tavolsagi hivas érkezik.

(a) Mekkora a valoszintisége annak, hogy 2 perc alatt pontosan 1 tavolsagi hivas érkezik?
(b) Mekkora a valészintisége annak, hogy 2 perc alatt legfeljebb 3 hivas érkezik Gsszesen?
(c) Mekkora a feltételes valoszintisége annak, hogy egy 2 perces id@szak alatt pontosan 1 tavolsagi hivas

érkezik, feltéve, hogy ugyanezen id§ alatt legfeljebb 3 hivas érkezik Gsszesen?

5. Egy bizonyos fajta keksz csokidarabokat és mazsolakat tartalmaz; egy darab keksz atlagosan 3 csokidarabot
és 2 mazsolat tartalmaz.

(a) Mi a valoszintisége, hogy egy keksz pontosan 2 csokidarabot tartalmaz?

(b) Mi a valészintisége, hogy egy kekszben nincs mazsola?

—
o

) Feltéve, hogy egy keksz 2 darabot tartalmaz mazsolabdl és csokidarabbdl Osszesen, mi a feltételes
valészintisége, hogy az mindkettd csokidarab?

(d) Pistike megeszik egy fél kekszet. Mi a valosziniisége, hogy abban volt legalabb 1 mazsola?
(e) Pistika megeszi a masik felét is a keksznek. Feltéve, hogy az els6 felében volt legalabb 1 mazsola,

mennyi a feltételes valoszintisége, hogy az egész kekszben van legalabb 2 mazsola?

6. Legyen X nemnegativ egész értéki valoszintiségi valtozo. Jeldljiik G(z)-vel a generatorfiiggvényét. Irjuk

fel Y := X 41 és Z := 2X generatorfiiggvényét G segitségével.
7. Egy X valoszintségi valtozo generatorfliggvénye
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Hatarozzuk meg az eloszlasat (azaz a P(X = k) valoszintségeket). Hatarozzuk meg X varhato értékét és
szOrasat is.

8. Egy szabalyos érmét feldobunk 3-szor, majd feldobunk egy szabalytalan érmét is 3-szor; utébbi érménél a
fej valoszintisége 1/3. Jelolje X az Osszes fej szamat. Adjuk meg X generatorfiiggvényét.
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Van egy kék és egy piros dobdkockank, mindketts szabalyos. Dobunk elGszor a piros kockaval, majd
annyiszor dobunk a kékkel, amennyi a piroson kijétt. Jellje Y a piroson kijott szamot, X pedig a kéken
kijott szdmok Osszegét.

(a) Irjuk fel egy dobokocka generatorfiiggvényét. Hogyan kaphatoé meg ebbsl EY értéke?

(b) Irjuk fel X generatorfiiggvényét és szamitsuk ki ez alapjan EX-et és DX -et.

(a) Jelolje X egy szabalyos kockéaval az els6 6-osig sziikséges dobésok szaméat. Hatarozzuk meg X gene-

ratorfiiggvényét kétféle modon is: egyrészt kdzvetleniil az eloszlasabol, masrészt teljes varhatod érték
tétellel.

(b) Jelolje Y az ahhoz sziikséges dobasok szaméat, hogy két 6-os jojjon egymés utan (pl. a 6134622665
sorozat esetén ez az érték 9). Mi lesz Y eloszlasdnak generatorfiiggvénye?

Ott6 gyermekeinek szama 0, 1, 2 vagy 3, mindegyik 1/4 — 1/4 valoszintiséggel. Otté minden egyes leszar-
mazottjanak gyermekeinek szama is ugyanilyen eloszlasa és a tobbiekétdl fiiggetlen.

(a) Jelolje X4 Ott6 iikunokainak szamét. Adjuk meg X generatorfiiggvényét. Szamitsuk ki EX, és
D(X,) értékét.
(b) Szamitsuk ki annak az esélyét, hogy Otté leszarmazottai elébb-utobb kihalnak.

Jelolje ©(p) a kihalas valoszintiségét egy olyan elagazo folyamatnél, melynél az utédeloszlas
P(X =k)=p(1-p)*, k=0,1,...
(Ez a pesszimista geometriai eloszlas.)
Szamitsuk ki ©(p) értékét tetszoleges 0 < p < 1 esetén.
Legyen egy elagazo folyamat utodeloszlasanak generatorfiiggvénye G. Fejezziik ki G segitségével a kovet-
kez§ események feltételes valdszintiségét!
(a) A folyamat kihal, feltéve, hogy az els6 generécio létszama k.

(b) A folyamat nem hal ki, feltéve, hogy az els6 generacié nem halt ki.

Egy lanclevél arra kéri az olvasdjat, hogy tovabbitsa 12 méasik embernek. Az emberek 92%-a kitorli a
levelet tovabbitas neélkiil, de 8% tovabbitja 12 masik embernek.

(a) Modellezziik a helyzetet elagazd folyamattal. Mi az utodeloszlas varhato értéke? A folyamat szub-
kritikus, kritikus vagy szuperkritikus?

(b) Mekkora a valoszintsége, hogy a levél terjedése elsbb-utébb megall?

(c) Feltéve, hogy a lanclevél kitalaloja elkiildte a levelet 12 embernek, mennyi az 6sszes elkiildott level
szaménak varhat6 értéke a lanclevél élettartama folyaméan?

Egy nagyon nagy kozosségben kezdetben egyetlen ember hordoz egy fert6z6 betegséget. MielGtt meggyo-
gyulna, tovabbadja a betegséget X; mésik embernek, ahol X pesszimista geometriai eloszlasu p paramé-
terrel. Miutan meggydgyult, nem fertéz tovabb. Minden tovabbi fert6zott ember a tobbiektdl fliggetleniil
és ugyanilyen eloszlassal megfert6z Gjabb embereket, miel6tt meggyogyul. Modellezziik eldgazé folya-
mattal a torténteket, és ennek révén adjunk vélaszt a kovetkezd kérdésekre p = 0,4 és p = 0,6 esetén
is.

(a) Mennyi X; varhato értéke?

(b) Mekkora annak a valészintsége, hogy az els6 emberen kiviil senki mas nem fert6z tovabb (azaz a
,méasodik generaci¢” létszama 0)7

(c) Jelolje X3 a harmadik generécié létszamat. Hatarozzuk meg EX3 és DX3 értékeét.

(d) Mekkora annak a valészintisége, hogy semelyik generacioé sem hal ki? (Ez az esemény felel meg a
jarvany kialakulasanak.)

(e) Jelolje N az Gsszes megbetegedés szamat. Hatarozzuk meg N varhato értékeét.

(f) * Hatarozzuk meg N generatorfiiggvényét. (Tipp: hasznaljunk teljes varhato érték tételt az elsé

generacio létszama szerint.)

* Legyen p > 1, és tekintsiink egy POI(u) utédeloszlasa elagazo folyamatot. Bizonyitsuk be, hogy ezen
folyamat eloszlasa azon feltétel mellett, hogy a folyamat kihal, megegyezik egy olyan elagaz6 folyamat
eloszlasaval, melynek utédeloszlasa POI()), ahol A a Ae™ = pe™* egyenlet azon megoldasa, amelyre
A < 1. (Figyelem! A teljes folyamat eloszlasarol van sz6, azaz arrdl a valosziniiségi mértékrsl, amely
megmondja, hogy a teljes folyamat mekkora valoszintiséggel vesz fel adott véges vagy végtelen fakat.)



