5. feladatsor
Markov-lancok
2017. november 3.

1. Egy Markov-lanc atmenet-métrixa a kovetkezs:

[1/3 1/3 0 0 0 0 0 1/3
/5. 0 0 0 45 0 0 0
/2 0 1/3 1/6 0 0 0 0
0 1/2 0 1/2 0 0 0 0
/2 0 0 0 0 1/4 1/4 0
o 0 0 0 0 1 0 0
o 0 0 0 0 0 1/3 2/3

Lo 0o 0o 0o 0 0 1/2 1/2

(a) Rajzoljuk fel a Markov-lanc graf-reprezentaciojat!
(b) Irreducibilis-e a Markov-lanc? Adjuk meg a tranziens és rekurrens osztalyokat!
2. Londonban egy es6s napot 70% eséllyel kovet egy tijabb esés nap, 30% eséllyel pedig napsiitéses nap. Egy
napsiitéses napot 50% eséllyel kovet egy tjabb napsiitéses nap és 50% eséllyel esGs nap. Tegyiik fel, hogy

ma esGs nap van. Mekkora a valdszintisége, hogy 2 nap milva es6s nap lesz? Es 3 nap milva? Szamitsuk
ki, hogy a stacionarius eloszlas szerint mekkora az esés nap valdszintisége.

3. Egy 5 x 5-0s sakktablan egy huszar lépked véletlenszertien tigy, hogy minden egyes 1épésben a lehetséges
(a) Gondoljuk meg, hogy X,, Markov-lanc. Irreducibilis-e a Markov-lanc? Aperiodikus-e?
(b) Adjuk meg a stacionarius eloszlasat.
(c) Tegyiik fel, hogy most a kozéps6 mezén all a huszar. Mekkora a valoszintisége, hogy 99 lépés utan

ismét a kozépss mezén all? Es 100 1épés utan?

4. Egy Markov-lanc dtmenet-métrixa a kovetkezs:

0 1 0
2/3 0 1/3
0 1 0

(b) Irreducibilis-e a Markov-lanc? Aperiodikus-e a Markov-lanc?

(c) Tegyiik fel, hogy az 1-es allapotbol indul. Mekkora a valoszintisége, hogy 2 1épés milva ismét az 1-es
allapotban van? Es 3 1épés milva?

(d) Tegyiik fel, hogy az 1-es allapotbél indul. Mekkora a valoszintisége, hogy 100 lépés mulva ismét az
1-es allapotban van? Es 101 1épés milva?

(e) Hosszu tavon az id6 mekkora részében van az 1-es allapotban?

5. Jonas gépjarmii-felelGsségbiztositoja 4 kategoridba osztja az ligyfeleket: 1, 2, 3, 4. Ha egy ligyfél egy éven
at nem okoz balesetet, egy kategoriaval feljebb kertil (illetve ha a 4-esben volt, akkor ott marad). Ha egy
igyfél sulyos balesetet okoz, akkor a kévetkezd évben az 1-es kategoriaba keriil. Ha egy tigyfél egy adott
évben konnyd balesetet okoz, de siilyos balesetet nem, akkor a kovetkezd évben egy kategoériaval lejjebb
keriil (ha az 1-esben volt, akkor ott marad).

Jonas egy év alatt 1/12 eséllyel okoz silyos balesetet, és 1/4 annak az esélye, hogy okoz kénny( balesetet,
de sulyosat nem.
(a) Modellezziik a folyamatot Markov-lanccal. Mik az allapotok? Adjuk meg az atmenetmatrixot. Mi-
lyen a Markov-lanc irreducibilitas és periodicitas szempontjabol?

(b) Mekkora a valoszintisége, hogy Jonas két év mulva a 2-es kategoridba tartozik, ha most a 4-es kate-
gbridban van?

(¢) Mekkora a valészintsége, hogy 10 év milva a 2-es kategoriaba esik?
(d) Hosszi tavon az évfordulok mekkora része olyan tipusi, hogy 3-as kategoriabol 4-es kategoriaba lép?

(e) Az egyes kategoridk esetén az éves dij rendre 120000, 72000, 54000, 36000 forint. Mennyi a Jonas
altal fizetett éves dij hosszi tavon atlagosan?



6. A Soder kft. kétféle munkat vallal: A és B tipusit. Az A tipust munka 1 honapig tart, és a bevételiik beléle
1,4 milli6 forint, a B tipusi munka 2 honapig tart és a bevételiik bel6le 2,7 millié forint. Minden hénap
elején vesznek fel rendelést, feltéve, hogy nem tartanak éppen egy B tipust munka kézepén. Minden honap
elején 50% eséllyel érkezik megrendelés B tipust munkara és 60% eséllyel A tipust munkara (fiiggetleniil).
Ha mindkét fajta megrendelés érkezik, akkor egy A tipusiut fogadnak el.

(a) Modellezziik a Séder kft. havi tevékenységét Markov-lanccal. Mik legyenek az allapotok? Mik az
atmenetvaloszintiségek?

(b) Szamitsuk ki a stacionérius eloszlast. Ez alapjan adjuk meg, mennyi a Soder kft. atlagos havi bevétele
hosszt tavon.

(c) A cégvezetés azon gondolkodik, hogy érdemes-e preferalni inkabb a B tipust munkat olyankor, amikor
mindkettére érkezik megrendelés. Segitsiink nekik a déntésben!

7. Ott6 munkahelyén minden dolgozot az {1,2, 3, 4,5} kategoria valamelyikébe sorolnak. Otté minden hénap
végén a korabbi honapoktol fiiggetleniil 1/2 valoszintséggel eggyel magasabb kategoriaba keriil (az 5-6s ka-
tegoriaban helyben marad), 1/3 valoszintséggel eggyel alacsonyabb kategoridba keriil (az 1-es kategoriaban
helyben marad) és 1/6 valoszintiséggel ugyanabban a kategoridban marad.

(a) Szamoljuk ki a stacionarius eloszlast.

(b) Az egyes kategoridkban fizetési bonuszt kapnak; a bonusz Osszege rendre 0, 10000, 20000, 30000,
40000, 50000 forint. Szamitsuk ki, hosszt tavon Otto atlagosan mennyi bénuszt kap.

8. Ott6 bacsi minden reggel % eséllyel megveszi az aznapi Ujsadgot és beteszi a tobbi kozé. Vacsora el6tt

a felesége i eséllyel az egész ujsagkupacot kidobja (akar hozott Otté bacsi ujsdgot, akiar nem). Ha
Osszegytilik 4 ujsag, azonnal kidobja Sket. Egy este vacsora utdn meglatogatjuk Otté bacsit. Mi az ekkor

az ujsagkupacban 1év§ Gjsdgok szamanak eloszlasa? Mennyi az tjsdgkupac atlagos mérete?

9. Jonas kedvenc szamitogépes jatékaban 3 palya van. Ha az 1-es palyat sikeriil teljesitenie, tovabblép a 2-es
palyara, de ha nem, akkor ismét az l-est kell megprobalnia. Ha a 2-es palyat teljesiti, tovabblép a 3-as
palyara, de ha nem, visszaugrik az 1-es palyara. A jatékot akkor nyeri meg, ha a 3-as palyat is teljesiti. A
3-as pélya utan mindenképpen az l-es kovetkezik. Az 1l-es palyat 3/4 eséllyel teljesiti (az elzményektol
fiiggetleniil), a 2-es palyat 2/3 eséllyel, a 3-as palyat 1/2 eséllyel. Jelolje X,, azt, hogy n palya utéan éppen
melyik palyén jatszik.

(a) Gondoljuk meg, hogy X, Markov-lanc. Adjuk meg az dtmenetméatrixot. Milyen a Markov-lanc
irreducibilitas és periodicitas szempontjabol?

(b) Tegyiik fel, hogy most az 1l-es palya kovetkezik. Mekkora a valoszintisége, hogy sikeresen teljesiti
mindharom palyat egyhuzamban?

(c) Tegyiik fel, hogy most az 1-es palyanal tart. Mekkora a valoszintisége, hogy 2 pélyaval késébb ismét
az 1l-es palyanal tart?

(d) Tegyiik fel, hogy most az 1-es palyanal tart. Mekkora a valoszintisége, hogy 20 palyaval késSbb ismét

az l-es palyanal tart?

) Atlagosan a probalkozéasok mekkora részét tolti az 1-es palyaval hosszi tavon?

) Mekkora a valoszintisége, hogy 20 palya mulva éppen megnyeri a jatékot?

g) Atlagosan hany palyat kell végigjatszania ahhoz, hogy egyszer megnyerje a jatékot?

) Az els6 palya atlagosan 6 percig tart (sikerességtdl fiiggetleniil), a masodik 12 percig, a harmadik 18
percig. Mennyi id6t tolt egy palyaval atlagosan?

10. A Falab FC az egyetemi focibajnoksigban jatszik. A bajnoksignak 3 osztalya van: A, B és C. A C
osztalybol 2/3 valoszintiséggel feljutnak a B osztalyba a kovetkezd szezonra, egyébként maradnak a C
osztalyban (az el6zményektdl fiiggetleniil). A B osztalybol 1/2 valoszintséggel feljutnak az A osztalyba,
1/2 valoszintséggel maradnak a B osztalyban és 1/3 valoszintséggel visszaesnek a C osztalyba. Az A
osztalyban 1/10 valoszintiséggel megnyerik a bajnoksagot, 2/5 valoszintiséggel nem nyernek, de maradnak
az A osztalyban, 1/2 valoszintséggel pedig kiesnek a B osztélyba.

(a) Modellezziik a Falab FC szezononkénti szereplését Markov-lanccal. Mik az allapotok? Adjuk meg az
Atmenetmatrixot. Irreducibilis-e a Markov-lanc? Aperiodikus-e?

(b) Tegyiik fel, hogy most a C osztalyban vannak. Mekkora a valoszintisége, hogy 2 szezonnal késGbb a
B osztalyban vannak?

(¢) Tegyiik fel, hogy most a C osztalyban vannak. Mekkora a valoszintisége, hogy 20 szezonnal késGbb a
B osztalyban vannak?



