6. feladatsor
Folytonos idejii Markov-lancok
2017. november 17.

. Egy diszkrét ideji Markov-lanc 4tmenet-matrixa a kévetkezs:

0 1/2 1/6 1/3
1/2 0 1/2 0
1/4 1/4 0 1/2
1/4 1/4 1/2 0

Folytonos ideji Markov-lancot készitiink bel6le gy, hogy az egyes allapotokban eltoltott id6 exponenciélis
rendre 1, 2, 1, 4 paraméterrel.

(a) Irjuk fel a generatort.

(b) Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast. Mi a kapcsolat a stacionarius eloszlas és az eredeti diszkrét
Markov-lanc staciondrius eloszlasa kozott?

(c) A Markov-lanc a 0 id6pontban az 1-es allapotban tartézkodik. Adjunk becslést arra, hogy mekkora
valészintiséggel tartézkodik a 2-es allapotban a ¢ = 100 illetve a ¢ = 0.01 id6pontokban.

. Egy gép Exp(0,1) ideig miikodik (6raban mérve), majd elromlik. Ha elromlott, azonnal elkezdik javitani;
a javitas Exp(0,5) ideig tart (6raban), és fliggetlen a miikodési idGszak hosszatol.

(a) Modellezziik a folyamatot folytonos idejti Markov-lanccal! Mik az allapotok? Irjuk fel az infinitezi-
maélis generatort.
(b) Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast. Hossza id§ alatt a teljes id6 mekkora része telik javitéssal?

(c) Amig a gép mikodik, éranként 12000 forint bevételt termel. A szerel6 o6radija 3000 forint. Mekkora
Lnettd” bevételt termel éranként a gép hosszi tdvon?

(d) Adjuk meg a beagyazott diszkrét ideji Markov-lanc atmenetméatrixat. (Ebben az esetben nem tul
izgalmas.)

. Egy forgalmas helyen 1év6 pénzvéltoba atlagosan 5 percenként érkezik egy iigyfél. Egy ligyfél kiszolgalasa
atlagosan 2 percig tart. Az éppen kiszolgéalas alatt allo tigyfélen kiviil még legfeljebb ketten tartézkod-
hatnak a helyiségben; ha olyankor érkezne iigyfél, amikor a helyiség tele van, akkor azonnal tovabbmegy
(mondjuk egy masik pénzvaltohoz).

(a) Modellezziik a folyamatot folytonos idejt Markov-lanccal! Mik az allapotok? Irjuk fel a generatort.
(b) Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast.

(c) Hosszu tavon az id6 mekkora részében van tele a helyiség?

(d) Adjuk meg a beagyazott diszkrét ideji Markov-lanc atmenetmétrixat.

. A Falab FC focicsapatanak 4 csatara van osszesen. A csatarok koziil esetleg néhéany sériilt. A csapat
mindig 2 egészséges csatarral jatszik (ha ennél kevesebb csataruk egészséges, akkor az Gsszes egészséges

csatar jatszik). Ha egy csatar jatszik, akkor atlagosan 3 havonta sériil le. Egy sériilés atlagosan 1 hénapig
tart. Ha egy csatar nem jatszik, nem sériil meg.

Jeldlje a sériilt csatarok szamat a ¢ idépontban X;.

(a) Modellezziik X;-t folytonos ideji Markov-lanccall Mennyiben ,modell” a Markov-lanc, azaz milyen
feltételezéseket tesziink és azok mennyire jogosak?

(b
(c
(

) Irjuk fel a generatort.
)

d) Az id6 mekkora részében kénytelen a csapat csatar nélkiil jatszani?
)
)

Szémitsuk ki a stacionérius eloszlast.

Atlagosan hany csatarral jatszanak?

(e
(f

Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiikk meg annak a valdszintiségét, hogy ez a
kovetkezd 10 napban végig igy marad (a 10 napot tekinthetjiik 1/3 hénapnak).

. Egy tavkozlési kabelen harom fiiggetlen adatfolyam megy. Az adatfolyamok egyformak; egy adatfolyam-
nak két allapota van: ON allapotban 1 Mb/s a sebessége, OFF éallapotban 0 Mb/s. ON allapotbol A
rataval 1ép at OFF allapotba és OFF allapotbol p rataval lép 4t ON &llapotba. Az adatfolyamok egy-
méstol fliggetlenek. Jelolje X; azt, hogy a ¢t id6pontban mennyi a harom adatfolyam egyiittes sebessége.
Gondoljuk meg, hogy X;-re teljesiil a Markov-tulajdonsig, majd irjuk fel a generatorat.
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Egy bankfiokban két ablaknal szolgaljak ki az ligyfeleket. Az iigyféltérben egyszerre legfeljebb 5 tigyfél
tartozkodhat (beleértve az éppen kiszolgalas alatt 1évéket is). Amikor az tigyféltér tele van, a biztonsagi
6r automatikusan elkiildi a tovabbi iigyfeleket. A bankfiokba atlagosan 5 percenként érkezik egy tigyfél.
Egy tigyfél kiszolgalasa atlagosan 8 percet vesz igénybe. Ha egy iigyfelet kiszolgalnak, a sorban kovet-
kez$ azonnal bedll a felszabadulé ablakhoz. Ha mindkét ablak szabad, amikor egy tigyfél érkezik, akkor
taldlomra &all be valamelyikhez.

(a) Modellezziik a rendszert folytonos idejii Markov lanccal. Trjuk fel X (t) generatorat.
) Hatarozzuk meg (X (¢),t > 0) stacionarius eloszlasat.
(c) Mekkora a valoszintisége, hogy egy véletlen id6pontban a fiokban 3 tigyfél tartozkodik?
(d) Hosszu téavon atlagosan héany tigyfél tartozkodik a fickban egyszerre?
) Az tigyfelek mekkora részét kiildik el amiatt, hogy az ligyféltér tele van?
f) Az id6 mekkora részét tolti tétleniil az elsd ablaknal dolgozo {igyintézs?

Egy lépcsShazban 3 villanykorte van. Egy villanykorte élettartama (évben mérve) exponencialis idejd
1 paraméterrel. A hézmester csak akkor nyil a villanykortékhez, ha mindharom kiégett, akkor viszont
azonnal kicseréli mindharmat ujakra. Jelolje X (¢) a miikods villanykorték szamét a ¢ idépontban.

(a) Gondoljuk meg, hogy X (t) folytonos idejii Markov-lanc. Mik az allapotok? Irjuk fel a generatorat.
(Figyeljiink a ratakral)

(b) Tegyiik fel, hogy most mindharom villanykérte ég. Szamitsuk ki pontosan, mekkora a valészintdsége,
hogy a kovetkezd 1 honapban folyamatosan mindhérom égni fog.

(c) Tegyiik fel, hogy most mindharom villanykorte ég. Adjunk becslést annak a valészindségére, hogy
pontosan 1 hénap mulva mindharom ég.

(d) Tegyiik fel, hogy most mindharom villanykorte ég. Adjunk becslést annak a valészindségére, hogy
pontosan 10 év milva mindhérom ég.

Tivadar szabaduszd programozé. Kétféle munkat vallal, melyek hossza véletlenszertien valtozik. Az A
tipusi munka atlagosan 1 honapig tart, a B tipusi munka atlagosan 2 honapig tart. Amikor Tivadar egy
munkija véget ér, akkor atlagosan 2/3 honap telik el, mig érkezik megrendelés A tipusu munkara, illetve
atlagosan 1 honap telik el, amig érkezik megrendelés B tipusira. Azt véllalja el, amelyik el6bb jon.

(a) Modellezziik a folyamatot folytonos idejt Markov-lanccal! Mik az allapotok? Irjuk fel a generatort.

(b) Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast. Hosszu tavon az id6 mekkora részét tolti Tivadar A tipusa
munkaval?

(c) Tivadar napidija (ezer forintban) A tipust munka esetén 40, B tipust munka esetén 50. Szamitsuk
ki, dtlagosan mennyi a napi keresete hosszi tavon.

(d) Trjuk fel a beagyazott Markov-lanc dtmenet-matrixat.

(e) Hosszu tavon az elvallalt munkék hanyadrésze A tipusu?

Adjuk meg az el6z6 feladatban a generatort azon feltételezés mellett, hogy a B tipusi munka két egy-
mést kdvets részbdl all, melyek hossza fiiggetlen és kiilon-kiilon exponencidlis eloszlast 1 varhato értékkel
(tovabba az A tipust munka hossza exponenciélis eloszlasu és a tétlen idGszak hossza is exponencialis
eloszlast).

(a) Szamitsuk ki a stacionérius eloszlast és vessiik Gssze az el6z6 feladatbeli stacionarius eloszlassal. Mit
tapasztalunk?

(b) Probaljuk szoban megfogalmazni a két folyamat kozti kiilonbséget.

Az M/M/1 rendszerben 1 szerver van, amely kiszolgélja a beérkezs igényeket. Az igények egy A paramétert
Poisson-folyamat szerint érkeznek, egy igény kiszolgélasi ideje pedig EXP()) eloszlasi. Ha a szerver foglalt,
akkor a beérkezé igények sorbanallnak, a buffer mérete végtelen.

(a) Modellezziik a rendszert végtelen allapottertd Markov-lanccal! Milyen szerkezetii a generator?

(b) Milyen feltétel esetén létezik stacionarius eloszlas? (Ilyenkor mondjuk azt, hogy stabil a rendszer.
Erre a modellre teljesiil az is, hogy barhonnan inditva konvergél a stacionérius eloszlashoz.)

(c) Gondoljuk meg, hogy hosszu tavon egy igény beérkezésének pillanatdban is stacionarius a sorhossz!

Az M/M/k sorbanéllasi rendszerben k szerver van; az igények egy A paramétert Poisson-folyamat szerint
érkeznek, egy igény kiszolgalasi ideje pedig EXP()) eloszlasu. Ha egy igény beérkezésének pillanataban
van szabad szerver, akkor az egyik szabad szerver azonnal elkezdi azonnal kiszolgédlni az igényt. A, u, k
milyen értékei esetén lesz stabil a rendszer? Ilyenkor adjuk meg a staciondrius eloszlast is.

Definidljunk egy tisztdn sziiletési folyamatot tgy, hogy az n-edik allapotban a sziiletési rata n2. A folya-
matot az elsé allapotbdl inditjuk. Varhatéan mennyi id§ alatt jut el az n-edik allapotba? Ertelmezziik az
eredményt.



