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Filiggetlen, azonos eloszlasa valészintiségi valtozék Gsszegei

Legyenek X1, Xa, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi (fae)
valésziniiségi valtozék. Az

Sp=X1+-+ X,

Osszeg viselkedésére vagyunk kivancsiak.
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Filiggetlen, azonos eloszlasa valészintiségi valtozék Gsszegei

Legyenek X1, Xa, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi (fae)
valésziniiségi valtozék. Az

Sp=X1+-+ X,

Osszeg viselkedésére vagyunk kivancsiak.

Példak:
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Filiggetlen, azonos eloszlasa valészintiségi valtozék Gsszegei

Legyenek X1, Xa, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi (fae)
valésziniiségi valtozék. Az

Sp=X1+-+ X,

Osszeg viselkedésére vagyunk kivancsiak.
Példak:
o A fejek szama 1000 érmedobasbél (minden X; 0 vagy 1).
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Filiggetlen, azonos eloszlasa valészintiségi valtozék Gsszegei

Legyenek X1, Xa, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi (fae)
valésziniiségi valtozék. Az

Sp=X1+-+ X,
Osszeg viselkedésére vagyunk kivancsiak.
Példak:
o A fejek szama 1000 érmedobasbél (minden X; 0 vagy 1).

@ 1000 kockadobas Gsszege (minden X; 1,2,...,6 valamelyike
egyforma 1/6 valészintiséggel).
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Filiggetlen, azonos eloszlasa valészintiségi valtozék Gsszegei

Legyenek X1, Xa, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi (fae)
valésziniiségi valtozék. Az

Sp=X1+-+ X,

Osszeg viselkedésére vagyunk kivancsiak.
Példak:
o A fejek szama 1000 érmedobasbél (minden X; 0 vagy 1).

@ 1000 kockadobas Gsszege (minden X; 1,2,...,6 valamelyike
egyforma 1/6 valészintiséggel).

@ A napi Osszes haztartasi szemét mennyisége egy varosban.
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Filiggetlen, azonos eloszlasa valészintiségi valtozék Gsszegei

Legyenek X1, Xa, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi (fae)
valésziniiségi valtozék. Az

Sp=X1+-+ X,

Osszeg viselkedésére vagyunk kivancsiak.
Példak:
o A fejek szama 1000 érmedobasbél (minden X; 0 vagy 1).

@ 1000 kockadobas Gsszege (minden X; 1,2,...,6 valamelyike
egyforma 1/6 valészintiséggel).

@ A napi Osszes haztartasi szemét mennyisége egy varosban.

@ Kozds csatornat hasznalé felhasznaldk egyiittes
savszélesség-igénye.
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Filiggetlen, azonos eloszlasa valészintiségi valtozék Gsszegei

Legyenek X1, Xa, ..., X, fliggetlen azonos eloszlasi (fae)
valésziniiségi valtozék. Az

Sp=X1+-+ X,

Osszeg viselkedésére vagyunk kivancsiak.
Példak:
o A fejek szama 1000 érmedobasbél (minden X; 0 vagy 1).

@ 1000 kockadobas Gsszege (minden X; 1,2,...,6 valamelyike
egyforma 1/6 valészintiséggel).

@ A napi Osszes haztartasi szemét mennyisége egy varosban.
@ Kozds csatornat hasznalé felhasznaldk egyiittes
savszélesség-igénye.
S, viselkedésének leirasa segit valds problemak elemzésében és
méretezésében.
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Filiggetlen, azonos eloszlasa valészintiségi valtozék Gsszegei

Néhany specidlis esetben S, eloszlasa pontosan megadhaté:
e ha X; ~ BIN(k, p), akkor S, ~ BIN(kn, p);
e ha X; ~ EXP(A), akkor S, ~ Erlang(n, \);
e ha X; ~ N(m,o), akkor S, ~ N(mn,o+/n).

Altalaban azonban S, pontos eloszlasat kiszamitani nagy n esetén
nehéz.
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Filiggetlen, azonos eloszlasa valészintiségi valtozék Gsszegei

Néhany specidlis esetben S, eloszlasa pontosan megadhaté:
e ha X; ~ BIN(k, p), akkor S, ~ BIN(kn, p);
e ha X; ~ EXP(A), akkor S, ~ Erlang(n, \);
e ha X; ~ N(m,o), akkor S, ~ N(mn,o+/n).
Altalaban azonban S, pontos eloszlasat kiszamitani nagy n esetén

nehéz.

Ezért becsléseket és korlatokat szeretnénk adni S, eloszlasara.
(Amik egyébként akar még akkor is hasznosak, ha S, pontos
eloszlasa ismert.)
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Egy szabalyos hatoldalii kockaval dobunk 100-szor és a dobasokat
osszeadjuk. Néhany realizacio:

344,333,330, 335, 369, 375, 335,371, 339, 331
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Egy szabalyos hatoldalii kockaval dobunk 100-szor és a dobasokat
osszeadjuk. Néhany realizacio:

344,333, 330, 335, 369, 375, 335, 371, 339, 331
1000 dobas osszegére néhany realizacid:

3415, 3520, 3494, 3572,3627, 3420, 3584, 3527, 3447, 3561
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Egy szabalyos hatoldalii kockaval dobunk 100-szor és a dobasokat
osszeadjuk. Néhany realizacio:

344,333, 330, 335, 369, 375, 335, 371, 339, 331
1000 dobas osszegére néhany realizacid:
3415, 3520, 3494, 3572,3627, 3420, 3584, 3527, 3447, 3561
10000 dobas Gsszegére néhany realizacié:

34669, 34947, 35138, 34808, 34965, 34973, 35004, 35089, 34718, 34513
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Egy szabalyos hatoldalii kockaval dobunk 100-szor és a dobasokat
osszeadjuk. Néhany realizacio:

344,333, 330, 335, 369, 375, 335, 371, 339, 331
1000 dobas osszegére néhany realizacid:
3415, 3520, 3494, 3572, 3627, 3420, 3584, 3527, 3447, 3561
10000 dobas Gsszegére néhany realizacié:
34669, 34947,35138, 34808, 34965, 34973, 35004, 35089, 34718, 34513
100000 dobas dsszegére néhany realizacié:

349069, 350218, 350320, 350811, 349624,
349708, 348633, 350351, 350343, 349698
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Nagy szamok torvénye

Tétel. (Nagy szamok torvénye (NSzT))

Legyenek X1, Xz, ... fae valésziniiségi valtozék E(X;) = m vérhato
értékkel, és S, = X1 +--- + X,.

o Nagy szamok gyenge torvénye: tetszbleges € > 0-ra

lim ]P’(S"—m‘>€>:0.
n—o00 n

o Nagy szamok erds térvénye:

Mindkét alak azt mondja, hogy ha n nagy, akkor n fae valésziniiségi
valtozé atlaga, 5—”” kozel van m-hez, egy darab valdsziniiségi valtozé
varhaté értékéhez.
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Nagy szamok torvénye

A nagy szamok torvénye szerint sok fliggetlen, azonos eloszlas
valdszinliségi valtozé atlaga kdzel determinisztikus. Ez sok valés
helyzetben nagyon természetes.
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Nagy szamok torvénye

A nagy szamok torvénye szerint sok fliggetlen, azonos eloszlas
valdszinliségi valtozé atlaga kdzel determinisztikus. Ez sok valés
helyzetben nagyon természetes.

Példaul emiatt tudnak kaszindk (vagy fogadasi irodak, biztositék
stb.) tervezni: minden egyes jatékos véletlenszeriien nyer vagy
veszit, de sok jatékos esetén a kaszind nyeresége hosszi tavon
garantalt.
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Nagy szamok torvénye

A nagy szamok torvénye szerint sok fliggetlen, azonos eloszlas
valdszinliségi valtozé atlaga kdzel determinisztikus. Ez sok valés
helyzetben nagyon természetes.

Példaul emiatt tudnak kaszindk (vagy fogadasi irodak, biztositék
stb.) tervezni: minden egyes jatékos véletlenszeriien nyer vagy
veszit, de sok jatékos esetén a kaszind nyeresége hosszi tavon
garantalt.

Rengeteg statisztikai adatnak is emiatt van értelme. Bar egyetlen
ember helyzete véletlenszerii, de ha a helyzetet egy nagy tarsadalmi
csoporton atlagoljuk ki, akkor az eredmény kozel determinisztikus.
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Nagy szamok torvénye

A nagy szamok torvénye szerint sok fliggetlen, azonos eloszlas
valdszinliségi valtozé atlaga kdzel determinisztikus. Ez sok valés
helyzetben nagyon természetes.

Példaul emiatt tudnak kaszindk (vagy fogadasi irodak, biztositék
stb.) tervezni: minden egyes jatékos véletlenszeriien nyer vagy
veszit, de sok jatékos esetén a kaszind nyeresége hosszi tavon
garantalt.

Rengeteg statisztikai adatnak is emiatt van értelme. Bar egyetlen
ember helyzete véletlenszerii, de ha a helyzetet egy nagy tarsadalmi
csoporton atlagoljuk ki, akkor az eredmény kozel determinisztikus.

Emiatt pl. egy jarvany lefolyasa is kdzel determinisztikus (annak
ellenére, hogy az egyes emberek sorsa véletlenszer(i). Hasonléan
igaz ez sok mas nagy léptéki folyamatra is.
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Nagy szamok torvénye

A nagy szamok torvénye szerint 5—,1" — m amint n — oo.
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Nagy szamok torvénye

A nagy szamok torvénye szerint 5—,1" — m amint n — oo.

A hatoldali kockas példanal tehat a dobasok atlaga tart
7/2 = 3.5-hez.
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Nagy szamok torvénye

A nagy szamok torvénye szerint 5—,1" — m amint n — oo.

A hatoldali kockas példanal tehat a dobasok atlaga tart
7/2 = 3.5-hez.

Amit a nagy szamok tdrvénye nem mond, az az, hogy S, — nm
kozel lenne 0-hoz; csak annyit mond, hogy S, — nm kisebb
nagysagrendi, mint n.
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Nagy szamok torvénye

A nagy szamok torvénye szerint 5—,1" — m amint n — oo.

A hatoldali kockas példanal tehat a dobasok atlaga tart
7/2 = 3.5-hez.

Amit a nagy szamok tdrvénye nem mond, az az, hogy S, — nm
kozel lenne 0-hoz; csak annyit mond, hogy S, — nm kisebb
nagysagrendi, mint n.

Példa. A hatoldald kockaknal 100000 dobas atlaga elég kozel van
3.5-hez, de az Gsszegiik tipikusan 100-as, akar 1000-es
nagysagrendben tér el 350000-t6l. Viszont az eltérés nagysagrendje
100000-nél lényegesen kisebb.
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Nagy szamok torvénye

Abrazolva a fenti mintat 100 dobas atlagara:

Sztochasztika Horvath lllés Koncentraciés tételek



Nagy szamok torvénye

Abrazolva a fenti mintat 100 dobas atlagara:
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Nagy szamok torvénye

Abrazolva a fenti mintat 100 dobas atlagara:
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A NSzT nem kvantitativ; nekiink inkabb csak kiindulépont,
ahonnan kvantitativabb eredmények iranyaba megyiink tovabb.
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A NSzT nem kvantitativ; nekiink inkabb csak kiindulépont,
ahonnan kvantitativabb eredmények iranyaba megyiink tovabb.

A NSzT szerint S, — nm tipikusan n-nél kisebb nagysagrendii. De
akkor mekkora nagysagrendii? (Errdl sz6l majd a Centralis
Hatareloszlas Tétel.)
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A NSzT nem kvantitativ; nekiink inkabb csak kiindulépont,
ahonnan kvantitativabb eredmények iranyaba megyiink tovabb.

A NSzT szerint S, — nm tipikusan n-nél kisebb nagysagrendii. De
akkor mekkora nagysagrendii? (Errdl sz6l majd a Centralis
Hatareloszlas Tétel.)

Ugyanakkor a NSzT azt is mondja, hogy P (22 tavol van m-t6l)
kicsi. Mennyire kicsi? (Errél sz6l majd a Cramér-tétel.)
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Rakozelités

S, — nm tipikus nagysagrendjét ugy is lehet interpretalni, hogy
mennyire kell ,rakdzeliteni” nm koriil, hogy valamit lassunk. Nézziik
meg n = 10000 kockadobas Gsszegére!
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Rakozelités

S, — nm tipikus nagysagrendjét ugy is lehet interpretalni, hogy
mennyire kell ,rakdzeliteni” nm koriil, hogy valamit lassunk. Nézziik
meg n = 10000 kockadobas Gsszegére!

[ L
in0an Doo
aoo =il

000 a0 a0 a
24000 24500 35 35 500 36
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34300 34900 35000 35100 35
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Rakozelités

Az els6 rakdzelités nem elég, még talsagosan egy kupacban vannak
a pontok.

Még a masodik rakdzelités sem elég.
A harmadik mar jobb, a pontok mar jobban szét vannak szérédva.

A negyedik viszont mar til sok, a pontok egy része mar kiviil esett
az intervallumon.

A rakozelités megfelel6 mértéke valahol a harmadik és negyedik
abra kozott van.
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Centralis hatareloszlas-tétel

Tétel. (Centralis hatareloszlas-tétel (CHT))

Legyenek X1, Xo, ... fae valGsziniségi valtozok, melyekre
E(X1) = m ésD(X1) = 0, és Sy = Xi + -~ + X,. Ekkor

P(Sr'_\/gm<x>—>¢>(x) ¥x € R

g

amint n — oo, ahol ®(x) az N(0,1) eloszlasfiiggvénye.

A fenti konvergencia eloszlasban valé konvergencia, agy is jeldljik,
hogy
S,—nm 4

oo — N(0,1).
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Centralis hatareloszlas-tétel

A CHT-ben a kulcs az, hogy (S, — nm) /n-nel van leosztva (o
konstans). Emiatt a CHT lényegében azt mondja, hogy a megfelel§
rakozelités mértéke /n.
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Centralis hatareloszlas-tétel

A CHT-ben a kulcs az, hogy (S, — nm) /n-nel van leosztva (o
konstans). Emiatt a CHT lényegében azt mondja, hogy a megfelel§
rakozelités mértéke /n.

Ha \/n-nél kevésbé kozelitiink ra az 4brara, a pontok tulsdgosan
egy kupacban lesznek a varhato érték koriil.
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Centralis hatareloszlas-tétel

A CHT-ben a kulcs az, hogy (S, — nm) /n-nel van leosztva (o
konstans). Emiatt a CHT lényegében azt mondja, hogy a megfelel§
rakozelités mértéke /n.

Ha \/n-nél kevésbé kozelitiink ra az 4brara, a pontok tulsdgosan
egy kupacban lesznek a varhato érték koriil.

Ha /n-nél jobban rakézelitiink, akkor a pontok teljesen
szétszérédnak.
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Centralis hatareloszlas-tétel

A CHT-ben a kulcs az, hogy (S, — nm) /n-nel van leosztva (o
konstans). Emiatt a CHT lényegében azt mondja, hogy a megfelel§
rakozelités mértéke /n.

Ha \/n-nél kevésbé kozelitiink ra az 4brara, a pontok tulsdgosan
egy kupacban lesznek a varhato érték koriil.

Ha /n-nél jobban rakézelitiink, akkor a pontok teljesen
szétszérédnak.

Ha o+/n-nel kozelitiink ra, akkor a pontok valami értelmeset
rajzolnak ki, konkrétan egy normalis eloszlast a varhaté érték koriil.

Sztochasztika Horvath lllés Koncentraciés tételek



Centralis hatareloszlas-tétel

A CHT-ben a kulcs az, hogy (S, — nm) /n-nel van leosztva (o
konstans). Emiatt a CHT lényegében azt mondja, hogy a megfelel§
rakozelités mértéke /n.

Ha \/n-nél kevésbé kozelitiink ra az 4brara, a pontok tulsdgosan
egy kupacban lesznek a varhato érték koriil.

Ha /n-nél jobban rakézelitiink, akkor a pontok teljesen
szétszérédnak.

Ha o+/n-nel kozelitiink ra, akkor a pontok valami értelmeset
rajzolnak ki, konkrétan egy normalis eloszlast a varhaté érték koriil.

Ugyanaz még egy picit masképp megfogalmazva: S, fluktuaciéja a
varhat6 értéke koriil ov/n nagysagrendii (és ezen beliil egy normalis
eloszlast kovet).
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Centralis hatareloszlas-tétel

A CHT agy is értelmezhet6, hogy S, eloszlasa kézel N(mn, o+/n).

Konkrétan 10000 kockadobas dsszegére n = 10000,
0=+/35/12~1.708 és m=7/2 = 3.5, igy S, eloszlasa kdzel
N(35000, 170.8).
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Centralis hatareloszlas-tétel

A CHT agy is értelmezhet6, hogy S, eloszlasa kézel N(mn, o+/n).

Konkrétan 10000 kockadobas dsszegére n = 10000,
0=+/35/12~1.708 és m=7/2 = 3.5, igy S, eloszlasa kdzel
N(35000, 170.8).

Sp-re sok (200000) realizaci6 alapjan abrazolt hisztogram és
N(35000, 170.8) siirtiségfiiggvénye egy abran:

20000}

15000}

34500 35000 35500
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Centralis hatareloszlas-tétel

CHT biz. (vazlat) Egy X valésziniiségi valtozé
Fourier-transzformaltja (vagy mas néven karakterisztikus fiiggvénye)

ox(t) = E(e™).
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Centralis hatareloszlas-tétel

CHT biz. (vazlat) Egy X valésziniiségi valtozé
Fourier-transzformaltja (vagy mas néven karakterisztikus fiiggvénye)

ox(t) = E(e™).

Lévy-tétel:

. . d
ox, — ¢x pontonként a komplex szamsikon <= X, = X.
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Centralis hatareloszlas-tétel

CHT biz. (vazlat) Egy X valésziniiségi valtozé
Fourier-transzformaltja (vagy mas néven karakterisztikus fiiggvénye)

¢x(t) = E(e"™).
Lévy-tétel:
ox, — ¢x pontonként a komplex szamsikon <= X, <4 X,

% transzformaltjat masodrendig kell sorbafejteni, és ellendrizni,

hogy az N(0,1) transzformaltjdhoz konvergal, amint n — occ.
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Es ha nincs fiiggetlenség vagy azonos eloszlas?

A CHT szerint ha az X,-ek fiiggetlenek és azonos eloszlasuak,
akkor S, fluktuacidja a varhaté értéke koriil o+/n nagysagrendd.
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Es ha nincs fiiggetlenség vagy azonos eloszlas?

A CHT szerint ha az X,-ek fiiggetlenek és azonos eloszlasuak,
akkor S, fluktuacidja a varhaté értéke koriil o+/n nagysagrendd.

De mi a helyzet, ha nem teljesiil pl. a fiiggetlenség?
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Es ha nincs fiiggetlenség vagy azonos eloszlas?

A CHT szerint ha az X,-ek fiiggetlenek és azonos eloszlasuak,
akkor S, fluktuacidja a varhaté értéke koriil o+/n nagysagrendd.

De mi a helyzet, ha nem teljesiil pl. a fiiggetlenség?

Attdl fiiggben, hogy az X,-ek hogyan fiiggnek dssze, a fluktuacié
lehet kisebb vagy nagyobb nagysagrendii is \/n-nél.

Szélséséges esetben a fluktuacidk n nagysagrendiiek is lehetnek,
olyankor S,-re egyaltalan nincs koncentracio!
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Es ha nincs fiiggetlenség vagy azonos eloszlas?

A CHT szerint ha az X,-ek fiiggetlenek és azonos eloszlasuak,
akkor S, fluktuacidja a varhaté értéke koriil o+/n nagysagrendd.

De mi a helyzet, ha nem teljesiil pl. a fiiggetlenség?

Attdl fiiggben, hogy az X,-ek hogyan fiiggnek dssze, a fluktuacié
lehet kisebb vagy nagyobb nagysagrendii is \/n-nél.

Szélséséges esetben a fluktuacidk n nagysagrendiiek is lehetnek,
olyankor S,-re egyaltalan nincs koncentracio!

Ha az azonos eloszlas sériil, az kisebb gond — mindjart visszatériink
ra.
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Es ha nincs fiiggetlenség vagy azonos eloszlas?

SzélsGséges példak kovetkeznek.

1. példa. Dobjunk fel egy szabalyos érmét; ha fej,
X1:X2:~-: ,720, ha irés, X1 :X2:"':Xn:1.

Kiilon-kiilon az Xj-k azonos eloszlastak. Viszont S, értéke 1/2
valészintiséggel 0, 1/2 valdsziniiséggel n, azaz a fluktuacidja a
varhat6 érték koriil n nagysagrendd, S, nem koncentralédik.
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Es ha nincs fiiggetlenség vagy azonos eloszlas?

SzélsGséges példak kovetkeznek.

1. példa. Dobjunk fel egy szabalyos érmét; ha fej,
X1:X2:~-: ,720, ha irés, X1 :X2:"':Xn:1.

Kiilon-kiilon az Xj-k azonos eloszlastak. Viszont S, értéke 1/2
valészintiséggel 0, 1/2 valdsziniiséggel n, azaz a fluktuacidja a
varhat6 érték koriil n nagysagrendd, S, nem koncentralédik.

2. példa. Ismét dobjunk fel egy szabalyos érmét; ha fej, akkor a
paros indexid Xj-k értéke 1, a paratlanoké 0, mig ha iras, akkor
forditva. (Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy n paros.)
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Es ha nincs fiiggetlenség vagy azonos eloszlas?

SzélsGséges példak kovetkeznek.

1. példa. Dobjunk fel egy szabalyos érmét; ha fej,
X1:X2:~-: ,720, ha irés, X1 :X2:"':Xn:1.

Kiilon-kiilon az Xj-k azonos eloszlastak. Viszont S, értéke 1/2
valészintiséggel 0, 1/2 valdsziniiséggel n, azaz a fluktuacidja a
varhat6 érték koriil n nagysagrendd, S, nem koncentralédik.

2. példa. Ismét dobjunk fel egy szabalyos érmét; ha fej, akkor a
paros indexid Xj-k értéke 1, a paratlanoké 0, mig ha iras, akkor
forditva. (Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy n paros.)

Ekkor kiilon-kiilon az X;-k ismét csak azonos eloszlastiak. Viszont
Sy, értéke 1 valdszintiséggel n/2, azaz S, tokéletesen
rakoncentralodik a varhaté értékére.
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Berry—Esseen-tétel

A kovetkezs tétel a CHT-beli becslés hibajara egy felsé korlat.

Tétel. (Berry—Esseen)

Legyenek X1, Xo, ... fae valdsziniségi valtozok, melyekre
E(X1) = m ésD(X1) = 0, és S, = Xy + -+ + X,,. Ekkor

Sn— nm 0.48p
— <
‘P< ay/n = X) 0| < a3y/n’

ahol p = E(|1X1 — m}3).
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Berry—Esseen-tétel

A kovetkezs tétel a CHT-beli becslés hibajara egy felsé korlat.

Tétel. (Berry—Esseen)

Legyenek X1, Xo, ... fae valdsziniségi valtozok, melyekre
E(X1) = m ésD(X1) = 0, és S, = Xy + -+ + X,,. Ekkor

Sn— nm 0.48p
— <
‘P< ay/n = X) 0| < a3y/n’

ahol p = E(|1X1 — m}3).

Nem biz.
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Berry—Esseen-tétel

A Berry—Esseen-tétel lényegében a CHT kiegészitése, aminek
segitségével kozelités helyett garantalt alsé és fels6 korlatokat
kaphatunk.
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Berry—Esseen-tétel

A Berry—Esseen-tétel lényegében a CHT kiegészitése, aminek
segitségével kozelités helyett garantalt alsé és fels6 korlatokat
kaphatunk.

A CHT-hez képest sziikséges plusz informacié p = E(|X; — m|®)
értéke. Enélkiil a Berry—Esseen-tétel nem hasznalhaté.
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Berry—Esseen-tétel

A Berry—Esseen-tétel lényegében a CHT kiegészitése, aminek
segitségével kozelités helyett garantalt alsé és fels6 korlatokat
kaphatunk.

A CHT-hez képest sziikséges plusz informacié p = E(|X; — m|®)
értéke. Enélkiil a Berry—Esseen-tétel nem hasznalhaté.

A hibakorlat % tipus(, ami lassan csokken n-ben.

Okélszabélyként, ha p nem all rendelkezésre, a CHT-t ne hasznaljuk
1073-nal kisebb valésziniiségek becslésére. (Egyébként elfordulhat,
hogy a hiba j6val kisebb, de erre nincs altalanos garancia.)
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Cramér nagyeltérés-tétel

A NSzT szerint P (% tavol van m—tél) kicsi. Mennyire kicsi?
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Cramér nagyeltérés-tétel

A NSzT szerint P (% tavol van m—tél) kicsi. Mennyire kicsi?

Tétel. (Cramér nagyeltérés-tétel)

Legyenek X1, Xo, ... fae valdsziniiségi valtozdk, és
Sp=Xi+ -+ X, Ekkor

—n min [(x)
P (i" € [a, b]) <e xcbA

ahol I(x) = m):\ax()\x — log E(eM1)). Sét,

lim = log P (Sn e [a, b]) — i

n—oo0 N x€|a,b]

Sztochasztika Horvath lllés Koncentraciés tételek



Cramér nagyeltérés-tétel

A NSzT szerint P (% tavol van m—t61) kicsi. Mennyire kicsi?

Tétel. (Cramér nagyeltérés-tétel)

Legyenek X1, Xo, ... fae valdsziniiségi valtozdk, és
Sp=Xi+ -+ X, Ekkor

min /(x)

P (i" € [a, b]) < e_nxe[a*”]

ahol I(x) = m):\ax()\x — log E(eM1)). Sét,

lim = log P <5n e [a, b]) — i

n—oo0 N x€|a,b]

Biz. mindjart, de elébb megjegyzések.
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Cramér nagyeltérés-tétel

A Cramér-tétel szerint annak a valésziniisége, hogy S, — nm n-nel
. arhetd 5 i - S _
osszemérhet8 nagysagrendi (vagy ezzel e.kv.|valensen > —m
konstans nagyséagrend(i), n-ben exponencialisan csokken.
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Cramér nagyeltérés-tétel

A Cramér-tétel szerint annak a valésziniisége, hogy S, — nm n-nel
. arhetd 5 i - S _
osszemérhet8 nagysagrendi (vagy ezzel e.kv.|valensen > —m
konstans nagyséagrend(i), n-ben exponencialisan csokken.

I(x) = m/{ax()\x — log E(e*1)) az tn. Cramér-féle ratafiiggvény.
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Cramér nagyeltérés-tétel

A Cramér-tétel szerint annak a valésziniisége, hogy S, — nm n-nel
. arhetd 5 i - S _
osszemérhet8 nagysagrendi (vagy ezzel e.kv.|valensen > —m
konstans nagyséagrend(i), n-ben exponencialisan csokken.

I(x) = m/{ax()\x — log E(e*1)) az tn. Cramér-féle ratafiiggvény.

Nevezetes eloszlasokra az /(x) fliggvény ismert. Ebben a kurzusban
nem elvaras /(x) kiszamitasa; azon problémakhoz, ahol relevans,
meg lesz adva.
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Cramér nagyeltérés-tétel

A Cramér-tétel szerint annak a valésziniisége, hogy S, — nm n-nel
osszemérhet8 nagysagrendi (vagy ezzel e.kv.|valensen =
konstans nagyséagrend(i), n-ben exponencialisan csokken.

—m

I(x) = m/{ax()\x — log E(e*1)) az tn. Cramér-féle ratafiiggvény.

Nevezetes eloszlasokra az /(x) fliggvény ismert. Ebben a kurzusban
nem elvaras /(x) kiszamitasa; azon problémakhoz, ahol relevans,
meg lesz adva.

Az I(x) Xi teljes eloszlasatdl fligg. Ha nem ismert Xj teljes
eloszlasa, akkor Cramér nem alkalmazhaté. (Szemben pl. a
CHT-vel, ahol elég E(X1) = m és D(X;1) = o ismerete, nem kell a
teljes eloszlas.)
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Cramér-féle ratafiiggvény tulajdonsagai

A Cramér-féle ratafiiggvény tulajdonsagai:
@ értelmezési tartomanya a legkisebb intervallum, ami Xj
lehetséges értékeit tartalmazza;
e I(x)>0;
@ /(m) = 0; csokkend x < m-re és ndv8 x > m-re;
e /(x) konvex.

25 1)

1 2 3 4 5 6

Példa: a POI(2) eloszlashoz tartozé /(x) = xlog(x/2) — x + 2.
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Tovabbi megjegyzések Cramérhoz

A Cramér-tétel szerint

—n min I(x
P <$7 c [a’ b]) S e x€la,b] ( )
n

e Ha a < b < m, azaz a teljes [a, b] intervallum m-tél balra van,
min /(x) = I(b).

x€|a,b]

e Ha a < m < b, azaz m € [a, b], akkor min /(x) =1(m) =0,

x€[a,b]
és a tétel allitdsa semmitmondé.
e Ha m < a < b, azaz a teljes [a, b] intervallum m-tél jobbra

, min_I(x) = I(a).
van x?[!??b] (x) = 1(a)

Tehat igazabdl minden esetben elég /(x) értékét egyetlen pontban
kiszamitani (a-ban vagy b-ben, amelyik kdzelebb van m-hez).
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Tovabbi megjegyzések Cramérhoz

A Cramér-tétel képlete numerikusan nagyon instabil: /(x)
kiszamitasanal egy kicsi numerikus hibat el6szor az n-nel valé
szorzas, majd az e-adra emelés is sokszorosara nagyit.
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Tovabbi megjegyzések Cramérhoz

A Cramér-tétel képlete numerikusan nagyon instabil: /(x)
kiszamitasanal egy kicsi numerikus hibat el6szor az n-nel valé
szorzas, majd az e-adra emelés is sokszorosara nagyit.

Emiatt /(x)-et mindig legalabb 6-7 értékes jeggyel kell kiszamitani.
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Tovabbi megjegyzések Cramérhoz

A Cramér-tétel képlete numerikusan nagyon instabil: /(x)
kiszamitasanal egy kicsi numerikus hibat el6szor az n-nel valé
szorzas, majd az e-adra emelés is sokszorosara nagyit.

Emiatt /(x)-et mindig legalabb 6-7 értékes jeggyel kell kiszamitani.

A Cramér masodik allitasa csak annyit mond, hogy az els§ részben
a kitev8 pontos, vagyis az egyenl6tlenségben a korlat egy
szubexponencialis faktortél eltekintve éles. Kdzvetleniil ezt nem
fogjuk hasznalni, annyiban érdekes, hogy az egyenl6tlenség
viszonylag pontos.
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Tovabbi megjegyzések Cramérhoz

A Cramér-tétel képlete numerikusan nagyon instabil: /(x)
kiszamitasanal egy kicsi numerikus hibat el6szor az n-nel valé
szorzas, majd az e-adra emelés is sokszorosara nagyit.

Emiatt /(x)-et mindig legalabb 6-7 értékes jeggyel kell kiszamitani.

A Cramér masodik allitasa csak annyit mond, hogy az els§ részben
a kitev8 pontos, vagyis az egyenl6tlenségben a korlat egy
szubexponencialis faktortél eltekintve éles. Kdzvetleniil ezt nem
fogjuk hasznalni, annyiban érdekes, hogy az egyenl6tlenség
viszonylag pontos.

A Cramér-tétel nagyeltérés-tétel, azaz hasznalhaté extrém kicsi
valésziniiségek becslésére. (A CHT nem!)
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Cramér bizonyitas

Biz. (vazlat). Hasznalni fogjuk a Markov-egyenlStlenséget: ha
Y > 0, akkor

P(Y > cE(Y)) <

ol
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Cramér bizonyitas

Biz. (vazlat). Hasznalni fogjuk a Markov-egyenlStlenséget: ha
Y > 0, akkor

P(Y > cE(Y)) <

ol

Cramér: feltessziik, hogy m < a < b.
Sn
P <n € [a, b]> <P(S,>na)=P (e’\s" > e)‘"a)

tetszéleges A > 0-ra.
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Cramér bizonyitas

Biz. (vazlat). Hasznalni fogjuk a Markov-egyenlStlenséget: ha
Y > 0, akkor

P(Y > cE(Y)) <

ol

Cramér: feltessziik, hogy m < a < b.

P <5n € [a, b]> <P(S,>na)=P (e’\s" > e)‘"a)
n
tetszéleges A > 0-ra.

Markov-egyenl6tlenséget alkalmazunk Y = e*5 valasztassal.

E(eMn
P (e)\S,, > e)\na) < ( )
— — e)\na
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Cramér bizonyitas

Sn= X1+ -+ Xy, ahol az X;-k fiiggetlenek, igy

E(eS7) = B(eN0TH0) — B(eM%). . B(eM) = (B(e))

ahonnan

AX1)\7
P <5n € [a7 b]) < M — e*n(/\aflogIE(e)‘Xl))‘
n =

eAna
)\ értékét valaszthatjuk agy, hogy Aa — log E(e**1) maximalis

legyen, ez pedig pont az /(x) fiiggvény definicidja az x = a
pontban.
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Cramér bizonyitas

Sn= X1+ -+ Xy, ahol az X;-k fiiggetlenek, igy

E(eS7) = B(eN0TH0) — B(eM%). . B(eM) = (B(e))

n
)
ahonnan

AX1)\7
P <5n € [a7 b]) < M — e*n(/\aflogIE(e)‘Xl))‘
n =

eAna

)\ értékét valaszthatjuk agy, hogy Aa — log E(e**1) maximalis
legyen, ez pedig pont az /(x) fiiggvény definicidja az x = a
pontban.

A (b) részt nem biz.

Sztochasztika Horvath lllés Koncentraciés tételek



Hoeffding-korlat

Tétel. (Hoeffding)

Legyenek X1, ..., X, fliggetlen valdsziniiségi valtozék, melyekre

aiSXiSbia

és S =Xy + -+ X,. Ekkor tetsz6leges t > 0-ra

212

P(S > E(S) +t) <e “rabi—a?

Nem biz.
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Hoeffding-korlat

Megjegyzések.
o Csak fliggetlenséget tettiink fel, az Xj-k lehetnek kiilonb6z6
eloszlasaak.
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Hoeffding-korlat

Megjegyzések.
o Csak fliggetlenséget tettiink fel, az Xj-k lehetnek kiilonb6z6
eloszlasaak.

o A Hoeffding-korlat csak felss becslés P(S > E(S) + t)-re;
lehet, hogy nem éles.
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Hoeffding-korlat

Megjegyzések.
o Csak fliggetlenséget tettiink fel, az Xj-k lehetnek kiilonb6z6
eloszlasaak.

o A Hoeffding-korlat csak felss becslés P(S > E(S) + t)-re;
lehet, hogy nem éles.

@ A Hoeffding-korlat is nagyeltérés-tétel, tehat hasznalhaté
extrém kis val6sziniiségek becslésére.
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Hoeffding-korlat

Megjegyzések.
o Csak fliggetlenséget tettiink fel, az Xj-k lehetnek kiilonb6z6
eloszlasaak.

o A Hoeffding-korlat csak felss becslés P(S > E(S) + t)-re;
lehet, hogy nem éles.

@ A Hoeffding-korlat is nagyeltérés-tétel, tehat hasznalhaté
extrém kis val6sziniiségek becslésére.

@ A Hoeffding-korlat szimmetrikus; a tétel feltételei mellett a
kovetkezs is teljesiil:

22

P(S <E(S)—t) <e Ziati—)
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Hoeffding-korlat

A Hoeffding-korlat elvileg hasznalhaté abban a tartomanyban, mint
a CHT, ha t = Cy/n-et vélasztunk. Viszont a CHT Aaltal adott
becslés pontosabb.
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Hoeffding-korlat

A Hoeffding-korlat elvileg hasznalhaté abban a tartomanyban, mint
a CHT, ha t = Cy/n-et vélasztunk. Viszont a CHT Aaltal adott
becslés pontosabb.

A Hoeffding-korlat hasznalhat6 abban a tartomanyban is, mint a
Cramér-tétel, ha t = Cn-et valasztunk. Cramér altalaban jobb
becslést ad, de sok esetben a Hoeffding-korlat is aranylag jo.
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Hoeffding-korlat

A Hoeffding-korlat elvileg hasznalhaté abban a tartomanyban, mint
a CHT, ha t = Cy/n-et vélasztunk. Viszont a CHT Aaltal adott
becslés pontosabb.

A Hoeffding-korlat hasznalhat6 abban a tartomanyban is, mint a
Cramér-tétel, ha t = Cn-et valasztunk. Cramér altalaban jobb
becslést ad, de sok esetben a Hoeffding-korlat is aranylag jo.

A Hoeffding-korlatnal az azonos eloszlas nem feltétel, tehat olyan
esetekben is alkalmazhaté lehet, ahol a CHT és a Cramér nem.
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Hoeffding-korlat

A Hoeffding-korlat elvileg hasznalhaté abban a tartomanyban, mint
a CHT, ha t = Cy/n-et vélasztunk. Viszont a CHT Aaltal adott
becslés pontosabb.

A Hoeffding-korlat hasznalhat6 abban a tartomanyban is, mint a
Cramér-tétel, ha t = Cn-et valasztunk. Cramér altalaban jobb
becslést ad, de sok esetben a Hoeffding-korlat is aranylag jo.

A Hoeffding-korlatnal az azonos eloszlas nem feltétel, tehat olyan
esetekben is alkalmazhaté lehet, ahol a CHT és a Cramér nem.

A Hoeffding-korlat alkalmazasdhoz mas input paraméterek kellenek:

@ also és fels6 korlat az egyes Xi-kre: a; < X; < b;, és
e E(S)
az E(X1) = m,D(Xy) = o (CHT) vagy /(x) (Cramér) helyett.
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Osszefoglalas

: : nagy
nput Me)- eltérés?
m=E(X;) csak ha
CHT o= D(X) P()>10-% | "M
CHT + m =E(X1) garalnt,alt
Berrv—Esseen o =D(X1) als6 és nem
y p=E(X1 — m?) felsé korlat
. numerikusan }
Cramér 1(x) instabil igen
. nem ae :
< <
Hoeffding ab:a< Xy <b tagokra is igen
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1. feladat

Egy szabalyos hatoldalt dobdkockat feldobunk 100-szor. Jeldlje S a
dobasok Gsszegét. Becsiiljiik meg CHT alapjan annak a
valésziniiségét, hogy S legalabb 370.
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1. feladat

Egy szabalyos hatoldalt dobdkockat feldobunk 100-szor. Jeldlje S a
dobasok Gsszegét. Becsiiljiik meg CHT alapjan annak a
valésziniiségét, hogy S legalabb 370.

Megoldas. n =100, E(X;) = m= 3.5, D(X;) =0 =1.708, és
Sn=Xi 4+ -+ X, ahol Xi,..., X, az egyes dobasok értéke.
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1. feladat

Egy szabalyos hatoldalt dobdkockat feldobunk 100-szor. Jeldlje S a
dobasok Gsszegét. Becsiiljiik meg CHT alapjan annak a
valésziniiségét, hogy S legalabb 370.

Megoldas. n =100, E(X;) = m= 3.5, D(X;) =0 =1.708, és
Sn=Xi 4+ -+ X, ahol Xi,..., X, az egyes dobasok értéke.

S, —mn 370 — mn
P >370)=1-DP 70)=1-P
(S, > 370) (5, < 370) ( oo < o )
%1_¢<370—mn>:1_¢<370—100><3.5)
ov/n 1.708 x /100

=1—®(1.17) ~ 1 — 0.8790 = 0.121.

(P értékét tablazatbdl néztiik ki.)
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1. feladat

Egy szabalyos hatoldalt dobdkockat feldobunk 100-szor. Jeldlje S a
dobasok Gsszegét. Becsiiljiik meg CHT alapjan annak a
valésziniiségét, hogy S legalabb 370.

Megoldas. n =100, E(X;) = m= 3.5, D(X;) =0 =1.708, és
Sn=Xi 4+ -+ X, ahol Xi,..., X, az egyes dobasok értéke.

S, —mn 370 — mn
P >370)=1-DP 70)=1-P
(S, > 370) (5, < 370) ( oo < o )
%1_¢<370—mn>:1_¢<370—100><3.5)
ov/n 1.708 x /100

=1-®(1.17) ~ 1 —0.8790 = 0.121.
(P értékét tablazatbdl néztiik ki.) Tehat

P(S, > 370) ~ 0.121 = 12.1%.
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2. feladat

Egy szabalyos érmét feldobunk 10000-szer. Jeldlje S a fejek
szamat. Olyan y értékre szeretnénk becslést adni, amelyet S 95%
eséllyel nem Iép at.

(a) CHT alapjan adjunk becslést y-ra.
(b) Berry—Esseen-tétel alapjan korlatozzuk a CHT hibajat, majd ez

alapjan adjunk y-ra alsé és fels becslést.

(c) Hoeffding-korlat alapjan adjunk felsé becslést y-ra.
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2. feladat

Megoldas.

(a) Legyen
S=Xi+ -t Xu,

ahol n = 10000, és X; értéke 0 vagy 1 attdl fiiggben, hogy az
i-edik dobas iras vagy fej. Ekkor CHT alapjan

P (SU_\/’%'" < x> ~ ®(x).
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2. feladat

Megoldas.

(a) Legyen
S=Xi+ -t Xu,

ahol n = 10000, és X; értéke 0 vagy 1 attdl fiiggben, hogy az
i-edik dobas iras vagy fej. Ekkor CHT alapjan

P (50_\/’%'" < x> ~ ®(x).

1 1 1
—E(X))=--0+--1="=
1 1 1
— JE(X2) — (B(X)))2 = /= — = = =.
o \/(1) (E(X1)) 5 173
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2. feladat

(a) Azt szeretnénk, hogy P(S < y) = 0.95 teljesiiljon, de ezt az
egyenletet nehéz y-ra megoldani. Ehelyett a CHT alapjan
kozelitiink:

s <) = (2 <Y = e (V)

és azt az egyenletet oldjuk meg, hogy

y—nm
) = 0.95.
=
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2. feladat

(a) Azt szeretnénk, hogy P(S < y) = 0.95 teljesiiljon, de ezt az
egyenletet nehéz y-ra megoldani. Ehelyett a CHT alapjan
kozelitiink:

s <) = (2 <Y = e (V)

és azt az egyenletet oldjuk meg, hogy

y—nm
) = 0.95.
=

A standard normalis eloszlas tablazatabdl

y —nm

ov/n

= 1.65,

és igy
y =~ nm+1.650+/n = 10000 - 0.5 + 0.5 - /10000 - 1.65 = 5083.
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2. feladat

(b) Berry—Esseen alapjan

S, —nm 0.48p
p(22——" —d(x)| <
’ < o/n <X> )| = 55
ahol
1 1 1 1 1
—E(|Xi—m)==-10—-2| +=-]1-2| ==
P (|1m|)2‘02+2’ 2| T
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2. feladat

(b) Berry—Esseen alapjan

S, —nm 0.48p
Pl —— - o <
’ < ov/n <X> W= 53 m
ahol
1 13 1 13 1
g — 3 _ — . — = — - — — —
p=E(Xa=ml") =3 ‘0 2| 2 ’1 2| ~®
tehat a CHT hibajara a fels6 becslés:
. 048 -1
048 _ 8 — 0.0048.

o*v/n  (1)* /10000
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2. feladat

(b) Berry—Esseen alapjan

nm

‘IP)(S <y) -0 (y — >‘ < 0.0048,
a4/ N

tehat ha y;-et Ggy valasztjuk meg, hogy

yi—nm
o Z=——— ) =0.95 — 0.0048 = 0.9452
( oy/n > ’

akkor
P(S < y1) <0.95

és y; egy garantalt alsé becslés a valédi y-ra.
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2. feladat

[oRVAL

® (yl - ”m> — 0.9452,

yi—nm
—— =1.60
oy/n

tablazat alapjan,
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2. feladat

(b)
® (yl - ”m> — 0.9452,
g\/ n
yi—nm
—1.60
oy/n

tablazat alapjan, és

y1 = nm+1.600+/n = 10000- 0.5+ 0.5 - /10000 - 1.60 = 5080.
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2. feladat

(b) Hasonléan y; legyen olyan, hogy

yr—nm
o ( Z=——— | =0.95 + 0.0048 = 0.9548
( a/n > N ’

és akkor

yo» = nm+1.690+/n = 10000- 0.5+ 0.5 - v/10000 - 1.69 = 5085.
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2. feladat

(b) Hasonléan y; legyen olyan, hogy

yr—nm
o ( Z=——— | =0.95 + 0.0048 = 0.9548
( a/n > N ’

és akkor

yo» = nm+1.690+/n = 10000- 0.5+ 0.5 - v/10000 - 1.69 = 5085.

Tehat az (a) rész becslése alapjan
y ~ 5083,
mig (b) garantalja, hogy

5080 < y < 5085.
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2. feladat

(c) Mindegyik X; 0 vagy 1 lehet, igy
a;=0<X;<1=b,

és Hoeffding szerint

2¢2

P(S>E(S)+t)<e Ziati—)

aj =1 és bj = 0 minden i-re, igy ez egyszeriisithetd:

22

P(S > E(S)+t) <e nb=a7,
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2. feladat

(c) Ha y olyan, hogy
P(S < y) = 0.95,

akkor
P(S > y) = 0.05.
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2. feladat

(c) Ha y olyan, hogy
P(S < y) = 0.95,
akkor
P(S > y) = 0.05.

Hoeffding-et tgy hasznalunk, hogy y3 = E(S) + t-t valasztunk,
és akkor

212

P(S>y3) =P(S>E(S)+1t) < e nb-a?,
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2. feladat

(c) Ha y olyan, hogy
P(S < y) = 0.95,

akkor
P(S > y) = 0.05.

Hoeffding-et tgy hasznalunk, hogy y3 = E(S) + t-t valasztunk,
és akkor

212

P(S>y3) =P(S>E(S)+1t) < e nb-a?,

Ahelyett, hogy a baloldalt tennénk egyenlévé 0.05-dal, a
jobboldalt allitjuk be 0.05-ra. Ekkor ys3 fels6 becslés lesz a
valédi y-ra.
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2. feladat

2:22 _ 212 ,
e n(b-2> = g 10000 1-02 — (.05,

ahonnan
t ~ 123,
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2. feladat

B 2:22 _ 212 ,
e n(b-2> = g 10000 1-02 — (.05,

ahonnan
t =~ 123,

és
y3 = E(S) 4+ t = 5000 + 123 = 5123.
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2. feladat

B 2:22 _ 212 ,
e n(b-2> = g 10000 1-02 — (.05,

ahonnan
t =~ 123,

és
y3 = E(S) 4+ t = 5000 + 123 = 5123.

Hasonlitsuk dssze a Berry—Esseen alapjan kapott
5078 < y < 5087 korlatokkal.
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3. feladat

Egy szabalyos érmét feldobunk 40000-szer. Annak a valdsziniiségét
szeretnénk megbecsiilni, hogy legalabb 22000 fejet kapunk.

(a) Proébaljuk meg alkalmazni a CHT-t. Mit tapasztalunk?

(b) Adjunk fels8 becslést a valésziniiségre a Hoeffding-korlat
alapjan.

(c) Adjunk felsg becslést a valészintiségre a Cramér-tétel alapjan.
(A p paraméterii Bernoulli eloszlas Cramér-féle ratafiiggvénye

I(x)—x|n<(x(1 f))—i-l < p))
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3. feladat

Megoldas.

(a) Legyen
S=Xi+-+ Xn,

ahol n = 40000 és X; értéke 1, ha az i-edik dobas fej, 0, ha
irds. Ekkor

1 1
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3. feladat

Megoldas.

(a) Legyen
S=Xi+-+ Xn,

ahol n = 40000 és X; értéke 1, ha az i-edik dobas fej, 0, ha

irds. Ekkor
m=E(X) = _p(x) = L
- 1 _2’ 0 = 1 —2.
CHT szerint
B(S < 22000) = B (S0 22000 = nm) (22000 —nm)).
oy/n oy/n oy/n
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3. feladat

(a) n,m, o értékeit beirva

22000 — 22000 — 4 0.
¢< 000 nm> :¢< 000 — 40000 05> _ o(20).
oy/n 0.51/40000

Sztochasztika Horvath lllés Koncentraciés tételek



3. feladat

(a) n,m, o értékeit beirva

22000 — 22000 — 4 0.
¢< 000 nm> :¢< 000 — 40000 05> _ o(20).
oy/n 0.51/40000

Ezzel a gond egyrészt az, hogy ®(20) nincs a tablazatban (bar
ez bizonyos szempontbél csak technikai gond), masrészt mar
®(3.09) = 0.999, tehat ®(20) j6éval kdzelebb van 1-hez, mint
1073, és a CHT-t egyébként sem j6 Stlet hasznalni ilyen
esetben.
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3. feladat

(b) Hoeffding alkalmazasahoz el6szor is
a=0<X;<1=b,

és tovabbra is E(S) = 20000.
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3. feladat

(b) Hoeffding alkalmazasahoz el6szor is
a=0<X;<1=b,
és tovabbra is E(S) = 20000. Ekkor

P(S > 22000) = P(S > 20000 + 2000) <
(%) t
E

22 __ 2.20002
e n(b—a)2 — g 40000(1-0)2 — e—200 ~ 1.38- ]_0_87_
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3. feladat

(c) Cramér alkalmazasahoz legyen

P(S > 22000) = P (5 € [

n 40000’ 40000

22000 40000})
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3. feladat

(c) Cramér alkalmazasahoz legyen

P(S > 22000) = P (5 € [

n 40000’ 40000

22000 40000} >

Ekkor Cramér szerint

P (5 € [a, b]> < e MMinkefa, (x)
n
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3. feladat

(c) Cramér alkalmazasahoz legyen

P(S > 22000) = P (5 € [

n 40000’ 40000

22000 40000} >

Ekkor Cramér szerint
P (5 c [a’ b]> < e~ Minycls b I(X).
n

Mivel [a, b] = [%, %] teljesen jobbra van m = 0.5-tél, és

Xem[‘i{\b] I(x) = I(a).
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3. feladat

(c) Tehat

S 22000 40000 —ni(220%0)
P(— ¢ —_—, ———— <e 40000 /
40000 40000

ahol /(x) = xIn (E{(l f)>—|—|n (1 p)
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3. feladat

(c) Tehat

S 22000 40000 —ni(220%0)

P(— ¢ —_—, ———— <e 40000 /
40000 40000

ahol /(x) = xIn (E{(l ;’)> +1In (1 p)

Behelyettesitve p = 1 = 0.5-et és x = 22380 = 0.55-0t /(x)-be,

I(x) ~ 0.0050084
adédik, és

P(S > 22000) < e *0900/(555%5) ~ 9.9 - 10788,
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3. feladat

Osszefoglalva az egyes becslések P(S > 22000)-re:

Hoeffding

1.38 - 1087

Cramér

9.9.10°%8

a valésag

Sztochasztika Horvath lllés
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6. feladat

Az épiil§ kelet-szibériai kéolajvezeték (ESPO pipeline) mintegy 700
olajkiat termelését gyiijti majd Ossze és szallitja Kina felé. Az
olajkutak napi termelése véletlenszeri és fiiggetlen; semelyiké nem
kevesebb, mint 490 hordé és nem haladja meg az 1380 hordét, és
az atlagos termelésiik egy nap dsszesen 560000 hordé.

(a) Mekkora legyen az olajvezeték kapacitasa, ha az lizemeltet§ azt
szeretné, hogy a napi termelés legfeljebb 10710 eséllyel legyen
nagyobb a kapacitasnal?

(b) Adjunk becslést 10710 helyett 107° és 1078 valésziniiségre is.

(c) Mekkora kapacitasnal lesz a tilcsordulas valdsziniisége 07
Mekkora kapacitasnal lesz a talcsordulas valésziniisége 1/27
Hasonlitsuk &ssze a kordbbi valészintiségekkel!

(d) A kutakrdl részletesebb informaciét is kapunk, amibél kideriil,
hogy 400 kit termelése mindenképpen 490 hordé és 1040
hord6 kozé esik, a tobbi 300 kit termelése pedig mindenképpen
880 hordd és 1380 hordé kdzé esik. Ez alapjan adjunk jobb
becslést a sziikséges kapacitasra.
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6. feladat

Megoldas.

(a) A teljes napi termelés S = X + - - - + X,, ahol n =700 és az
Xi-k az egyes kutak termelése.
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6. feladat

Megoldas.
(a) A teljes napi termelés S = X + - - - + X,, ahol n =700 és az
Xi-k az egyes kutak termelése.

Becslést kell adnunk olyan C kapacitasra, hogy a tilcsordulas
valdszinlisége
P(S > C) <1071,

Sztochasztika Horvath lllés Koncentraciés tételek



6. feladat

Megoldas.

(a) A teljes napi termelés S = X + - - - + X,, ahol n =700 és az
Xi-k az egyes kutak termelése.

Becslést kell adnunk olyan C kapacitasra, hogy a tilcsordulas
valdszinlisége

P(S > C) <1071,
A megadott informacidk alapjan E(S) = 560000 és
a=490 < X; <1380 = b.
Hoeffding alkalmazasahoz legyen C = E(S) + ¢, és

2

P(S> C)=P(S>E(S)+1t) < e a2,
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6. feladat

Megoldas.

(a) A teljes napi termelés S = X + - - - + X,, ahol n =700 és az
Xi-k az egyes kutak termelése.

Becslést kell adnunk olyan C kapacitasra, hogy a tilcsordulas
valdszinlisége

P(S > C) <1071,
A megadott informacidk alapjan E(S) = 560000 és
a=490 < X; <1380 = b.
Hoeffding alkalmazasahoz legyen C = E(S) + ¢, és

2

P(S> C)=P(S>E(S)+1t) < e a2,

A jobboldalt beallitjuk 10710-re és ebbsl kiszamitjuk t, majd C
értékét.
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6. feladat

(a)
_ 2¢2 5 _LZ 10
e nb—a2 — g 700(1380—490)2 — 1() ,

ahonnan t ~ 79900, és

C = E(S) + t = 560000 + 79900 = 639900.
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6. feladat

(a)
_ 2¢2 5 _LZ 10
e nb—a2 — g 700(1380—490)2 — 1() ,

ahonnan t ~ 79900, és
C = E(S) + t = 560000 + 79900 = 639900.

(b) 1078 vagy 1070 talcsordulasi valésziniiséghez tartozé C
értékeket ugyanigy lehet kiszamitani.
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6. feladat

(a)

22 -~ 2t2 10
_3)2 . _ 2 —
e nb-a)2 — o 700-(1380-490)2 — 1() ,

ahonnan t ~ 79900, és
C = E(S) + t = 560000 + 79900 = 639900.

(b) 1078 vagy 1070 talcsordulasi valésziniiséghez tartozé C
értékeket ugyanigy lehet kiszamitani.
(c) 0 talcsordulasi valdsziniiséghez C = 700 - 1380 = 966000
sziikséges. Osszességében
P(S>C)| 05 | 10° | 108 | 1071 | o0
C | 560000 | 621900 | 631500 | 639900 | 966000
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6. feladat

(d) A részletesebb informacidt is figyelembe véve.

490 < X; < 1040 400 katra;
880 < X; <1380 300 kiitra.
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6. feladat

(d) A részletesebb informacidt is figyelembe véve.

490 < X; <1040 400 kutra;
880 < X; <1380 300 kutra.
Hoeffding alapjan igy

212

[[D(S > C) — [P)(S > E(S)—i—t) < ei400(1040—490)2+300(1380—880)2 — 10—10’

ahonnan t ~ 47500, és

C = E(S) + t = 560000 + 47500 = 607500.
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6. feladat

(d) A részletesebb informacidt is figyelembe véve.

490 < X; < 1040 400 katra;
880 < X; <1380 300 kiitra.

Hoeffding alapjan igy

212

[[D(S > C) — [P)(S > E(S)—i—t) < ei400(1040—490)2+300(1380—880)2 — 10—10’

ahonnan t ~ 47500, és
C = E(S) + t = 560000 + 47500 = 607500.

Tehat részletesebb informacié alapjan pontosabban tudunk
méretezni.
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10. feladat

(a) Egy szerverhez atlagosan masodpercenként 1 csomag érkezik.
Becsiiljiik meg annak a valdsziniiségét, hogy 1 nap alatt
legalabb 1500 csomag érkezik.

(b) Egy szerverhez atlagosan masodpercenként 1 csomag érkezik.
Becsiiljiik meg annak a valésziniiségét, hogy 1 nap alatt
legalabb 1800 csomag érkezik.

(Segitség: az EXP(pu) eloszlas Cramér-féle ratafiiggvénye
I(x) = ux — 1 —In(ux), mig a POI(\) eloszlas Cramér-féle
ratafiiggvénye /(x) = xIn{ —x + A (x > 0-ra).)
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10. feladat

Megoldas. Jeldlje X; az i-edik 1 perces intervallumban érkezg
csomagok szamat; X; ~ POI(1). Az egy nap alatt érkezé dsszes

csomagok szama
So=Xi+ -+ Xa,

ahol n = 1440 (ennyi perc van egy napban).
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10. feladat

Megoldas. Jeldlje X; az i-edik 1 perces intervallumban érkezg
csomagok szamat; X; ~ POI(1). Az egy nap alatt érkezé dsszes

csomagok szama
So=Xi+ -+ Xa,

ahol n = 1440 (ennyi perc van egy napban).
A P(S > 1500) valésziniiséget kell megbecsiilniink.
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10. feladat

Megoldas. Jeldlje X; az i-edik 1 perces intervallumban érkezg
csomagok szamat; X; ~ POI(1). Az egy nap alatt érkezé dsszes

csomagok szama
So=Xi+ -+ Xa,

ahol n = 1440 (ennyi perc van egy napban).
A P(S > 1500) valésziniiséget kell megbecsiilniink.

E(S) = nE(X;) = 1440 - 1 nincs tal messze 1500-t6l, ezért ez nem
tiinik nagyeltérés-problémanak; prébaljuk meg a CHT-t.
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10. feladat

A CHT-hez sziikséges input:

m:IE(Xl):l, O:]D)(Xl):l.
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10. feladat

A CHT-hez sziikséges input:
m:IE(Xl):l, O:D(Xl):]..

A CHT szerint

S—nm 1500 — nm
P(S >1500)=1—-P(S<1500)=1—-P
(5= ) (5< ) (aﬁ < ov/n )
1500 — nm 1500 — 1440 -1
~l-¢(——MM | =1- | —MM——FF —
< U\/ﬁ > < 1.-+1440 )

~1—®(1.58) =1 —0.9429 = 0.0571.
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10. feladat

Mi torténik, ha az id6 felosztasat 1 perc helyett valami masra
valasztjuk?
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10. feladat

Mi torténik, ha az id6 felosztasat 1 perc helyett valami masra
valasztjuk? SzélsGséges esetben lehet az egész nap is egyetlen
intervallum, tehat legyen az egy nap alatt érkez6 csomagok szama
X1 (azaz n = 1), ekkor X; ~ POI(1440), és

m = E(Xl) = 14-4-07 o = D(Xl) =V 1440.
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10. feladat

Mi torténik, ha az id6 felosztasat 1 perc helyett valami masra
valasztjuk? SzélsGséges esetben lehet az egész nap is egyetlen
intervallum, tehat legyen az egy nap alatt érkez6 csomagok szama
X1 (azaz n = 1), ekkor X; ~ POI(1440), és

m = E(Xl) = 14-4-07 o = D(Xl) =V 1440.
Alkalmazzuk a CHT-t S = Xj-re:

P(S > 1500) = 1 — P(S < 1500) =1 — P (5 —nm _ 1500 — nm>

oy/n < oy/n

1 ¢<1500—nm>_1 ¢<1500—1-144o>
- ovn ) V1440 -1
~1-®(1.58) = 1 — 0.9429 = 0.0571.

Sztochasztika Horvath lllés Koncentraciés tételek



10. feladat

Mi torténik, ha az id6 felosztasat 1 perc helyett valami masra
valasztjuk? SzélsGséges esetben lehet az egész nap is egyetlen
intervallum, tehat legyen az egy nap alatt érkez6 csomagok szama
X1 (azaz n = 1), ekkor X; ~ POI(1440), és

m = E(Xl) = 14-4-07 o = D(Xl) =V 1440.
Alkalmazzuk a CHT-t S = Xj-re:

P(S > 1500) = 1 — P(S < 1500) =1 — P (5 —nm _ 1500 — nm>

<
oy/n oy/n
Qjl_q)<1500—nm> :1_¢<1500—1-1440>
oy/n V1440 - /1
~1—®(1.58) =1 — 0.9429 = 0.0571.

Pont ugyanazt az eredményt kapjuk. lgazabdl a CHT teljesiil a
nagy paraméter(i Poisson eloszlasokra. Masképp mondva, ha n
nagy, akkor POI(n) kozel van egy (megfeleld varhaté értékii és
sz6rasi) normalis eloszlashoz.
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10. feladat

A (b) részhez a P(S > 1800) valdsziniiséget kell megbecsiilniink.
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10. feladat

A (b) részhez a P(S > 1800) valdsziniiséget kell megbecsiilniink.

1800 messze van 1440-tdl; prébaljunk meg valami nagyeltérés tételt
alkalmazni, pl. Hoeffding-et.
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10. feladat

A (b) részhez a P(S > 1800) valdsziniiséget kell megbecsiilniink.

1800 messze van 1440-tdl; prébaljunk meg valami nagyeltérés tételt
alkalmazni, pl. Hoeffding-et.

Hoeffding-hez kellene alsé és felsé korlat minden egyes Xj-re. De a
Poisson-eloszlas feliilrél nem korlatos, igy Hoeffding nem
alkalmazhaté.
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10. feladat

Cramér kovetkezik. Az alapfelallas ugyanaz, mint elsére:
Sp= X1+ -+ X, ahol n = 1440 és X; ~ POI(1).
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10. feladat

Cramér kovetkezik. Az alapfelallas ugyanaz, mint elsére:
Sp= X1+ -+ X, ahol n = 1440 és X; ~ POI(1).

s 000y -2 (2 € [0, .)) (5 c o)

<e —nminye1.25,00) [(X) — 71440I(1 25)

mivel [1.25, 00) teljesen jobbra van m = 1-tdl.
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10. feladat

Cramér kovetkezik. Az alapfelallas ugyanaz, mint elsére:
Sp= X1+ -+ X, ahol n = 1440 és X; ~ POI(1).

s 000y -2 (2 € [0, .)) (5 c o)

<e —nminye1.25,00) [(X) — 71440I(1 25)
mivel [1.25, 00) teljesen jobbra van m = 1-tdl.
1(x) —xIn2 — X+ A,
A
amibe A = 1l-et és x = 1.25-6t kell behelyettesiteni; az eredmény

1(1.25) = 0.0289294
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10. feladat

Cramér kovetkezik. Az alapfelallas ugyanaz, mint elsére:
Sp= X1+ -+ X, ahol n = 1440 és X; ~ POI(1).

s 000y -2 (2 € [0, .)) (5 c o)

<e —nminyc(1.25,00) I(X) 71440I(1 25)
mivel [1.25, 00) teljesen jobbra van m = 1-tdl.
1(x) —xIn2 — X+ A,
A
amibe A = 1l-et és x = 1.25-6t kell behelyettesiteni; az eredmény
1(1.25) = 0.0289294
és igy
P(S > 1800) < e 1440/(1:25) g 09 . 1071°.
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10. feladat

Masodik megoldas. Fogjuk Gssze ismét az Gsszes hivast S = Xj-be
n = 1-gyel; ekkor X; ~ POI(1440) és m = E(X;) = 1440.
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10. feladat

Masodik megoldas. Fogjuk Gssze ismét az Gsszes hivast S = Xj-be
n = 1-gyel; ekkor X; ~ POI(1440) és m = E(X;) = 1440.

Cramér tetszéleges n-re alkalmazhaté:

1
P(S > 1800) = P (i € [810000»

< e*”mi"xe[lsoo,oo)/(x) — efl-l(1800)

)

ahol ezittal A\ = 1440 és x = 1800-at kell behelyettesiteni /(x)-be,
ahonnan

1(1800) = 41.6584
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10. feladat

Masodik megoldas. Fogjuk Gssze ismét az Gsszes hivast S = Xj-be
n = 1-gyel; ekkor X; ~ POI(1440) és m = E(X;) = 1440.

Cramér tetszéleges n-re alkalmazhaté:

1
P(S > 1800) = P (i € [810000»

< e*”mi“xe[laoo,oo)/(x) — efl-l(1800)

)

ahol ezittal A\ = 1440 és x = 1800-at kell behelyettesiteni /(x)-be,
ahonnan

1(1800) = 41.6584
és

P(S > 1800) < e 1440/(1:25) g 09 . 10719,
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10. feladat

Harmadik megoldas. Az &tlet az, hogy tekintsiik az érkezési
id6kdzoket a csomagok szdma helyett. Legyenek Y1, Yo, ... az
érkezési id6kozok az egymast kdvets csomagok kozott (percben).
Ekkor Y; ~ EXP(1).
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10. feladat

Harmadik megoldas. Az &tlet az, hogy tekintsiik az érkezési
id6kdzoket a csomagok szdma helyett. Legyenek Y1, Yo, ... az
érkezési id6kozok az egymast kdvets csomagok kozott (percben).
Ekkor Y; ~ EXP(1).

Az az esemény, hogy legalabb 1800 csomag érkezik egy nap alatt,
ekvivalens azzal, hogy

Y1+ -4 Yigoo < 1440.
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10. feladat

Harmadik megoldas. Az &tlet az, hogy tekintsiik az érkezési
id6kdzoket a csomagok szdma helyett. Legyenek Y1, Yo, ... az
érkezési id6kozok az egymast kdvets csomagok kozott (percben).
Ekkor Y; ~ EXP(1).

Az az esemény, hogy legalabb 1800 csomag érkezik egy nap alatt,
ekvivalens azzal, hogy

Y1+ -4 Yigoo < 1440.

Ennek megfelelGen legyen
5: Y1+"'+Yn7
ahol most n = 1800, és amit becsiilni akarunk, az

P(S < 1440).
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10. feladat

Tehat most n = 1800, Yi,..., Y, EXP(1) eloszlastak m =1
varhaté értékkel, és

P(S < 1440) = P (‘: € [0, 1238]) =P (i S [o,o.s]) .
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10. feladat

Tehat most n = 1800, Yi,..., Y, EXP(1) eloszlastak m =1
varhaté értékkel, és

P(S < 1440) = P (‘: € [0, 1238]) =P (i S [o,o.s]) .

Cramér szerint
P (S € [0,0.8]) < e~ minccp,0.8/(x) — o—n/(0-8)
n <

mivel [0, 0.8] teljesen balra van m = 1-tdl,
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10. feladat

Tehat most n = 1800, Yi,..., Y, EXP(1) eloszlastak m =1
varhaté értékkel, és

P(S < 1440) = P (‘: € [0, 1238]) =P (i S [o,o.s]) .

Cramér szerint
P (S € [0,0.8]) < e~ minccp,0.8/(x) — o—n/(0-8)
n <
mivel [0, 0.8] teljesen balra van m = 1-tél, ahol

I(x) = ux — 1 — In(ux)
1 =1 paraméterrel.
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10. feladat

Tehat most n = 1800, Yi,..., Y, EXP(1) eloszlastak m =1
varhaté értékkel, és

P(S < 1440) = P (‘: € [0, 1238]) =P (i S [o,o.s]) .

Cramér szerint
P (S € [0,0.8]) < e~ minccp,0.8/(x) — o—n/(0-8)
n <

mivel [0, 0.8] teljesen balra van m = 1-tél, ahol
I(x) = ux — 1 — In(ux)
1 =1 paraméterrel.
Tehat x = 0.8 és =1 értékeket kell behelyettesiteni /(x)-be:
1(0.8) = 0.0231436
és
P(S < 1440) < e 18001(08) ~ 809 . 10717,

Sztochasztika Horvath lllés Koncentraciés tételek



10. feladat

Cramér numerikus instabilitdsdhoz:
o—1800-0.0231436 ¢ (g . 10—19’

e—1800~0.02 ~232. 10—16’

e—1800-0.023 ~1.05- 10—18.
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Centralis hatareloszlas-tétel

Tétel. (Centralis hatareloszlas-tétel (CHT))

Legyenek X1, Xo, ... fae valbsziniségi valtozok, melyekre
E(X1) = m ésD(X1) = 0, és Sp = Xi + -~ + X,. Ekkor

IP’(S"U\[ <x>—>¢>(x) Vx € R

amint n — oo, ahol ®(x) az N(0,1) eloszlasfiiggvénye.
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Centralis hatareloszlas-tétel

CHT biz., eggyel kevésbé vazlatos valtozat. Egy X valdsziniiségi
valtozé Fourier-transzformaltja (vagy mas néven karakterisztikus
fliggvénye)

ox(t) = E(e™).
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Centralis hatareloszlas-tétel

CHT biz., eggyel kevésbé vazlatos valtozat. Egy X valdsziniiségi
valtozé Fourier-transzformaltja (vagy mas néven karakterisztikus
fliggvénye) '
ox(t) = E(e™).

ox(t) komplex értékii figgvény. Alaptulajdonsagok:

e 9x(0)=1

o |px(t)| < 1VteR

@ ¢x(t) valés minden valés t-re <= X eloszlasa szimmetrikus

a O-ra.

N

t

Példa. Az N(0,1) eloszlas karakterisztikus fiiggvénye ¢(t) = e~ =.

Sztochasztika Horvath lllés Koncentraciés tételek



Centralis hatareloszlas-tétel

Tétel. (Lévy folytonossagi tétel)

Legyen X, valosziniiségi valtozok egy sorozata. Ha a ¢x,(t)
fiiggvénysorozat pontonként konvergal egy ¢(t) fliggvényhez a
teljes komplex szamsikon, amint n — oo, és ¢(t) folytonos a 0-ban,
akkor ¢(t) egy Y valosziniiségi valtozo karakterisztikus fiiggvénye,
és

X =Y.

Nem biz.
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Centralis hatareloszlas-tétel

Tétel. (Lévy folytonossagi tétel)

Legyen X, valosziniiségi valtozok egy sorozata. Ha a ¢x,(t)
fiiggvénysorozat pontonként konvergal egy ¢(t) fliggvényhez a
teljes komplex szamsikon, amint n — oo, és ¢(t) folytonos a 0-ban,
akkor ¢(t) egy Y valosziniiségi valtozo karakterisztikus fiiggvénye,
és

X =Y.

Nem biz.

Vissza a CHT bizonyitashoz. Legyenek Xi, Xy, ... fae valdsziniiségi
valtozok, melyekre E(X;) = m és D(X;) = o. Feltehets, hogy

m = 0 (kiilonben kivonhatunk m-et minden tagbdl, mert a varhaté
érték linearis).
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Centralis hatareloszlas-tétel

Legyen S, = X1 +--- 4+ X,. Az 5;‘% = Uf% valésziniiségi valtozé

karakterisztikus fiiggvényét kiszamoljuk és masodrendig sorba
fejtjiik:

on(5) o (257 -
o (5) 2o (25)) - e (25)

a fiiggetlenség miatt a varhaté érték szorzatra bomlik.
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Centralis hatareloszlas-tétel

Legyen S, = X1 +--- 4+ X,. Az 5;‘% = Uf% valésziniiségi valtozé

karakterisztikus fiiggvényét kiszamoljuk és masodrendig sorba
fejtjiik:

on(5) o (257 -
o (5) 2o (25)) - e (25)

a fiiggetlenség miatt a varhaté érték szorzatra bomlik.

Az exp(itx) fiiggvény sora (masodrendig):

exp(itx) = 1 + itx — °x° + o(x?),

ahonnan
itXq it t2 ) 1
E =1+ —E(X1)——E (X = .
(exp <a\/ﬁ>) * U\/ﬁ\(,ﬁ o%n H(,l_)/—ko <n>
0 o2
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Centralis hatareloszlas-tétel

Vegil

o (5))- (- o)) ()

az (1 + %)n — €* azonossag miatt.
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Centralis hatareloszlas-tétel

Vegil

o (5))- (- o)) ()

az (1 + f)n — e~ azonossag miatt.

exp (%2) pedig pont az N(0, 1) karakterisztikus fliggvénye, igy

S, — nm

G <4 N(0,1).
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