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Folytonos ideji Markov-lancok

Emlékeztets. Folytonos idejli Markov-lancokban allapotvaltozas
(atmenet) tetszbleges valés idében torténhet.

Az egyes allapotokban eltdltdtt id6 exponencialis. A Q
infinitezimalis generator matrix f6atlén kiviili elemei a lehetséges
atmenetekhez tartozé ratak. A lehetséges dtmenetek versenyeznek

egymassal.
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Folytonos ideji Markov-lancok

Emlékeztets. Folytonos idejli Markov-lancokban allapotvaltozas
(atmenet) tetszbleges valés idében torténhet.

Az egyes allapotokban eltdltdtt id6 exponencialis. A Q
infinitezimalis generator matrix f6atlén kiviili elemei a lehetséges
atmenetekhez tartozé ratak. A lehetséges dtmenetek versenyeznek

egymassal.

Hosszi tava viselkedés: stacionariushoz valé konvergencia,
ergodtétel teljesiil.

Rovid tava viselkedés: e®t ~ | + tQ, ha t kicsi.
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Folytonos ideji Markov-lancok

Emlékeztets. Folytonos idejli Markov-lancokban allapotvaltozas
(atmenet) tetszbleges valés idében torténhet.

Az egyes allapotokban eltdltdtt id6 exponencialis. A Q
infinitezimalis generator matrix f6atlén kiviili elemei a lehetséges
atmenetekhez tartozé ratak. A lehetséges dtmenetek versenyeznek

egymassal.

Hosszi tava viselkedés: stacionariushoz valé konvergencia,
ergodtétel teljesiil.

Rovid tava viselkedés: e®t ~ | + tQ, ha t kicsi.

Beagyazott (diszkrét idejdi) Markov-lanc és kapcsolata az eredeti
folytonos idejii Markov-lanccal.
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Markov-sor

Megvizsgaljuk Markov-lancok egy osztalyat, aminek specialis
szerkezete van. Ha a Markov-lanc allapotai 0,1,2..., és atmenetek
csak szomszédos allapotok kozott torténhetnek, akkor ez egy
sziiletési-halalozasi folyamat vagy Markov-sor.

m n m m

Az allapotok szama lehet véges vagy végtelen. Altalaban )\; jeldli az
i — i+ 1 atmenet ratajat és p; az i — i — 1 atmenet ratajat.
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Markov-sor

Sziiletési-halalozasi folyamatnak azért hivjuk, mert hasznélhaté
populacié valtozas modellezésére. llyenkor a felfelé torténd atmenet
megfelel egy sziiletésnek, és a lefelé torténd atmenet egy
halalozasnak a populacién beliil.
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Markov-sor

Sziiletési-halalozasi folyamatnak azért hivjuk, mert hasznélhaté
populacié valtozas modellezésére. llyenkor a felfelé torténd atmenet

megfelel egy sziiletésnek, és a lefelé torténd atmenet egy
halalozasnak a populacion beliil.

Markov-sornak azért szokas hivni, mert sorhossz valtozas
modellezésére is hasznalhaté (lasd a multkori példat a
pénzvaltoval). llyenkor egy +1-es atmenet megfelel egy 0]
igyfél/igény érkezésének, mig egy —1-es atmenet megfelel egy
kiszolgalasnak. Azért Markov, mert ha a kiszolgalasi id6 és az
érkezési id6kdz mindketts exponencialis eloszlasi, akkor ez egy
folytonos idejii Markov-lanc.
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Markov-sor

Minden Markov-sor irreducibilis; ha véges allapotterd, akkor a f6
tétel szerint vy, létezik és egyértelmdi, és v(t) — vg amint t — oo
tetszéleges v(0) esetén.
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Markov-sor

Minden Markov-sor irreducibilis; ha véges allapotterd, akkor a f6
tétel szerint vy, létezik és egyértelmdi, és v(t) — vg amint t — oo
tetszéleges v(0) esetén.

Ha a Markov-sor végtelen allapotterii, akkor a helyzet nem ilyen
egyszer(i. llyenkor el6rdulhat, hogy v, nem is létezik.
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Markov-sor

Minden Markov-sor irreducibilis; ha véges allapotterd, akkor a f6
tétel szerint vy, létezik és egyértelmdi, és v(t) — vg amint t — oo
tetszéleges v(0) esetén.

Ha a Markov-sor végtelen allapotterii, akkor a helyzet nem ilyen
egyszer(i. llyenkor el6rdulhat, hogy v, nem is létezik.

Viszont a kovetkez& tétel minden Markov-sorra teljesiil.

Tétel. (Dinamikus egyensuily egyenletek)

Barmely (véges vagy végtelen allapotterii) Markov-sorra, ha
(xo x1 x2 ... ) stacionarius eloszlas, akkor

Xi\j = Xiy1pbi41-
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Markov-sor

Els6 biz. (vazlat) Kozvetleniil levezethets a
Vst Q@ =0

egyenletrendszerbdl atrendezéssel. (Hazi feladat meggondolni.)
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Markov-sor

Els6 biz. (vazlat) Kozvetleniil levezethets a
Vst Q@ =0

egyenletrendszerbdl atrendezéssel. (Hazi feladat meggondolni.)

Masodik biz. Az i és i + 1 kozotti hatarvonalat csak az i — 7+ 1
és az i +1 — | atmenetek lépik at. Stacionarius eloszlas esetén
ezeknek a ratdja meg kell, hogy egyezzen.
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Markov-sor

Els6 biz. (vazlat) Kozvetleniil levezethets a
Vst Q@ =0

egyenletrendszerbdl atrendezéssel. (Hazi feladat meggondolni.)

Masodik biz. Az i és i + 1 kozotti hatarvonalat csak az i — 7+ 1
és az i +1 — | atmenetek lépik at. Stacionarius eloszlas esetén
ezeknek a ratdja meg kell, hogy egyezzen.

Az i — i+ 1 atlépés rataja \;, de csak akkor, ha a folyamat i-ben
van. A folyamat az id6 x; részében tartézkodik az i allapotban, igy
hossz( tavon az i — i + 1 atlépések siirlisége (rataja) x;\;;

hasonléan az i +1 — / atlépések siirlisége xj1pir1, és hosszi
tadvon ez a két siirliség megegyezik.
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Markov-sor
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A Markov-sorokon beliil egy specialis osztaly az M/M/1/K sor. Ez
egy olyan szervert modellez, amihez tartozik egy K kapacitasi
buffer (ami K kiszolgalandé csomagot képes tarolni, beleértve az
éppen kiszolgalas alatt all6t is). A szerver mindig az els6 csomag
kiszolgalasat végzi, amig a tobbi csomag varakozik. Amikor a
szerver végez az elsé csomag kiszolgalasaval, az kiiiriil a rendszerbdl|
és a szerver azonnal elkezdi a kovetkezé csomag kiszolgalasat. Az
ajonnan érkezé csomagok a sor végére keriilnek. Ha a sor tele van,
az érkez8& csomagok elvesznek.

Az érkezési folyamat PPP )\ rataval; a kiszolgalasi id6 EXP(u)
eloszlasa.
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Gyakran abrazoljak igy:
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Gyakran abrazoljak igy:

Az M/M/1/K jelélésben az elsé6 M a markovi érkezésre utal, a
masodik M a markovi kiszolgélasra, az 1 a szerverek szdma és K a
buffer mérete. Ez az an. Kendall-féle jeldlés.
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M/M/1 sor

Az M/M/1 sor annyiban kiilonbdzik az M/M/1/K sortdl, hogy a
buffer mérete végtelen.
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M/M/1 sor

Az M/M/1 sor annyiban kiilonbdzik az M/M/1/K sortdl, hogy a

buffer mérete végtelen.

_— ()

(O—m

Szamitsuk ki M/M/1 sorra a vy = (xg x1 ... ) stacionarius

eloszlast. A dinamikus egyensily egyenletekbdl

A

Xi+l = — - Xi,
7
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M/M/1 sor

Az M/M/1 sor annyiban kiilonbdzik az M/M/1/K sortdl, hogy a
buffer mérete végtelen.

Szamitsuk ki M/M/1 sorra a vg; = (xp X1 ... ) stacionarius
eloszlast. A dinamikus egyensily egyenletekbdl
A

Xi+l = — - Xi,
7

A A <A>2
X1 = —Xo, Xo = —X1 = — X0
%

tehat

stb.
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M/M/1 sor

Az M/M/1 sor annyiban kiilonbdzik az M/M/1/K sortdl, hogy a
buffer mérete végtelen.

Szamitsuk ki M/M/1 sorra a vg; = (xp X1 ... ) stacionarius
eloszlast. A dinamikus egyensily egyenletekbdl
A

Xi+l = — - Xi,
7

tehat

stb. Altalaban
Xp= | — X0-
I
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M/M/1 sor

Még sziikségiink van xg értékére. Tudjuk, hogy

SO
1:XO+X1—|—X2+'-':X()Z<>
n=0 ®

n
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M/M/1 sor

Még sziikségiink van xg értékére. Tudjuk, hogy

SO
1:XO+X1—|—X2+'-':X()Z<>
n=0 ®

Ha % < 1, a szumma véges:

> () -

n=0

n

és a dinamikus egyensily egyenletek megoldasa

w=(3) - a-wm,
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M/M/1 sor

Még sziikségiink van xg értékére. Tudjuk, hogy

SO
1:XO+X1—|—X2+"':X()Z<>
n=0 ®

Ha % < 1, a szumma véges:

> () -

n=0

n

és a dinamikus egyensily egyenletek megoldasa

w=(3) - a-wm,

llyenkor azt mondjuk, hogy a sor stabil; vy, egyértelmiien |étezik, és
v(t) — vg amint t — oo is teljesiil tetszéleges v(0) esetén.
(Utébbit nem biz.)
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M/M/1 sor

Azonban ha % > 1, akkor

- (2)
~ ] =o0.
n=0 K
Ebben az esetben xp értéke é = 0 lenne, de akkor
0=xp=x1 =..., tehat xg + x1 + - -- = 1 nem teljesil.
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M/M/1 sor

Azonban ha f\L > 1, akkor
<>\>"
— = 00.
n=0

Ebben az esetben xp értéke é = 0 lenne, de akkor
0=xp=x1 =..., tehat xg + x1 + - -- = 1 nem teljesil.

Osszességében a A\ > 11 esetben a dinamikus egyensily
egyenleteknek nincs megoldasa, és nem létezik stacionarius eloszlas.
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M/M/1 sor

Azonban ha % > 1, akkor

- (2)
~ ] =o0.
n=0 K
Ebben az esetben xp értéke é = 0 lenne, de akkor
0=xp=x1 =..., tehat xg + x1 + - -- = 1 nem teljesil.

Osszességében a A\ > 11 esetben a dinamikus egyensily
egyenleteknek nincs megoldasa, és nem létezik stacionarius eloszlas.

Intuitivan a kdvetkezd torténik: ha A > p, az érkezési rata nagyobb,
mint a kiszolgalasi rata, és hosszi tavon a csomagok egyre csak
gylilnek a sorban, és a sorhossz tart a végtelenhez, azaz nem
konvergal semmilyen (stacionarius) eloszlashoz.
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M/M/1 sor

o A % < 1 eset a stabil M/M/1 sor. Lényegében ugy viselkedik,
mint a véges allapotter( irreducibilis Markov-lancok, azaz v
egyértelmiien létezik és v(t) — v is teljesiil.

o A 2 =1 eset a kritikus M/M/1 sor. llyenkor vg; nem létezik,
és a sorhossz felfelé vagy lefelé is valtozhat véletlenszerien.
(Egyébként a sor minden allapotot végtelen sokszor
meglatogat; minden allapot null-rekurrens.)

o A % > 1 eset az instabil sor. llyenkor vy nem létezik, és a
sorhossz hosszi tavon végtelenhez tart.
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M/M/1 sor

o A % < 1 eset a stabil M/M/1 sor. Lényegében ugy viselkedik,
mint a véges allapotter( irreducibilis Markov-lancok, azaz v
egyértelmiien létezik és v(t) — v is teljesiil.

o A 2 =1 eset a kritikus M/M/1 sor. llyenkor vg; nem létezik,
és a sorhossz felfelé vagy lefelé is valtozhat véletlenszerien.
(Egyébként a sor minden allapotot végtelen sokszor
meglatogat; minden allapot null-rekurrens.)

o A % > 1 eset az instabil sor. llyenkor vy nem létezik, és a
sorhossz hosszi tavon végtelenhez tart.

A
A
p=-
©
arany a sor terhelése; a stabilitas feltétele az M/M/1 sorra tehat
p <1l
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Stabilitas feltétele

Olyan végtelen allapotterd Markov-sornal, amikor \; és u; nem
konstans, a stabilitas feltétele

nOkO
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Stabilitas feltétele

Olyan végtelen allapotterd Markov-sornal, amikor \; és u; nem
konstans, a stabilitas feltétele

oo n—1

SI[ <

=0 ko Mk

M/M/c és M/M/c/K az M/M/1-hez és M/M/1/K-hoz hasonlé
sorokat jeldlnek, csak 1 helyett ¢ darab szerverrel, amelyek
mindegyikének a kiszolgélasi rataja . Minden szerver mindig egy
csomagon dolgozik (amig a buffer ki nem iriil), és kiszolgalas utan
egybdl elkezdi a kovetkezét kiszolgalni. Az M/M/c sorra a

stabilitas feltétele \
2 o<,
cp

ahol \ az érkezési rata és i egy szerver kiszolgalasi rataja.
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Varakozasi idé

Sorbanallasi problémaknal egy fontos jellemz8 a varakozasi id6 vagy
rendszerben tltétt idd, ami a sorba valé beérkezés pillanatatél a
kiszolgalas végeig eltelt id6. Ez altalaban véletlenszer(; érdekes
akar a teljes eloszlasa is, de ha egyetlen szammal kell jellemezni,
akkor az altalaban a varhaté értéke.
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Varakozasi idé

Sorbanallasi problémaknal egy fontos jellemz8 a varakozasi id6 vagy
rendszerben tltétt idd, ami a sorba valé beérkezés pillanatatél a
kiszolgalas végeig eltelt id6. Ez altalaban véletlenszer(; érdekes
akar a teljes eloszlasa is, de ha egyetlen szammal kell jellemezni,
akkor az altalaban a varhaté értéke.

Az eddig targyaltak (pl. a sorhossz stacionarius eloszlasa) az

atlagos varakozasi id6r8l kdzvetleniil nem adnak informacist.
Szerencsére van az atlagos varakozasi idére egy egyszerii formula.
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Little-formula

Tétel. (Little-formula)
L= AW,

ahol
o W az stlagos varakozasi id6 értéke.
@ \. az effektiv érkezési rita; véges sor esetén a teli buffer miatt
elveszett érkezések nem szamitanak bele \.-be.
o L az atlagos sorhossz. Ez a stacionarius eloszlasbdl kénnyen
megkaphaté az ergodtétel révén:

L=0-xg+1-x1+2-%+...
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Little-formula

Biz. (vazlat) Abrazoljuk az igényeket a kovetkezé médon (az

érkezés ideje szerint rendezve):

customer 6

customer 1 .
I } time
1
customer 1 arrives |
I
customer 1 finishes
i Markov-lancok Il - sorok
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Little-formula

Nagy T esetén a téglalapok szdma T-ig \e T + o( T) a NSzT
alapjan, egy téglalap teriilete pedig atlagosan W, tehat a kék
teriilet Osszesen B = A TW + o( T).
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Little-formula

Masrészt a kék teriiletet T-vel osztva éppen az atlagos sorhosszt
kapjuk meg:

[ _ B _ATW _

v T AeW.
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Little-formula

Megjegyzések.
Véges Markov-sorra A kiszamithaté a stacionarius eloszlasbdl:

Ae = AoXo + Aixt + -+ + Ak xk,

specialisan ha az érkezési rata konstans )\, akkor ez a kdvetkezé

alakban is irhatd:
Ae = A1 — xk).
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Little-formula

Megjegyzések.
Véges Markov-sorra A kiszamithaté a stacionarius eloszlasbdl:

Ae = AoXo + Aixt + -+ + Ak xk,

specialisan ha az érkezési rata konstans )\, akkor ez a kdvetkezé

alakban is irhatd:
Ae = A1 — xk).

Végtelen, stabil sorra pedig, ha az érkezési rata konstans ), akkor

Ae = A
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Little-formula

Mi most Markov-sorokra mondtuk ki, de a Little-formula
gyakorlatilag tetsz6leges sorbanallasi rendszerre teljesiil, példaul a
kovetkezS esetekben:
@ ha példaul az érkezési id6koz vagy a kiszolgalasi id6 nem
exponencialis eloszlasa (ilyenkor a sor nem is Markov-lanc);
@ ha a rendszer nem beérkezési sorrendben szolgélja ki az
igényeket;
@ ha tobb sorbdl all a rendszer (sé6t, ilyenkor igaz kiilon-kiilon az
egyes sorokra és globalisan az egész rendszerre is).

Sztochasztika Horvath lllés Folytonos idejii Markov-lancok Il - sorok



Little-formula

Mi most Markov-sorokra mondtuk ki, de a Little-formula
gyakorlatilag tetsz6leges sorbanallasi rendszerre teljesiil, példaul a
kovetkezS esetekben:
@ ha példaul az érkezési id6koz vagy a kiszolgalasi id6 nem
exponencialis eloszlasa (ilyenkor a sor nem is Markov-lanc);
@ ha a rendszer nem beérkezési sorrendben szolgélja ki az
igényeket;
@ ha tobb sorbdl all a rendszer (sé6t, ilyenkor igaz kiilon-kiilon az
egyes sorokra és globalisan az egész rendszerre is).
Viszont a Little-formula csak az &sszes beérkezd igényre kiatlagolt
varakozasi id6t szamitja ki. Részletesebb informacichoz (pl. az
atlagos varakozasi id6 a beérkezéskori sorhossz fiiggvényében)
részletesebb szdmitasokra van sziikség.
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Kitér6: oregedé és fiatalodo eloszlasok

Az exponencialis eloszlas memoériamentes/6rokifja:

P(T>t+s|T>t)=P(T >5s) Vs, t >0,
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Kitér6: oregedé és fiatalodo eloszlasok

Az exponencialis eloszlas memoériamentes/6rokifja:
P(T>t+s|T>t)=P(T >5s) Vs, t >0,

de a valésagban van sok relevans eloszlas, amik nem ilyenek. Azt
mondjuk, hogy egy eloszlas dregedd, ha

P(T>t+s|T>t)<P(T >5s) Vs, t >0,
és fiatalods, ha
P(T >t+s|T>t)>P(T >s) Vs, t > 0.

(Vannak olyan eloszlasok, amikre a fentiek egyike sem igaz.)
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Kitér6: oregedé és fiatalodo eloszlasok

Oregeds eloszlas példaul az emberek hatralévs életkora. Ha egy
sorban a kiszolgalasi id6 exponencialis helyett dregedd eloszlasu, az
annak felel meg, hogy a kiszolgalas 'halad el6re’, egyre kézelebb
keriil a célhoz.
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Kitér6: oregedé és fiatalodo eloszlasok

Oregeds eloszlas példaul az emberek hatralévs életkora. Ha egy
sorban a kiszolgalasi id6 exponencialis helyett dregedd eloszlasu, az
annak felel meg, hogy a kiszolgalas 'halad el6re’, egyre kézelebb
keriil a célhoz.

A fiatalodé eloszlasra példa: sztalingradi dezert6r.
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Kitér6: oregedé és fiatalodo eloszlasok

Oregeds eloszlas példaul az emberek hatralévs életkora. Ha egy
sorban a kiszolgalasi id6 exponencialis helyett dregedd eloszlasu, az
annak felel meg, hogy a kiszolgalas 'halad el6re’, egyre kézelebb
keriil a célhoz.

A fiatalodé eloszlasra példa: sztalingradi dezertér. llletve egy
sorban ha a kiszolgalas kiilon jelzés nélkiil ‘'megakadhat’, és onnan
nagyon sok/végtelen ideig tartana, az is fiatalodé eloszlas: ahogy
telik az id& kiszolgalas nélkiil, egyre nagyobb a valdsziniisége, hogy
a kiszolgalas megakadt.
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Kitér6: oregedé és fiatalodo eloszlasok

Oregeds eloszlas példaul az emberek hatralévs életkora. Ha egy
sorban a kiszolgalasi id6 exponencialis helyett dregedd eloszlasu, az
annak felel meg, hogy a kiszolgalas 'halad el6re’, egyre kézelebb
keriil a célhoz.

A fiatalodé eloszlasra példa: sztalingradi dezertér. llletve egy
sorban ha a kiszolgalas kiilon jelzés nélkiil ‘'megakadhat’, és onnan
nagyon sok/végtelen ideig tartana, az is fiatalodé eloszlas: ahogy
telik az id& kiszolgalas nélkiil, egyre nagyobb a valdsziniisége, hogy
a kiszolgalas megakadt.

A Little-formula olyan esetekben sériilhet, ha egy részben elvégzett
munka/kiszolgalas “elveszhet”, pl. valamilyen okbdl egy igény
kiszolgalasa Gjrakezdédik. Fontos: ez csak nem-markovi kiszolgélas
esetén fordulhat el8, markovi (exponencialis) kiszolgélasi id§ esetén
a Little-formula mindig teljesiil. Ha a kiszolgalasi id6 dregedd
eloszlasa, akkor altalaban rossz Gtlet ajrainditani, ha viszont
fiatalod6, akkor az Gjrainditassal jobban jarunk.
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Kitekintés: egyéb sorok

Az M/G/1 sorban a kiszolgélasi id6 nem exponencialis eloszlasi.
llyenkor a sor nem Markov-lanc, és masfajta eszkdzokkel lehet
elemezni. A G az altalanos (general) eloszlast jeldli.
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Kitekintés: egyéb sorok

Az M/G/1 sorban a kiszolgélasi id6 nem exponencialis eloszlasi.
llyenkor a sor nem Markov-lanc, és masfajta eszkdzokkel lehet
elemezni. A G az altalanos (general) eloszlast jeldli.

G/M/1 egy olyan sort jeldl, ahol az érkezési id6kdz nem
exponencialis eloszlasi. Ez sem Markov-lanc.
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Kitekintés: egyéb sorok

Az M/G/1 sorban a kiszolgélasi id6 nem exponencialis eloszlasi.
llyenkor a sor nem Markov-lanc, és masfajta eszkdzokkel lehet
elemezni. A G az altalanos (general) eloszlast jeldli.

G/M/1 egy olyan sort jeldl, ahol az érkezési id6kdz nem
exponencialis eloszlasi. Ez sem Markov-lanc.

A G/G/1 sorban az érkezési id6koz és a kiszolgalasi id6 is altalanos
eloszlasu.
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Kitekintés: egyéb sorok

2

Az M/G/1 sorban a kiszolgélasi id6 nem exponencialis eloszlasi.
llyenkor a sor nem Markov-lanc, és masfajta eszkdzokkel lehet
elemezni. A G az altalanos (general) eloszlast jeldli.

G/M/1 egy olyan sort jeldl, ahol az érkezési id6kdz nem
exponencialis eloszlasi. Ez sem Markov-lanc.

A G/G/1 sorban az érkezési id6koz és a kiszolgalasi id6 is altalanos
eloszlasu.

Ezekhez ajanlom Telek Miklés teljesitményelemzés témaja doktori
targyat.
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2. feladat

Egy bankfiékban két ablaknal szolgaljak ki az iigyfeleket. Az
igyféltérben egyszerre legfeljebb 5 ligyfél tartézkodhat (beleértve
az éppen kiszolgélas alatt lévéket is). Amikor az ligyféltér tele van,
a biztonsagi 6r automatikusan elkiildi a tovabbi ligyfeleket. A
bankfiékba atlagosan 5 percenként érkezik egy iigyfél. Egy iigyfél
kiszolgalasa atlagosan 8 percet vesz igénybe. Ha egy ligyfelet
kiszolgalnak, a sorban kovetkezé azonnal beall a felszabaduld
ablakhoz. Ha mindkét ablak szabad, amikor egy iigyfél érkezik,
akkor talalomra all be valamelyikhez.
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2. feladat

(a)

Modellezziik a rendszert folytonos idejii Markov lanccal. Irjuk
fel X(t) generatorat.

Hatéarozzuk meg a folyamat stacionarius eloszlasat.

) Mekkora a valdszintisége, hogy egy véletlen idépontban a

fickban 3 ligyfél tartézkodik?

Hosszi tavon atlagosan hany ligyfél tartézkodik a fiskban
egyszerre?

Az ligyfelek mekkora részét kiildik el amiatt, hogy az ligyféltér
tele van?

Atlagosan mennyi id6t tolt egy iigyfél a bankfickban?

Az id8 mekkora részét tolti tétleniil az elsé ablaknal dolgozé
igyintézg?
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2. feladat

Megoldas.

(a) Az allapotok 0, 1, 2, 3, 4, 5 a bent tartézkodé iigyfelek
szamanak megfelelGen. Feltéve, hogy az érkezés PPP szerint
torténik és a kiszolgalasi id6 EXP(1/8) a malttél figgetleniil,
ez egy folytonos ideji Markov-folyamat.
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2. feladat

Megoldas.

(a) Az allapotok 0, 1, 2, 3, 4, 5 a bent tartézkodé iigyfelek
szamanak megfelelGen. Feltéve, hogy az érkezés PPP szerint
torténik és a kiszolgalasi id6 EXP(1/8) a malttél figgetleniil,
ez egy folytonos ideji Markov-folyamat.

Amig mindkét ligyintézé dolgozik, a kiszolgalasi rata
1/8+41/8 =2/8. Ez egy M/M/2/5 sor.
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2. feladat

Megoldas.

(a) Az allapotok 0, 1, 2, 3, 4, 5 a bent tartézkodé iigyfelek
szamanak megfelelGen. Feltéve, hogy az érkezés PPP szerint
torténik és a kiszolgalasi id6 EXP(1/8) a malttél figgetleniil,
ez egy folytonos ideji Markov-folyamat.

Amig mindkét ligyintézé dolgozik, a kiszolgalasi rata
1/8+41/8 =2/8. Ez egy M/M/2/5 sor.

[ —1/5 1/5 0 0 0 0
1/8 —13/40 1/5 0 0 0
o_| 0 2/8  —18/40  1/5 0 0
] 0 0 2/8  —18/40  1/5 0
0 0 0 2/8 —18/40 1/5

0 0 0 0 2/8 —2/8 |

Sztochasztika

Horvath lllés

Folytonos idejii Markov-lancok Il - sorok



2. feladat

(b) Ez egy Markov-sor, tehat a dinamikus egyensily egyenletek

teljesiilnek:

1 1 2 1 2 1 2 1
—X1 = =X “Xo = =X “x3 = —x: X4 = =X
g1 = 50 g2 = g X1 g = 5 g4 = 5%
2

g% = 5% Xo+x1+-+x =1,
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2. feladat

(b) Ez egy Markov-sor, tehat a dinamikus egyensily egyenletek

teljesiilnek:
1 1 2 1 2 1 2 1
—X] = =X X2 = =X —X3 = =X —X4 = =X
81 50; 82 517 83 527 84 537
2 1
g% = 5% xXo+x1+-+x=1,
ahonnét

. 8,848 42+8 43+8 AN
X — —_ - —_ — — . — — . — —
0 5'5 5 5 \5 5 \5 5 \5
és

vst = (0.157 0.251 0.201 0.160 0.128 0.103).
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2. feladat

(c) P(3 iigyfél van bent egy veéletlen id6pontban) = x3 = 0.160.
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2. feladat

(c) P(3 iigyfél van bent egy veéletlen id6pontban) = x3 = 0.160.

(d) Az ergodtétel szerint a bent tartézkod¢ ligyfelek atlagos szama
hosszii tavon

O-x+1-x94+2-x+3-x3+4-x4+5-x5 =2.161.
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2. feladat

(c) P(3 iigyfél van bent egy veéletlen id6pontban) = x3 = 0.160.

(d) Az ergodtétel szerint a bent tartézkod¢ ligyfelek atlagos szama
hosszii tavon

O-x+1-x94+2-x+3-x3+4-x4+5-x5 =2.161.

(e) Ugyfeleket olyankor kiildenek el, amikor az iigyféltér tele van,
azaz a Markov-lanc az 5-6s allapotban tartézkodik. Ez az
id6nek az x5 = 0.103 része. Az &sszes ligyfélnek is az
x5 = 0.103 része érkezik ilyenkor, mivel az érkezések
fliggetlenek a bent tartézkoddak szamatél.
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2. feladat

(f) Little-formulat hasznalunk; az effektiv érkezési rata
Ae = (1 —x5)A =0.897 x 1/5 ~ 0.1794 (1 /perc),
és a (d) részbsl L = 2.161, igy

W = L/Xe = 12 (perc).
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2. feladat

(f) Little-formulat hasznalunk; az effektiv érkezési rata
Ae = (1 —x5)A =0.897 x 1/5 ~ 0.1794 (1 /perc),
és a (d) részbsl L = 2.161, igy

W = L/Xe = 12 (perc).

(g) A 0 allapotban mindkét iigyintéz§ tétlen. Az 1 allapotban
egyikiik dolgozik, a masik tétlen; az elsé ablaknal dolgozé
ligyintéz6 az 1 allapotban toltott idé felében dolgozik hossza
tavon atlagosan, és igy az idének Osszességében az

1 1
Xo + 5= 0.157 + 5" 0.251 = 0.282

részében tétlen.
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8. feladat

A Falab FC focicsapatanak 5 csatara van dsszesen. A csatarok
koziil esetleg néhany sériilt. A csapat mindig 3 egészséges csatarral
jatszik (ha ennél kevesebb csataruk egészséges, akkor az &sszes
egészséges csatar jatszik). Ha egy csatar jatszik, akkor atlagosan 3
havonta sériil le. Egy sériilés atlagosan 1 hdnapig tart. Ha egy
csatar nem jatszik, nem sériil meg.

Jeldlje a sériilt csatarok szdmat a t idSpontban X:.
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8. feladat

(a)

Modellezziik X;-t folytonos idejii Markov-lanccal! Mennyiben
“modell” a Markov-lanc, azaz milyen feltételezéseket tesziink
és azok mennyire jogosak?

Irjuk fel a generatort. Figyeljiink az 4tmenet ratakra!
Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast.

Az id6 mekkora részében kénytelen a csapat csatar nélkiil
jatszani?

Atlagosan hany csatarral jatszanak?

Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiik
meg annak a valdsziniiségét, hogy 3 nap malva is minden
csatdr egészséges (a 3 napot tekinthetjik 1/10 hénapnak).

Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiik
meg annak a val6sziniiségét, hogy ez a kdvetkez& 3 napban
végig igy marad. Figyeljiink a megfogalmazasra!
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8. feladat

Megoldas.

(a) Modellezziik X;-t folytonos idejii Markov-lanccal! Mennyiben
“modell” a Markov-lanc, azaz milyen feltételezéseket tesziink
és azok mennyire jogosak?
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8. feladat

Megoldas.

(a) Modellezziik X;-t folytonos idejii Markov-lanccal! Mennyiben
“modell” a Markov-lanc, azaz milyen feltételezéseket tesziink
és azok mennyire jogosak?

Allapotok a sériilt csatarok szama szerint: 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Akkor lesz Markov-lanc, ha a sériilések kozott eltelt id8 és a
sériilesek hossza (gy6gyulasi id6) is exponencialis eloszlasu.

A sériilések kozott eltelt idérsl viszonylag jogos feltételezni,
hogy exponencialis eloszlasuak (azaz a sériilések
Poisson-folyamat szerint torténnek).

A gybgyulasi id6r8l nem tudjuk, mennyire jogos az
exponencialis feltételezés.
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8. feladat

(b) Trjuk fel a generatort. Figyeljiink az atmenet ratakra!
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8. feladat

(b) Trjuk fel a generatort. Figyeljiink az atmenet ratakra!

Arra kell figyelni, hogy egy csatar lesériilési rataja 1/3, de ha
tobb egészséges csatar van, akkor barmelyikiik lesériilhet. PI.
5 egészséges csatar esetén annak a rataja, hogy barmelyikiik
lesériil, 5-1/3 =5/3. (4 egészséges csatar esetén 4/3 stb.)
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8. feladat

(b) Trjuk fel a generatort. Figyeljiink az atmenet ratakra!

Arra kell figyelni, hogy egy csatar lesériilési rataja 1/3, de ha
tobb egészséges csatar van, akkor barmelyikiik lesériilhet. PI.
5 egészséges csatar esetén annak a rataja, hogy barmelyikiik
lesériil, 5-1/3 =5/3. (4 egészséges csatar esetén 4/3 stb.)

A gybgyulasnal ugyanigy: egy csatar gyogyulasi rataja 1, de ha
pl. 2 sériilt van, annak a rataja, hogy valamelyikiik
meggyogyul, 2 -1 = 2 stb.
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8. feladat

(b) Trjuk fel a generatort. Figyeljiink az atmenet ratakra!

Arra kell figyelni, hogy egy csatar lesériilési rataja 1/3, de ha
tobb egészséges csatar van, akkor barmelyikiik lesériilhet. PI.
5 egészséges csatar esetén annak a rataja, hogy barmelyikiik
lesériil, 5-1/3 =5/3. (4 egészséges csatar esetén 4/3 stb.)

A gybgyulasnal ugyanigy: egy csatar gyogyulasi rataja 1, de ha
pl. 2 sériilt van, annak a rataja, hogy valamelyikiik
meggyogyul, 2 -1 = 2 stb.

Innen
[ -5 5 0 0 0 0 ]
1/3 —-13/3 4 0 0 0
Q- 0 2/3 -11/3 3 0 0
- 0 0 1 -3 2 0
0 0 0 4/3 —7/3 1
| O 0 0 0 5/3 —5/3 ]
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8. feladat

(c) Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast.
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8. feladat

(c) Szamitsuk ki a stacionarius eloszlast.

A dinamikus egyensily egyenletek teljesiilnek:

2 4
—x1 = bxy, —xo = 4xq, x3 = 3xp, —X4 = 2X3,
3% 0 3% 1 3 2 3% 3
5
3% =% Xo+x1+-+x5=1,
ahonnan

vst = (0.0001 0.0146 0.0879 0.2636 0.3955 0.2373).
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8. feladat

(d) Az id6 mekkora részében kénytelen a csapat csatar nélkiil
jatszani?
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8. feladat

(d) Az id6 mekkora részében kénytelen a csapat csatar nélkiil
jatszani?

Az id6 xp = 0.0001 részében.

Sztochasztika Horvath lllés Folytonos idejii Markov-lancok Il - sorok



8. feladat

(d) Az id6 mekkora részében kénytelen a csapat csatar nélkiil
jatszani?

Az id6 xp = 0.0001 részében.

(e) Atlagosan hany csatérral jatszanak?
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8. feladat

(d) Az id6 mekkora részében kénytelen a csapat csatar nélkiil
jatszani?

Az id6 xp = 0.0001 részében.

(e) Atlagosan hany csatérral jatszanak?

Az ergodtétel alapjan hosszi tavon atlagosan
O-x+1-x94+2-x+2-x3+2-x4+2-x5 =1.9834

csatarral jatszanak.
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8. feladat

(f) Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiik
meg annak a val6sziniiségét, hogy ez a kdvetkez8 3 napban
végig igy marad (a 3 napot tekinthetjiik 1/10 hénapnak).
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8. feladat

(f) Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiik
meg annak a val6sziniiségét, hogy ez a kdvetkez8 3 napban
végig igy marad (a 3 napot tekinthetjiik 1/10 hénapnak).

Révid tavi becslést hasznalunk: t =1/10, és

e~ (1 + Qt) =

[ 15/30 15/30 0 0 0 0 ]
1/30 17/30 12/30 0 0 0
| o 2/30 19/30 9/30 0 0
I 0 3/30 14/30 12/30 0 |’
0 0 0 3/30 23/30 1/30
L0 0 0 0 5/30 25/30

ahonnan (v(0) = (100000 )-gyel)
v(t) = v(0)e® ~ v(0)(I + Qt) = (0000 12 12),

igy annak a valdsziniisége, hogy 3 nap milva is minden csatar
egészséges, kb. 1/2.
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8. feladat

(f) Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiik
meg annak a val6sziniiségét, hogy ez a kdvetkez8 3 napban
végig igy marad (a 3 napot tekinthetjiik 1/10 hénapnak).

Révid tavi becslést hasznalunk: t =1/10, és

e~ (1 + Qt) =

[ 15/30 15/30 0 0 0 0 ]
1/30 17/30 12/30 0 0 0
| o 2/30 19/30 9/30 0 0
I 0 3/30 14/30 12/30 0 |’
0 0 0 3/30 23/30 1/30
L0 0 0 0 5/30 25/30

ahonnan (v(0) = (100000 )-gyel)
v(t) = v(0)e® ~ v(0)(I + Qt) = (0000 12 12),

igy annak a valdsziniisége, hogy 3 nap milva is minden csatar
egészséges, kb. 1/2. (A val6di érték egyébként 0.6117.)
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8. feladat

(g) Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiik
meg annak a val6sziniiségét, hogy ez a kdvetkez8 3 napban
végig igy marad. Figyeljiink a megfogalmazasra!

Sztochasztika Horvath lllés Folytonos idejii Markov-lancok Il - sorok



8. feladat

(g) Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiik
meg annak a val6sziniiségét, hogy ez a kdvetkez8 3 napban
végig igy marad. Figyeljiink a megfogalmazasra!

Figyelem, ez nem pont a rdvidtava kozelités, csak hasonlé. Az,
hogy a kdvetkez6 3 napban végig minden csatar egészséges
marad, annak felel meg, hogy a Markov-lanc a 0 allapotbél
nem csinal atmenetet a kovetkezd 3 napban.
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8. feladat

(g) Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiik
meg annak a val6sziniiségét, hogy ez a kdvetkez8 3 napban
végig igy marad. Figyeljiink a megfogalmazasra!

Figyelem, ez nem pont a rdvidtava kozelités, csak hasonlé. Az,
hogy a kdvetkez6 3 napban végig minden csatar egészséges
marad, annak felel meg, hogy a Markov-lanc a 0 allapotbél
nem csinal atmenetet a kovetkezd 3 napban.

Ha a 0 allapotbdl a kdvetkez8 atmenet idejét T-vel jeldljik,
akkor T ~ EXP(|qoo| = 5), és a valasz

P(T >1/10) =1—P(T <1/10) = 1 — (1 — e>%/1%) ~ 0.607.
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8. feladat

(g) Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiik
meg annak a val6sziniiségét, hogy ez a kdvetkez8 3 napban
végig igy marad. Figyeljiink a megfogalmazasra!

Figyelem, ez nem pont a rdvidtava kozelités, csak hasonlé. Az,
hogy a kdvetkez6 3 napban végig minden csatar egészséges
marad, annak felel meg, hogy a Markov-lanc a 0 allapotbél
nem csinal atmenetet a kovetkezd 3 napban.

Ha a 0 allapotbdl a kdvetkez8 atmenet idejét T-vel jeldljik,
akkor T ~ EXP(|qoo| = 5), és a valasz

P(T >1/10) =1—P(T <1/10) = 1 — (1 — e>%/1%) ~ 0.607.

(Egyébkeént az (f) és (g) kérdésre a valasz elsérendben
megegyezik.)
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5. feladat

X(t) és Y(t) parhuzamosan, egymastdl fiiggetleniil zajlé folytonos
ideji Markov-lancok. X(t) allapottere {a, b, c}, Y(t) allapottere
{1,2}; a generatoraik:

Gx=| 1 -1 0 Gy:[_ll/2 1_/12]

Legyen Z(t) = (X(t), Y(t)). Gondoljuk meg, hogy Z(t) is
folytonos idejii Markov-lanc. Adjuk meg az allapotokat. Szamitsuk
ki a stacionarius eloszlast is. Mi a kapcsolat Z(t) stacionarius
eloszlasa, valamint X(t) és Y(t) stacionarius eloszlasa kdzott?
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5. feladat

Megoldas. A lehetséges allapotok 1a, 1b, 1c, 2a, 2b, 2¢. Az 1a
allapotbdl a lehetséges atmenetek:

e la—1b. Ez torténik akkor, ha Y(t)-ben —b atmenet torténik,
ennek rataja 1.

@ la—lc szintén 1 rataval
e la—2a ha X(t) atlép 1-b8l 2-be, ennek rataja 1/2.

Osszességében a Q7 generator

la 1b 1c 2a 2b 2c
la|-5/2 1 1 1/2 0 0
1b 1 -3/2 0 0 1/2 0
1c 3 0 -7/2 0 0 1/2
2a 1 0 0 -3 1 1
2b 0 1 0 1 =2
2c 0 0 1 3 0 -4
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5. feladat

Q7 szerkezete a kovetkez8. Az Y(t) atmeneteinek megfelel§
atmeneteket kiemeltiik pirossal, az X(t) atmeneteinek megfelels
atmeneteket pedig kékkel:

la 1b 1c 2a 2b 2c
laj» 1 1 2 0 0
Ib|1 %= 0 0 % 0
le[3 0 = 0 0 3
2a|1 0 0 % 1 1
260 1 0 1 * 0
2¢|0 0 1 3 0 =

(* az 4tlés elemeket jeldli.)
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5. feladat

Q7 szerkezete a kovetkez8. Az Y(t) atmeneteinek megfelel§
atmeneteket kiemeltiik pirossal, az X(t) atmeneteinek megfelels
atmeneteket pedig kékkel:

la 1b 1c 2a 2b 2c
laj» 1 1 2 0 0
Ib|1 %= 0 0 % 0
le[3 0 %= 0 0 32
2a|1 0 0 % 1 1
260 1 0 1 * 0
2¢|0 0 1 3 0 =

(* az 4tlés elemeket jeldli.)

Lathat6, hogy a piros elemek Iényegében Qy egy-egy példanyat
alkotjak. A pontos szerkezetet Kronecker-szorzattal lehet
megérteni.
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5. feladat

Az A &s B matrixok Kronecker-szorzata

3118 3128 e al,,B

3213 8223 e agnB
A®B =

amB apB ... an,B
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5. feladat

Az A &s B matrixok Kronecker-szorzata

3118 3128 e al,,B

3213 8223 e agnB
A®B = i

amB amB ... am,B

llyen jeloléssel a Q7 matrix piros része igazabdl

« 11000
1 + 0000
30«00 0

heQv=149 49 .1 1
0001 * 0
(000 30 x|
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5. feladat

Hasonléan a kék rész pedig

[« 0 0 5 0 0]
0«00 50
oo %001
Ax@h=17 90 4«1 1
0101 %0
|00 1 3 0 =

és
Qz=Qx® K+ h®Qy.
Ez az egyenlet irja le két parhuzamosan, egymastdl fiiggetleniil

zajl6 Markov-lanc egyiittes generatorat. A jobboldalt agy is
nevezik, hogy Qx és Qy Kronecker-Gsszege, jeldlése Qx @ Qy.
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5. feladat

Hasonléan a kék rész pedig

[« 0 0 5 0 0]
0«00 50
oo %00 1
Ax@h=17 90 4«1 1
0101 %0
|00 1 3 0 =

és
RQr=Qx K+ h®QQy.

Ez az egyenlet irja le két parhuzamosan, egymastdl fiiggetleniil
zajl6 Markov-lanc egyiittes generatorat. A jobboldalt agy is
nevezik, hogy Qx és Qy Kronecker-Gsszege, jeldlése Qx @ Qy.

Egyébként vz g = vx g @ vy g is teljesiil.
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6. feladat

Egy tavkozlesi kabelen harom fiiggetlen adatfolyam megy. Az
adatfolyamok egyformak; egy adatfolyamnak két allapota van: ON
allapotban 1 Mb/s a sebessége, OFF allapotban 0 Mb/s. ON
allapotbdl 4 rataval 1ép 4t OFF allapotba és OFF allapotbdl A
rataval lép at ON allapotba. Az adatfolyamok egymastél
flggetlenek. Jeldlje X; azt, hogy a t id6pontban mennyi a harom
adatfolyam egyiittes sebessége. Gondoljuk meg, hogy X;-re teljesiil
a Markov-tulajdonsag, majd irjuk fel a generatorat.
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6. feladat

Megoldas.
A harom adatfolyam fliggetleniil, parhuzamosan zajlik, az egyiittes

generatorukat Kronecker-szorzattal lehet megadni. Az egyiittes
allapottér mérete 23, és kiilon-kiilon minden adatfolyamrol
tartalmazza azt az informaciét, hogy éppen ON vagy OFF
allapotban van.
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6. feladat

Megoldas.

A harom adatfolyam fliggetleniil, parhuzamosan zajlik, az egyiittes
generatorukat Kronecker-szorzattal lehet megadni. Az egyiittes
allapottér mérete 23, és kiilon-kiilon minden adatfolyamrol
tartalmazza azt az informaciét, hogy éppen ON vagy OFF
allapotban van.

Azonban amiatt, hogy a harom adatfolyam egyforma, igazabél
mindegy, hogy ha pl. 1 van ON allapotban, az melyik. Emiatt a
fenti 8 allapotot Gssze lehet gydijteni kevesebb allapotba aszerint,
hogy mennyi adatfolyam van ON allapotba. Ekkor mar csak 4
lehetséges allapot van: 0, 1, 2, 3. Figyelem! Ha az adatfolyamok
kiilénb6z8ek lennének, akkor ezzel az Bsszegy(ijtéssel elveszitenénk
a Markov-tulajdonsagot! De most nincs gond, X;-re a
Markov-tulajdonsag megmarad.
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6. feladat

Megoldas. A generatornal figyelni kell arra, hogy pl. a 2 allapotban
2 adatfolyam van, ami kikapcsolhat, és csak 1, ami bekapcsolhat
(hasonldan a 8. feladathoz a sériilt csatarokkal). Ennek megfelelGen

—-3X 3 0 0

- wo o= =2\ 2\ 0

Q= 0 24 —2u—=X A
0 0 3u —-3u
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6. feladat

A stacionéarius eloszlas

e ( ul 312\ 32 A3 >
TN ) M) (AFp)d)

ami egyébként éppen a BIN(3,ﬁAu) eloszlas.
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6. feladat

A stacionéarius eloszlas

e ( ul 312\ 32 A3 >
TN ) ) (A p)?

ami egyébként éppen a BIN(3,)\JAr ) eloszlas.

Egy lehetséges interpretacié a kdvetkezs: minden egyes

© A
Ap? Ap )
valésziniiséggel lesz ON

adatfolyamnak kulén-kiilén a stacionarius eloszlasa

azaz Xi-ben mindegyik fiiggetleniil
allapotban.

1A+
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