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Laplace-transzformalt

Elgkésziilet: Laplace-transzformacio.
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Laplace-transzformalt

Elgkésziilet: Laplace-transzformacio.

Egy f : [0,00) — R fliggvény Laplace-transzformaltja

F(s) = /O T et (t)de.

Egy X > 0 folytonos valésziniiségi valtozé Laplace-transzformaltja

X*(s) = E (e*sx) - /O T et (1),

ahol f(t) az X siirliségfiiggvénye. Ha f siirtiségfiiggvény, akkor
f*(s) minden Re(s) > 0-ra értelmezett.
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Laplace-transzformalt

Elgkésziilet: Laplace-transzformacio.

Egy f : [0,00) — R fliggvény Laplace-transzformaltja

F(s) = /O T et (t)de.

Egy X > 0 folytonos valésziniiségi valtozé Laplace-transzformaltja

X'(s) = E () = / &St ()dk,
0
ahol f(t) az X siirliségfiiggvénye. Ha f siirtiségfiiggvény, akkor
f*(s) minden Re(s) > 0-ra értelmezett.

Példa. Az X ~ EXP()) eloszlas Laplace-transzformaltja

A
A+s

Xi(s) = [ et M= a [ e et
0 0
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Tulajdonsagok

Lemma (Teljes varhaté érték tétel Laplace-transzformaltra)

Ha X, Y, Z valésziniiségi valtozék fx, fy, fz siiriiségtiiggvénnyel, és
P(Z=X)=p, P(Z=Y)=1-p,

akkor

Z*(s) = pX*(s) + (1 — p) Y*(s).
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Tulajdonsagok

Lemma (Teljes varhaté érték tétel Laplace-transzformaltra)

Ha X, Y, Z valésziniiségi valtozék fx, fy, fz siiriiségtiiggvénnyel, és
P(Z=X)=p, P(Z=Y)=1-p,

akkor

Z*(s) = pX*(s) + (1 — p) Y*(s).

Biz. Teljes valdsziniiség tétel alapjan

P(Z<t)=pP(X<t)+(1—-p)P(Y <),
fz(t) = pix(t) + (1 = p)f (2),
Z*(s) = pX*(s) + (1 = p)Y*(s)-
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Tulajdonsagok

Tovabbi fontos tulajdonsaga, hogy konvoltciébdl (fiiggetlen
6sszegbdl) szorzatot csinal.

Lemma

Ha X, Y val6sziniiségi valtozok fiiggetlenek, és
Z=X+Y,
akkor

Z*(s) = X*(s) - Y*(s).
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Tulajdonsagok

Tovabbi fontos tulajdonsaga, hogy konvoltciébdl (fiiggetlen
6sszegbdl) szorzatot csinal.

Lemma

Ha X, Y val6sziniiségi valtozok fiiggetlenek, és
Z=X+Y,

akkor

Z*(s) = X*(s) - Y*(s).

v

1. biz. Az X*(s) = E (e~X) alak alapjan; ha X és Y fiiggetlenek,
akkor e=5X és =Y is fiiggetlenek, és

E (e—s(x+y)) —E (e—sXe—sY) —E (e—sX) E (e—sY) ‘
—_——

Z*(s) X*(s) Y*(s)
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Tulajdonsagok

2. biz. Ha Z = X + Y, akkor

fz(t) = /Ot fy(u)fx(t — u)du,
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Tulajdonsagok

2. biz. Ha Z = X + Y, akkor

fz(t) = /Ot fy(u)fx(t — u)du,

és

f7(s) = /0°° fz(t)e *'dt = /OO </Ot fy(u)fx(t — u)du> e tdt =

0
:/ / fy (u)fx(t — u)e dtdu.
0 u
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Tulajdonsagok

2. biz. Ha Z = X + Y, akkor

fz(t) = /Ot fy(u)fx(t — u)du,

és

f7(s) = /0°° fz(t)e *'dt = /000 </0t fy(u)fx(t — u)du) e tdt =
= /Ooo /uoo fy (u)fx(t — u)e dtdu.

v = t — u valtozécserével

:/ / i () (£ — )etdtds =
/ / fy fX S(V+”)dvdu =

:/ fy(u)e *!du - / fx(v)e *Vdv = fy(S) - fx(S).
0 0
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Tulajdonsagok

Legyen F(t) = [; f(r)dr. Ekkor

Frs)= &) (p1y(s) = sf*(s)

S
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Tulajdonsagok

Legyen F(t) = [; f(r)dr. Ekkor

Frs)= &) (p1y(s) = sf*(s)

S

(Ha F eloszlasfiiggvény, akkor F*(s) minden Re(s) > 0-ra
értelmezett.)
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Tulajdonsagok

Legyen F(t) = [; f(r)dr. Ekkor

Frs)= &) (p1y(s) = sf*(s)

S

(Ha F eloszlasfiiggvény, akkor F*(s) minden Re(s) > 0-ra
értelmezett.)

Biz. Parcialis integralassal ([u'v = uv — [uv'):

Fr(s) = /0 e (1)dt =

el ()

:0+1/ e St f(t)dt =
0

S

Sztochasztika Horvath lllés Jackson-halézatok



Inverz Laplace-transzformécio

Ha egy eloszlast ki tudunk szdmitani Laplace-transzformalt
tartomanyban, akkor a végén még vissza kell transzformalnunk.
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http://inverselaplace.org/

Inverz Laplace-transzformécio

Ha egy eloszlast ki tudunk szdmitani Laplace-transzformalt
tartomanyban, akkor a végén még vissza kell transzformalnunk.

Bizonyos szép/egyszeriibb fiiggvényekre meg lehet adni az inverz
Laplace-transzformaltat analitikusan. Példaul az sszes racionalis
tortfliggvényre (58 ahol p és g polinomok) ki lehet szamitani
parcialis tortekre bontassal.
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Inverz Laplace-transzformécio

Ha egy eloszlast ki tudunk szdmitani Laplace-transzformalt
tartomanyban, akkor a végén még vissza kell transzformalnunk.

Bizonyos szép/egyszeriibb fiiggvényekre meg lehet adni az inverz
Laplace-transzformaltat analitikusan. Példaul az sszes racionalis
tortfliggvényre (58 ahol p és g polinomok) ki lehet szamitani
parcialis tortekre bontassal.

Bonyolultabb fiiggvényekre altalaban numerikusan invertaljuk.
Ehhez ajanlom:
http://inverselaplace.org/
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Sorbanallasi halézatok

Kiszolgélasi rendszerekben gyakran el6fordul, hogy egy igénynek
tobb kiilonb6z8 szerverhez is sorba kell allnia, mire megkapja a
kivant kiszolgalast.
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Sorbanallasi halézatok

Kiszolgélasi rendszerekben gyakran el6fordul, hogy egy igénynek
tobb kiilonb6z8 szerverhez is sorba kell allnia, mire megkapja a
kivant kiszolgalast.

Példak:

e adatcsomagok/kommunikaciés igények tovabbitasa;
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Sorbanallasi halézatok

Kiszolgélasi rendszerekben gyakran el6fordul, hogy egy igénynek
tobb kiilonb6z8 szerverhez is sorba kell allnia, mire megkapja a
kivant kiszolgalast.
Peldak:

e adatcsomagok/kommunikaciés igények tovabbitasa;

@ hivatali Uigyintézés;
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Sorbanallasi halézatok

Kiszolgélasi rendszerekben gyakran el6fordul, hogy egy igénynek
tobb kiilonb6z8 szerverhez is sorba kell allnia, mire megkapja a
kivant kiszolgalast.
Peldak:

e adatcsomagok/kommunikaciés igények tovabbitasa;

@ hivatali Uigyintézés;

@ egy gyarban az alkatrészek megmunkalasa.
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Sorbanallasi halézatok

Kiszolgélasi rendszerekben gyakran el6fordul, hogy egy igénynek
tobb kiilonb6z8 szerverhez is sorba kell allnia, mire megkapja a
kivant kiszolgalast.
Peldak:

e adatcsomagok/kommunikaciés igények tovabbitasa;

@ hivatali Uigyintézés;

@ egy gyarban az alkatrészek megmunkalasa.

Egy halézat lehet nyilt, ilyenkor érkezhetnek aj igények a
rendszerbe, illetve igények tavozhatnak is a rendszerbél.
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Sorbanallasi halézatok

Kiszolgélasi rendszerekben gyakran el6fordul, hogy egy igénynek
tobb kiilonb6z8 szerverhez is sorba kell allnia, mire megkapja a
kivant kiszolgalast.
Peldak:

e adatcsomagok/kommunikaciés igények tovabbitasa;

@ hivatali Uigyintézés;

@ egy gyarban az alkatrészek megmunkalasa.

Egy halézat lehet nyilt, ilyenkor érkezhetnek aj igények a
rendszerbe, illetve igények tavozhatnak is a rendszerbél.

A masik lehet8ség a zart haldzat, ilyenkor nincsenek a rendszerbdl
tavozé és érkezd igények, hanem a bent [év6 igények szdma allandé.
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Sorbanallasi halézatok

Tipikus kérdések:

stabilitas feltétele az egész rendszerre;
a rendszer stacionarius allapota;
az egyes csomoponti szerverek kihasznaltsaga;

atlagos késleltetés az egyes csomépontoknal és az egész
rendszerre;

rendszerben t5ltott id§ eloszlasa.
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M/M/1, M/M/c és M/M /oo sor

Emlékeztets. M/M/1 sor: 1 szerver, FIFO (érkezési sorrend
szerinti) kiszolgalas, végtelen buffer.

[T L1 [e[e[ep -
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M/M/1, M/M/c és M/M /oo sor

Emlékeztets. M/M/1 sor: 1 szerver, FIFO (érkezési sorrend
szerinti) kiszolgalas, végtelen buffer.

[T L1 [e[e[ep -

Az M/M/c sorban c szerver (kiszolgalé egység) van és végtelen
buffer:
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M/M/1, M/M/c és M/M /oo sor

Emlékeztets. M/M/1 sor: 1 szerver, FIFO (érkezési sorrend
szerinti) kiszolgalas, végtelen buffer.

[T L1 [e[e[ep -

Az M/M/c sorban c szerver (kiszolgalé egység) van és végtelen
buffer:

Az M/M /oo sorban minden igény azonnal elkezd fix p rataja
kiszolgalast kapni. (A gyakorlatban ez annak felel meg, amikor egy
M/M/c sorban c értéke extrém nagy.)
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M/M/1, M/M/c és M/M /oo sor

(a) Egy M/M/1 sor pontosan akkor stabil, ha p = \/u <1, és
ilyenkor a stacionarius eloszlasa PGEO(1 — p).
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M/M/1, M/M/c és M/M /oo sor

(a) Egy M/M/1 sor pontosan akkor stabil, ha p = \/u <1, és
ilyenkor a stacionarius eloszlasa PGEO(1 — p).

(b) Egy M/M/c sor pontosan akkor stabil, ha p = % <1l ésa
stacionarius eloszlasa

c—1 )c -1
Cp
S Sre

N xo(clf,)k ha0 < k<c—1,
k = &
xocc’!)k ha k > c.
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M/M/1, M/M/c és M/M /oo sor

(a) Egy M/M/1 sor pontosan akkor stabil, ha p = \/u <1, és
ilyenkor a stacionarius eloszlasa PGEO(1 — p).

(b) Egy M/M/c sor pontosan akkor stabil, ha p = % <1l ésa
stacionarius eloszlasa

c—1 )c -1
Cp
S Sre

N xo(clf,)k ha0 < k<c—1,
k = &
xocc’!)k ha k > c.

(c) Egy M/M/>o sor mindig stabil, és a staciondrius eloszldsa
POI(\/ ).
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M/M/1, M/M/c és M/M /oo sor

Biz.
(a) Mar volt.
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M/M/1, M/M/c és M/M /oo sor

Biz.
(a) Mar volt.
(b) Az (a)-hoz hasonléan a dinamikus egyensily egyenletekbé!
adédik:
AXk = [hk+1Xk+15
ahol

| kp hak<c-—-1,
k= ci ha k>
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M/M/1, M/M/c és M/M /oo sor

Biz.
(a) Mar volt.
(b) Az (a)-hoz hasonléan a dinamikus egyensily egyenletekbé!
adédik:
AXk = Hk41XKk+1
ahol
| kp hak<c-—-1,
k= ci ha k>
innen

Xk+1_ k,u/)\ hakSC—l,
xe | eu/A hak>c,

amit mar csak rendezni és normalni kell.
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M/M/1, M/M/c és M/M /oo sor

Biz.
(a) Mar volt.
(b) Az (a)-hoz hasonléan a dinamikus egyensily egyenletekbé!
adédik:
AXk = Hk41XKk+1
ahol
| kp hak<c-—-1,
k= ci ha k>
innen

Xk+1_ k,u/)\ hakSC—l,
xe | eu/A hak>c,

amit mar csak rendezni és normalni kell.

(c) (b) rész xx képlete, csak most nincs k > c eset.
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Kimené folyamat

Tétel. (Burke)

Tekintsiink egy M/M/1, M/M/c vagy M/M/cc sort \ érkezési
ratdval, és tegyiik fel, hogy a sor stabil és staciondrius.

Ekkor a sor kimend folyamata \ paraméterd Poisson-pontfolyamat.
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Kimené folyamat

Tétel. (Burke)

Tekintsiink egy M/M/1, M/M/c vagy M/M/cc sort \ érkezési
ratdval, és tegyiik fel, hogy a sor stabil és staciondrius.

Ekkor a sor kimend folyamata \ paraméterd Poisson-pontfolyamat.

Megjegyzés. A kimeng folyamatban nem jatszik szerepet a szerver
kiszolgalasi rataja. (Illetve annyiban igen, hogy a feltételek kozott
szerepel, hogy a sor stabil.)
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Kimené folyamat

Tétel. (Burke)

Tekintsiink egy M/M/1, M/M/c vagy M/M/cc sort \ érkezési
ratdval, és tegyiik fel, hogy a sor stabil és staciondrius.

Ekkor a sor kimend folyamata \ paraméterd Poisson-pontfolyamat.

Megjegyzés. A kimeng folyamatban nem jatszik szerepet a szerver
kiszolgalasi rataja. (Illetve annyiban igen, hogy a feltételek kozott
szerepel, hogy a sor stabil.)

Biz. (M/M/1 sorra, vazlat.)

Laplace-transzformaltak segitségével kiszamitjuk a tavozasi
id6kozok eloszlasat.
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Kimené folyamat

Tétel. (Burke)

Tekintsiink egy M/M/1, M/M/c vagy M/M/cc sort \ érkezési
ratdval, és tegyiik fel, hogy a sor stabil és staciondrius.

Ekkor a sor kimend folyamata \ paraméterd Poisson-pontfolyamat.

Megjegyzés. A kimeng folyamatban nem jatszik szerepet a szerver
kiszolgalasi rataja. (Illetve annyiban igen, hogy a feltételek kozott
szerepel, hogy a sor stabil.)

Biz. (M/M/1 sorra, vazlat.)

Laplace-transzformaltak segitségével kiszamitjuk a tavozasi
id6kozok eloszlasat.

Emlékeztets: a sorhossz staciondrius eloszlasa PGEO(1 — p) — a
sor p val6sziniiséggel nem iires.
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Kimené folyamat

Aszerint bontunk két esetre, hogy lires-e a sor:
@ p valésziniiséggel a sor nem iires, ekkor a kdvetkez§ tavozasig

EXP(p) idét kell varni, aminek Laplace-transzformaltja _4—;
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Kimené folyamat

Aszerint bontunk két esetre, hogy lires-e a sor:

@ p valésziniiséggel a sor nem iires, ekkor a kdvetkez§ tavozasig
EXP(u) id6t kell varni, aminek Laplace-transzformaltja -4

@ 1 — p valésziniiséggel a sor iires, ekkor el8sz6r meg kell varni
egy érkezést (EXP()\) id8), aztan annak a tavozasat (EXP(u)

s , A p
id6) — a Laplace-transzformalt 53 el
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Kimené folyamat

Aszerint bontunk két esetre, hogy lires-e a sor:

@ p valésziniiséggel a sor nem iires, ekkor a kdvetkez§ tavozasig
EXP(u) id6t kell varni, aminek Laplace-transzformaltja -4

@ 1 — p valésziniiséggel a sor iires, ekkor el8sz6r meg kell varni
egy érkezést (EXP()\) id8), aztan annak a tavozasat (EXP(u)

s , A p
id6) — a Laplace-transzformalt 53 el

Ez alapjan a D tavozasi id6kdz Laplace-transzformaltja

* p A p
(5) p,u+s+( p))\+s pm+s

A p p=A A p A
Lwop+s W A+s pu+s A+s
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Kimené folyamat

Aszerint bontunk két esetre, hogy lires-e a sor:

@ p valésziniiséggel a sor nem iires, ekkor a kdvetkez§ tavozasig
EXP(u) id6t kell varni, aminek Laplace-transzformaltja -4

@ 1 — p valésziniiséggel a sor iires, ekkor el8sz6r meg kell varni
egy érkezést (EXP()\) id8), aztan annak a tavozasat (EXP(u)

s , A p
id6) — a Laplace-transzformalt 53 el

Ez alapjan a D tavozasi id6kdz Laplace-transzformaltja

* p A p
(5) p,u+s+( p))\+s pm+s

A p p=A A p A
Lwop+s W A+s pu+s A+s

(Tavozasi id6kozok fiiggetlenségét nem biz.)
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Nyilt Jackson-hél6zatok

A kovetkez6t nevezziik nyilt Jackson-halézatnak:

@ a halézatban m darab M/M/1 szerver van, az i-edik szerver
kiszolgalasi rataja pu;;
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Nyilt Jackson-hél6zatok

A kdvetkez6t nevezziik nyilt Jackson-halézatnak:
@ a halézatban m darab M/M/1 szerver van, az i-edik szerver
kiszolgalasi rataja pu;;
o az i-edik szerverhez a kiils6 igények egy ~; paraméterii

Poisson-folyamat szerint érkeznek (a kiilénb6z8 szerverekhez
flggetlentl);
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Nyilt Jackson-hél6zatok

A kovetkez6t nevezziik nyilt Jackson-halézatnak:

@ a halézatban m darab M/M/1 szerver van, az i-edik szerver
kiszolgalasi rataja pu;;

o az i-edik szerverhez a kiils6 igények egy ~; paraméterii
Poisson-folyamat szerint érkeznek (a kiilénb6z8 szerverekhez
flggetlentl);

o ha az i-edik szerver kiszolgalt egy igényt, az igény Pj;
valésziniiséggel beall a j-edik szerver sordba, illetve
1 -7, Pj valésziniiséggel tavozik a rendszerbsl.
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Nyilt Jackson-hél6zatok

A kdvetkez6t nevezziik nyilt Jackson-halézatnak:
@ a halézatban m darab M/M/1 szerver van, az i-edik szerver
kiszolgalasi rataja pu;;
o az i-edik szerverhez a kiils6 igények egy ~; paraméterii

Poisson-folyamat szerint érkeznek (a kiilénb6z8 szerverekhez
flggetlentl);

o ha az i-edik szerver kiszolgalt egy igényt, az igény Pj;
valésziniiséggel beall a j-edik szerver sordba, illetve
1 -7, Pj valésziniiséggel tavozik a rendszerbsl.

A P an. iranyitasi matrix tulajdonsagai:
o P;>0 Vij=1,..m,
o > " Pj<1 Vi=1,...,m-re, és legalibb egy i-re < ill.

Az ilyen tulajdonsdgl matrixokat szubsztochasztikus matrixoknak
hivjuk.
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Aciklikus Jackson-halézatok

A nyilt Jackson-halézatokon beliil egy hal6zat aciklikus, ha a
szerverek sorba rendezhetSek tgy, hogy a szerverek kdzott mindig
csak el6re felé van forgalom (vagyis nincs visszacsatolas).

O

llyenkor i > j-re Pjj = 0, azaz P fels6-haromszog matrix.
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Aciklikus Jackson-halézatok

Emlékeztets. Poisson-folyamatokra Unié és Ritkitas tétel.
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Aciklikus Jackson-halézatok

Emlékeztets. Poisson-folyamatokra Unié és Ritkitas tétel.

Ha valamelyik szerver érkezési folyamata egy \; paraméterii
Poisson-folyamat, akkor a Burke-tétel szerint a kimeng folyamata is
az, ami aztan a ritkitas tétel miatt (kisebb paraméterii)
Poisson-folyamatokra oszlik és jarul hozza a késébbi szerverek
érkezési folyamatahoz.
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Aciklikus Jackson-halézatok

Emlékeztets. Poisson-folyamatokra Unié és Ritkitas tétel.

Ha valamelyik szerver érkezési folyamata egy \; paraméterii
Poisson-folyamat, akkor a Burke-tétel szerint a kimeng folyamata is
az, ami aztan a ritkitas tétel miatt (kisebb paraméterii)
Poisson-folyamatokra oszlik és jarul hozza a késébbi szerverek
érkezési folyamatahoz.

Mivel a halézat aciklikus, ezért barmelyik szerver bemenetén
flggetlen Poisson-folyamatok adddnak, igy az unié tétel miatt a
késébbi szerverek bemenete is Poisson-folyamat.
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Forgalmi egyenlet

A kiilsé érkezéseket is figyelembe véve az i-edik szerver bemeneti
rataja

i—1
A=+ > AiPji.
j=1
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Forgalmi egyenlet

A kiilsé érkezéseket is figyelembe véve az i-edik szerver bemeneti
rataja

i—1
A=+ > AiPji.
j=1

Ez a \j-kre egy lineéris egyenletrendszer, ami sorban el6re haladva
expliciten megoldhaté.
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Forgalmi egyenlet

A kiilsé érkezéseket is figyelembe véve az i-edik szerver bemeneti
rataja

i—1
A=+ > AiPji.
j=1

Ez a \j-kre egy lineéris egyenletrendszer, ami sorban el6re haladva
expliciten megoldhaté.

A teljes rendszer pontosan akkor stabil, ha

No<pi Yi=1,...,m.
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Forgalmi egyenlet

Olyan nyilt Jackson-hal6zatokra, amikben van visszacsatolas, az
egyes szerverek bemenetén talalkozé folyamatok fliggetlensége
sérilhet.

=N
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Forgalmi egyenlet

Olyan nyilt Jackson-hal6zatokra, amikben van visszacsatolas, az
egyes szerverek bemenetén talalkozé folyamatok fliggetlensége
sérilhet.

=N

Emiatt a bemeneteken mar nem feltétleniil lesznek
Poisson-folyamatok. Ezzel egyiitt a hossz( tavia atlagos érkezési
ratarél van értelme beszélni, és azzal hasonléan lehet szamolni,
mint a Poisson-folyamat paraméterével.
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Forgalmi egyenlet

Azt mondjuk, hogy az i-edik szerver érkezési rataja \;, ha hosszd T
id6 alatt \; T + o(T) igény érkezik.
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Forgalmi egyenlet

Azt mondjuk, hogy az i-edik szerver érkezési rataja \;, ha hossza T
id6 alatt \; T + o(T) igény érkezik.

llyenkor a szerver kimené ratdja is \;, ami a Pj; valésziniiségek
szerint oszlik szét és jarul hozza a tobbi szerver érkezési ratajahoz.
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Forgalmi egyenlet

Azt mondjuk, hogy az i-edik szerver érkezési rataja \;, ha hossza T
id6 alatt \; T + o(T) igény érkezik.

llyenkor a szerver kimené ratdja is \;, ami a Pj; valésziniiségek
szerint oszlik szét és jarul hozza a tobbi szerver érkezési ratajahoz.

A kiilsé érkezéseket is figyelembe véve ez ismét csak dsszefoglalhaté
egy egyenletbe:

Tétel. (Forgalmi egyenlet)

A=+ Z AjPji.
=1
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Forgalmi egyenlet

Azt mondjuk, hogy az i-edik szerver érkezési rataja \;, ha hossza T
id6 alatt \; T + o(T) igény érkezik.

llyenkor a szerver kimené ratdja is \;, ami a Pj; valésziniiségek
szerint oszlik szét és jarul hozza a tobbi szerver érkezési ratajahoz.

A kiilsé érkezéseket is figyelembe véve ez ismét csak dsszefoglalhaté
egy egyenletbe:

Tétel. (Forgalmi egyenlet)

A=+ Z AjPji.
=1

Tétel. (Stabilitas feltétele)

Egy nyilt Jackson-halozat pontosan akkor stabil, ha

No<pi Yi=1,...,m.
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Forgalmi egyenlet

Matrix-vektor alakban a forgalmi egyenlet
Al =P)=m

Ha | — P invertalhaté (ehhez elégséges, ha minden szerverbdl a
forgalom egy része elébb-utébb tavozik a rendszerbdl), akkor a
megoldas

A=~(l-P)L
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Latogatasok szama

Jeldlje L;; azt, hogy egy igény hanyszor latogatja meg a j-edik
szervert a rendszerbdl valé tavozasaig, feltéve, hogy most az i-edik
szerverben van.
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Latogatasok szama

Jeldlje L;; azt, hogy egy igény hanyszor latogatja meg a j-edik
szervert a rendszerbdl valé tavozasaig, feltéve, hogy most az i-edik
szerverben van.

E(Lij)=[(1 - P) ],
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Latogatasok szama

Jeldlje L;; azt, hogy egy igény hanyszor latogatja meg a j-edik
szervert a rendszerbdl valé tavozasaig, feltéve, hogy most az i-edik
szerverben van.

E(Lij)=[(1 - P) ],

Biz. Az i-edik szerverbél indulva a j-edik szerverbe val6 latogatasok
szamanak varhato értéke teljes varhato érték tétel alapjan

m
E(Lij) = 6ij+ Y PkE(Lky).
k=1
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Latogatasok szama

Jeldlje L;; azt, hogy egy igény hanyszor latogatja meg a j-edik
szervert a rendszerbdl valé tavozasaig, feltéve, hogy most az i-edik
szerverben van.

E(Lij)=[(1 - P) ],

Biz. Az i-edik szerverbél indulva a j-edik szerverbe val6 latogatasok
szamanak varhato értéke teljes varhato érték tétel alapjan

m
E(Lij) = 6ij+ Y PkE(Lky).
k=1
ami matrix alakban irva
E(L)=1+P-E(L),
aminek a megoldasa éppen

E(L)y=(I-P)L
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Stacionaérius eloszlas

Egy Jackson-hal6zat pillanatnyi allapotat a (ki, ..., km) vektor irja
le, ahol k; az i-edik sorban all6 igények szama. A (ki,..., km)
vektorra teljesiil a Markov-tulajdonség.
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Stacionaérius eloszlas

Egy Jackson-hal6zat pillanatnyi allapotat a (ki, ..., km) vektor irja
le, ahol k; az i-edik sorban all6 igények szama. A (ki,..., km)
vektorra teljesiil a Markov-tulajdonség.

Ha a halézat stabil, akkor pontosan egy stacionérius eloszlas
letezik, és a hal6zat barmilyen kezdeti értékbél inditva a
stacionarius eloszlashoz konvergal.
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Stacionaérius eloszlas

Egy Jackson-hal6zat pillanatnyi allapotat a (ki, ..., km) vektor irja
le, ahol k; az i-edik sorban all6 igények szama. A (ki,..., km)
vektorra teljesiil a Markov-tulajdonség.

Ha a halézat stabil, akkor pontosan egy stacionérius eloszlas
letezik, és a hal6zat barmilyen kezdeti értékbél inditva a
stacionarius eloszlashoz konvergal.

Tétel. (Jackson)
Ha egy stabil nyilt Jackson-halézatban az i-edik szerver terhelése
pi = \i/pi < 1, akkor a rendszer stacionarius eloszlisa

m

Vst(k17 sy km) = pr(,(l - IOI)

i=1
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Stacionaérius eloszlas

Biz. (vazlat) Ellenérizziik, hogy a megadott eloszlas teljesiti a
stacionarius eloszlas definicigjat.

Legyenek

K = (ki,..., km),

Kiy = (kiy. oo kic1, ki + 1 kists s k)i

Kisj=(kiy . ki— 1, k41, kn):

Kio = (k... kic1 ki — 1, kists .. s ko)
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Stacionaérius eloszlas

Biz. (vazlat) Ellenérizziik, hogy a megadott eloszlas teljesiti a
stacionarius eloszlas definicigjat.

Legyenek

K = (ki,..., km),

o Kiy = (k... kit ki +1,Kic1s .., km);

o Kij=(ki,....ki—1,... ki+1,... kn):

o Kio = (k... ki1, ki—1,Kis1,. ., km).

Az egyes atmenetek jelentése:

o K — Kiy: kiils6 érkezés tortént az i-edik szerverbe (ennek a
rataja v;);

o K — Kj_,j: kiszolgalas tortént az i-edik szerverben és az igény
tovabbment a j-edik szerverbe (ennek a rataja Pj;).

o K — K;_: kiszolgalas tortént az i-edik szerverben és az igény
tavozott a rendszerbdl (ennek a ratdja (1 — > ; Pj)ui)-

Sztochasztika Horvath lllés Jackson-halézatok



Stacionaérius eloszlas

Az elsbbi jelclésekkel a stacionarius eloszlas egyenletei

Z ZPjIMjVst(Kiﬁj)'f'Mi 1 —ZP,'J' Vst(Ki )+
i J#i J
1{ki > O}yiver(Kio) + piver(Kiv) = vae(K) | 7i+ i+ > Pyjui | | =0
J#i

minden lehetséges K-ra.
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Stacionaérius eloszlas

Az elsbbi jelclésekkel a stacionarius eloszlas egyenletei

Z ZPjIMjVst(Kiﬁj)'f'Mi 1 —ZP,'J' Vst(Ki )+
i J#i J

1{ki > O}yiver(Kio) + piver(Kiv) = vae(K) | 7i+ i+ > Pyjui | | =0
J#i
minden lehetséges K-ra.

A fenti egyenletbe behelyettesitve vet(K) = [I7; pr'(1 — pi)-t, a
szorzat alak miatt a legtobb tényezé kiemelhetd minden tagbdl, és
a visszamaradé tagok Osszege éppen a forgalmi egyenletet adja
(0-ra rendezve).
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Stacionaérius eloszlas

Az elsbbi jelclésekkel a stacionarius eloszlas egyenletei

Z ZPji/LjVSt(Ki%j)+Mi 1 —ZP,'J' Vst(Ki )+

i J#i J

1{ki > O}yiver(Kio) + piver(Kiv) = vae(K) | 7i+ i+ > Pyjui | | =0
J#i

minden lehetséges K-ra.

A fenti egyenletbe behelyettesitve vet(K) = [I7; pr'(1 — pi)-t, a
szorzat alak miatt a legtobb tényezé kiemelhetd minden tagbdl, és
a visszamaradé tagok Osszege éppen a forgalmi egyenletet adja
(0-ra rendezve).

A Jackson-tétel szerint a rendszer staciondrius eloszlasa szorzat
alaki: egybeesik azzal, mintha a sorok fiiggetlen, p; terhelési
M/M/1 sorok lennének.
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Mit |4t egy beérkezd igény?

Emlékeztets: a PASTA elv azt mondta ki, hogy ha egy
Markov-sorban az érkezési folyamat Poisson-folyamat, akkor
minden egyes beérkezs igény a staciondrius sorhossz eloszlast latja.
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Mit |4t egy beérkezd igény?

Emlékeztets: a PASTA elv azt mondta ki, hogy ha egy
Markov-sorban az érkezési folyamat Poisson-folyamat, akkor
minden egyes beérkezs igény a staciondrius sorhossz eloszlast latja.

Ez igaz nyilt Jackson-halézatokra is.

Tétel.

Barmely igénynek barmely sorba valo érkezésekor a latott
(beérkezési pillanat el6tti) sorhosszak egyiittes eloszlasa a teljes
hélézatban stacionarius.

Barmely igény rendszerbdl valé tavozasakor a tévozas utani
pillanatban litott sorhosszak egyiittes eloszldsa a teljes halézatban
stacionarius.
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Mit |4t egy beérkezd igény?

Emlékeztets: a PASTA elv azt mondta ki, hogy ha egy
Markov-sorban az érkezési folyamat Poisson-folyamat, akkor
minden egyes beérkezs igény a staciondrius sorhossz eloszlast latja.

Ez igaz nyilt Jackson-halézatokra is.

Tétel.

Barmely igénynek barmely sorba valo érkezésekor a latott
(beérkezési pillanat el6tti) sorhosszak egyiittes eloszlasa a teljes
hélézatban stacionarius.

Barmely igény rendszerbdl valé tavozasakor a tévozas utani
pillanatban litott sorhosszak egyiittes eloszldsa a teljes halézatban
stacionarius.

Nem biz.
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Atlagos rendszerben téltott id6

Tétel. (Atlagos rendszerben tsltstt ido)

Ha egy igény beall az i-edik sorba, akkor onnantdl a rendszerbdl
valé tavozasig sziikséges id6 varhatd értéke

m

SO - Py

Jj=1
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Atlagos rendszerben téltott id6

Tétel. (Atlagos rendszerben tsltstt ido)

Ha egy igény beall az i-edik sorba, akkor onnantdl a rendszerbdl
valé tavozasig sziikséges id6 varhatd értéke

m

SO - Py

Jj=1

Biz. Aszerint szamoljuk &ssze, hogy melyik sorba hanyszor allt be,
és ott mennyi id6t toltott.
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M/M/c és M/M /oo szerverek

Megjegyzések. Ha a halézatban nemcsak M/M/1 szerverek vannak,
hanem M/M/c vagy M/M /oo szerverek is, attél még miikodik
minden:

e a forgalmi egyenlet érvényes marad,

@ a stabilitas feltétele is ugyanagy az, hogy minden egyes sor
stabil legyen,

@ a hal6zat stacionarius eloszlasa is szorzat alaka, a megfelels
terhelésii sorok stacionarius eloszlasanak szorzata,

@ az atlagos rendszerben toltott idS képlete is hasonlé alaka,
csak az 1/(pj — Aj) helyett bonyolultabb tagokkal.

Sztochasztika Horvath lllés Jackson-halézatok



M/M/c és M/M /oo szerverek

Megjegyzések. Ha a halézatban nemcsak M/M/1 szerverek vannak,
hanem M/M/c vagy M/M /oo szerverek is, attél még miikodik
minden:

e a forgalmi egyenlet érvényes marad,

@ a stabilitas feltétele is ugyanagy az, hogy minden egyes sor
stabil legyen,

@ a hal6zat stacionarius eloszlasa is szorzat alaka, a megfelels
terhelésii sorok stacionarius eloszlasanak szorzata,

@ az atlagos rendszerben toltott idS képlete is hasonlé alaka,
csak az 1/(pj — Aj) helyett bonyolultabb tagokkal.

A Jackson-tételbdl viszont nem kdvetkezik, hogy az egyes sorok
érkezési folyamata fiiggetlen. Ha a hal6zatban van visszacsatolss,
akkor az egyes sorok érkezési folyamata nem fiiggetlen. De a
stacionarius eloszlas ilyenkor is szorzat alaka.
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Zart Jackson-halézatok

A kovetkez6t nevezziik zart Jackson-hal6zatnak vagy
Gordon—Newell-halézatnak:

@ a halézatban m darab M/M/1 szerver van, az i-edik szerver
kiszolgalasi ratdja pu;;
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Zart Jackson-halézatok

A kovetkez6t nevezziik zart Jackson-hal6zatnak vagy
Gordon—Newell-halézatnak:

@ a halézatban m darab M/M/1 szerver van, az i-edik szerver
kiszolgalasi ratdja pu;;

o ha az i-edik szerver kiszolgalt egy igényt, az igény Pj;
valésziniiséggel beall a j-edik szerver soraba.

Ezattal feltessziik, hogy nincsenek sem érkezé igények, sem tavozé
igények, a rendszerben 1évs igények szama allandé.
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Zart Jackson-halézatok

A kovetkez6t nevezziik zart Jackson-hal6zatnak vagy
Gordon—Newell-halézatnak:

@ a halézatban m darab M/M/1 szerver van, az i-edik szerver
kiszolgalasi ratdja pu;;

o ha az i-edik szerver kiszolgalt egy igényt, az igény Pj;
valésziniiséggel beall a j-edik szerver soraba.

Ezattal feltessziik, hogy nincsenek sem érkezé igények, sem tavozé
igények, a rendszerben 1évs igények szama allandé.

llyenkor

az iranyitasi matrix sztochasztikus.
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Zart Jackson-halézatok

Zart Jackson-halézatokra nem kell stabilitast vizsgalni.
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Zart Jackson-halézatok

Zart Jackson-halézatokra nem kell stabilitast vizsgalni.

A forgalmi egyenletben nincs kiilsé érkezés:

m
Ai = Pji;.
j=1

llyenkor a megoldas csak konstans szorzé erejéig egyértelmi; a
normalizalas a rendszerben keringd igények szamabdl jon majd.

Jeldlje a rendszerben 1évé igények (fix) szamat K.
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Zart Jackson-halézatok

Tétel. (Gordon—Newell)

A staciondrius eloszlis

m )\i k,-
Vst(k17‘--akm):H< > )

j=1 \Hi
ahol \j-k teljesitik a forgalmi egyenletet, és
A\
¥ () -t
(ki, ... km): 71
ki +--+kn=K

(Ezzel az egyenlettel a \j-k mar egyértelmiien meghatirozottak.)
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Zart Jackson-halézatok

Tétel. (Gordon—Newell)

A staciondrius eloszlis

m )\i k,-
Vst(k17"'7km):H< > )

j=1 \Hi
ahol \j-k teljesitik a forgalmi egyenletet, és
A\
¥ () -t
(ki, ... km): 71
ki +--+kn=K

(Ezzel az egyenlettel a \j-k mar egyértelmiien meghatirozottak.)

Biz. Ugyanigy csak ellenérizni kell a stacionarius eloszlas
egyenleteit, mint nyilt halézatokra.
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1. feladat

Az alabbi halézatban mindharom szerver FIFQ, a kiszolgalasi
ratajuk rendre pg =25, ug = 1.7, uc = 1.5.

v = 0.8

s S 1O—

B
va4 = 1.4

C

0.5

(a) Stabil-e a héalézat?
(b) Mekkora az egyes szerverek terheltsége?

(c) Egy kivillrgl A-ba beérkezs igény atlagosan mennyi idét télt a
rendszerben?

(d) Mi a rendszer stacionérius eloszlasa?
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1. feladat

(a) Stabil-e a halézat?
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1. feladat

(a) Stabil-e a halézat?

Megoldas. A P iranyitdsi matrix a kdvetkezé:

0 04 06
P=| 0 0 O
05 0 O
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1. feladat

(a) Stabil-e a halézat?

Megoldas. A P iranyitdsi matrix a kdvetkezé:

0 04 06
P=| 0 0 O
05 0 O

Legyen

v=(va7v8 7c) =(1.40.80), A= (Aa A Ac).
Az egyes szerverek érkezési ratajat a forgalmi egyenletbdl

tudjuk kiszamitani:
Al —P)=+.
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1. feladat

(a) A forgalmi egyenlet megoldasa

A=(2.01.612),

Sztochasztika Horvath lllés Jackson-halézatok



1. feladat

(a) A forgalmi egyenlet megoldasa
A=(201612),
igy

Aa=20< pup=2.5,
A =16 < ug =117,
Ae=12<puc=15

mind teljesiil, a rendszer stabil.
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1. feladat

(b) Mekkora az egyes szerverek terheltsége?
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1. feladat

(b) Mekkora az egyes szerverek terheltsége?

Megoldas.

pA = Aa/pa = 0.800,
pe = Ap/up = 0.941,
pc = Ac/pne = 0.800.
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1. feladat

(c) Egy kiviilrgl A-ba beérkezs igény atlagosan mennyi id6t tolt a
rendszerben?
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1. feladat

(c) Egy kiviilrgl A-ba beérkezs igény atlagosan mennyi id6t tolt a
rendszerben? Megoldas.

1.429 0.571 0.857
(I-P)y = 0 1 o |,
0.714 0.286 1.429

m

SO - PY My 1A_ 1143,

j=1 'U’J J
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1. feladat

(c) Egy kiviilrgl A-ba beérkezs igény atlagosan mennyi id6t tolt a
rendszerben? Megoldas.

1.429 0.571 0.857
(I-P)y = 0 1 o |,
0.714 0.286 1.429

Ky j

zm:[(/— Py 1A_ —11.43

j=1

(d) A rendszer stacionérius eloszlasa
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1. feladat

(c) Egy kiviilrgl A-ba beérkezs igény atlagosan mennyi id6t tolt a
rendszerben? Megoldas.

1.429 0.571 0.857
(I-P)y = 0 1 o |,
0.714 0.286 1.429

Ky j

S — Py 1A_ 1143,

Jj=1
(d) A rendszer stacionérius eloszlasa

Ver(ka, kg, ke) = (1 — pa)pii(1 — pB)pfe (1 — pc)pks =
= 0.00235 - 0.8k ke . 0.941k5.
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2. feladat

Az alabbi halézatban minden szerver M/M/1 tipusi, az egyes
szerverek kiszolgalasi rataja rendre pua = 6.0, ug = 2.0,

e = 4.0, up = 3.0. A kiviilrgl torténs érkezések rataja v4 = 2.5.
Az A szerverb&l kimeng igények p valésziniiséggel a B, 1 — p
valésziniiséggel a C szerver soraba allnak be.

TO—110—

1O—

C

(a) A p paraméter mely értékeire stabil a hal6zat?

(b) Jellemezziik a D szerver érkezési folyamatat.

(c) Szamitsuk ki egy véletlen beérkez8 igény atlagos rendszerben
toltott idejét a p paraméter fliggvényében.

(d) A p paraméter mely értékére lesz az atlagos rendszerben
toltott id6 minimalis?
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2. feladat

(a) A p paraméter mely értékeire stabil a hal6zat?
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2. feladat

(a) A p paraméter mely értékeire stabil a hal6zat?

Megoldas. Ez egy aciklikus halézat, az iranyitasi matrixa

1-p

oo oo
cooT
o o o |
[N ==}
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2. feladat

(a) A p paraméter mely értékeire stabil a hal6zat?

Megoldas. Ez egy aciklikus halézat, az iranyitasi matrixa

1-p

oo oo
cooT
o o o |
[N ==}

A forgalmi egyenlet megoldhaté expliciten:

Aa =74 =25,

A = pAa = 2.5p,
Ac=(1-p)Aa=25(1-p),
Ap = Ac = 2.5(1 — p).
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2. feladat

(a) A halézat pontosan akkor stabil, ha

A =25 < 14 = 6.0,

Ag =2.5p < ug = 2.0,

Ac =25(1 —p) < pc =4.0,
Ap =25p < up=23.0

mindegyike fennall, ahonnan
0<p<0.38

kell teljesiiljon.
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2. feladat

(a) A halézat pontosan akkor stabil, ha
Aa=25b< ua = 6.0,
Ag =2.5p < ug = 2.0,
Ac =25(1 —p) < pc =4.0,
Ap =25p < up=23.0
mindegyike fennall, ahonnan

0<p<0.38

kell teljesiiljon.
(b) Jellemezziik a D szerver érkezési folyamatat.
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2. feladat

(a) A halézat pontosan akkor stabil, ha
A =25 < s = 6.0,
Ag =2.5p < ug = 2.0,
Ac =2.5(1—p) < pc = 4.0,
Ap =25p < up=23.0
mindegyike fennall, ahonnan
0<p<0.38
kell teljesiiljon.
(b) Jellemezziik a D szerver érkezési folyamatat.

Megoldas. Aciklikus halézatban ha a kiilsé érkezési folyamatok
fliggetlen Poisson-pontfolyamatok, akkor az egyes szerverek
érkezési folyamata is Poisson-folyamat, igy a D szerver érkezési
folyamata PPP(2.5p).
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2. feladat

(c) Szamitsuk ki egy véletlen beérkezs igény atlagos rendszerben
toltott idejét a p paraméter fliggvényében.
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2. feladat

(c) Szamitsuk ki egy véletlen beérkezs igény atlagos rendszerben
toltott idejét a p paraméter fliggvényében.

Megoldas.
1 pl=pp
1|01 0 1
=P = 00 1 0}
00 0 1
és
4
1
(= Py =
; WUERY
0.2857 + P P P

4 —25(1—p) + 2—2.5,ﬂL 3-2.5p
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2. feladat

(c) Szamitsuk ki egy véletlen beérkezs igény atlagos rendszerben
toltott idejét a p paraméter fliggvényében.

Megoldas.
1 pl=pp
1|01 0 1
=P = 00 1 0}
00 0 1
és
4
1
(= Py =
; WUERY
0.2857 + P P P

4 —25(1—p) + 2—2.5,ﬂL 3-2.5p

(d) Az elsbbi figgvény a p € [0,0.8) intervallumon a minimumat
p = 0.141-nél veszi fel.

Sztochasztika Horvath lllés Jackson-halézatok



3. feladat

Az alabbi zart halézatban két igény kering. Az A szerver M/M/1,
kiszolgalasi rataja pa = 1.0, a B szerver szintén M/M/1 tipusd,
B = 2.0.

(a) Mik a lehetséges allapotok?

(b) Trjuk fel a teljes rendszer generatorat, és az alapjan szamitsuk
ki a stacionarius eloszlast.

(c) Szémitsuk ki a stacionarius eloszlast a Gordon-Newell tétel
alapjan.

(d) Adjuk meg az egyes szerverek terheltségét.
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3. feladat

(a) Mik a lehetséges allapotok?
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3. feladat

(a) Mik a lehetséges allapotok?

Megoldas. A lehetséges allapotok:

o (20): az A szerverben van mindkét igény;
o (11): az A szerverben és a B szerverben is 1 igény van;
o (02): a B szerverben van mindkét igény.
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3. feladat

(a) Mik a lehetséges allapotok?

Megoldas. A lehetséges allapotok:
o (20): az A szerverben van mindkét igény;
o (11): az A szerverben és a B szerverben is 1 igény van;
o (02): a B szerverben van mindkét igény.

(b) A (20)—(11) atmenet rataja 1.0 - 0.8, mivel ilyen atmenet
akkor torténik, ha az A szerver kiszolgélja a bent |évs két igény
koziil az elsét (ennek ratdja 1.0), ES az a B szerverbe keriil at
(ennek valésziniisége 0.8).
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3. feladat

(a) Mik a lehetséges allapotok?

Megoldas. A lehetséges allapotok:
o (20): az A szerverben van mindkét igény;
o (11): az A szerverben és a B szerverben is 1 igény van;
o (02): a B szerverben van mindkét igény.

(b) A (20)—(11) atmenet rataja 1.0 - 0.8, mivel ilyen atmenet
akkor torténik, ha az A szerver kiszolgélja a bent |évs két igény
koziil az elsét (ennek ratdja 1.0), ES az a B szerverbe keriil at
(ennek valésziniisége 0.8). Hasonléan a tobbi dtmenetrata:

o (20)—(11) rataja 1.0- 0.8 = 0.8;
o (11)—(20) rataja 2.0- 0.6 = 1.2;
o (11)—(02) rataja 1.0- 0.8 = 0.8;
o (20)—(11) rataja 2.0- 0.6 = 1.2.
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3. feladat

(b) A teljes rendszer mint Markov-lanc generatora

-08 08 0
Q= 1.2 -2 038
0 12 -12

az ehhez tartozé stacionarius eloszlas pedig

Vet = (0.4737 0.3158 0.2105).
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3. feladat

(c) Az iranyitasi matrix

0.2 0.8
P= [ 0.6 0.4]

Sztochasztika Horvath lllés Jackson-halézatok



3. feladat

(c) Az iranyitasi matrix

0.2 0.8
P= [ 0.6 0.4]

és a forgalmi egyenlet:

A= 0.224 + 0.6)5
Ag = 0.8\a + 0.4\5,
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3. feladat

(c) Az iranyitasi matrix

0.2 0.8
P= [ 06 04 ]
és a forgalmi egyenlet:

Aa=02X 4 +0.6Ap
A = 0.8\a + 0.4)B,

ahonnan
Aa=3c, Ag=4c

valamely ¢ > 0 konstanssal.
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3. feladat

(c) A Gordon—Newell tétel szerint ¢ értékét onnan kapjuk, hogy

m

o (O

(kiy... km): 71

ami itt

37C ? + 37C 47(: _|_ £ 2 — 1
1.0 1.0/ \ 2.0 20/ 7
ahonnan ¢ = 0.2294, és igy

Aa =3c=0.6882, A\g=4c=0.9177.
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3. feladat

(c) A stacionarius eloszlas a Gordon—Newell tételbdl szamolva

A
VSt(27 0) = (Iu:

AW2)
ver(1,1) = <A> (B> — 0.3158,
KA KB

g2
Ve (0,2) = () — 0.2105,

mB

2
> = 0.4737,

ami valéban megegyezik a generatorbdl szamolt stacionarius
eloszlassal.
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3. feladat

(c) A stacionarius eloszlas a Gordon—Newell tételbdl szamolva

A
VSt(27 0) = (Iu:

AW2)
ver(1,1) = <A> (B> — 0.3158,
KA KB

g2
Ve (0,2) = () — 0.2105,

mB

2
> = 0.4737,

ami valéban megegyezik a generatorbdl szamolt stacionarius
eloszlassal.

(d) Az egyes szerverek terhelése (kihasznaltsaga)
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3. feladat

(c) A stacionarius eloszlas a Gordon—Newell tételbdl szamolva

A
VSt(27 0) = (Iu:

AW2)
ver(1,1) = <A> (B> — 0.3158,
KA KB

g2
Ve (0,2) = () — 0.2105,

2
> = 0.4737,

mB

ami valéban megegyezik a generatorbdl szamolt stacionarius
eloszlassal.

(d) Az egyes szerverek terhelése (kihasznaltsaga)

PA = Aa/pia = 0.6882/1.0 = 0.6882,
PB = )\B/,LLB = 0.4588/1.0 = 0.4588.

Sztochasztika Horvath lllés Jackson-halézatok



