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A/1. feladat

Egy bizonyos virussal fert6zott szamitégép megfert6z véletlen

szamU tovabbi szamitégépet PGEO(1/2) eloszlassal, miel6tt a

virust megtalaljak rajta és kiirtjak. Kezdetben a virus csak egyetlen

szamit6égépen van jelen.

(a) Modellezziik a virus terjedését eldgazé folyamattal. Mik az
egyedek? A folyamat szubkritikus, kritikus vagy szuperkritikus?

(b) Mekkora a valdszintisége, hogy a virus terjedése el6bb-utébb
megall?

(c) Varhatéan hany szamitégépet fert6z meg a virus az
élettartama alatt?

Sztochasztika Horvath lllés Mintavizsga feladatok



A/1. feladat

Megoldas.

(a) Az egyedek a fert6zott gépek, és ha egy gép megfertéz egy
masikat, az a kdzvetlen leszarmazottja. PGEO(1/2) varhaté
értéke 1, igy a folyamat kritikus.
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A/1. feladat

Megoldas.

(a) Az egyedek a fert6zott gépek, és ha egy gép megfertéz egy
masikat, az a kdzvetlen leszarmazottja. PGEO(1/2) varhaté
értéke 1, igy a folyamat kritikus.

(b) Kritikus folyamatra a kihalas valdsziniisége 1, azaz annak a
valésziniisége, hogy a virus terjedése el6bb-utébb megall, 1.
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A/1. feladat

Megoldas.

(a)

(b)
()

Az egyedek a fertézott gépek, és ha egy gép megfertz egy
masikat, az a kdzvetlen leszarmazottja. PGEO(1/2) varhaté
értéke 1, igy a folyamat kritikus.

Kritikus folyamatra a kihalas valésziniisége 1, azaz annak a
valésziniisége, hogy a virus terjedése el6bb-utébb megall, 1.
Kritikus folyamat esetén E(N) = oo, ahol N a teljes populacié
mérete, azaz a virus az élettartama alatt varhatéan végtelen
sok szamitégépet fert6z meg.
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A/2. feladat

Egy tanar atlagosan 4 percet, maximum 10 percet tolt egy zarthelyi
javitasaval. Adjunk nagyeltérés-becslést annak a valdsziniiségére,
hogy 5 6ra nem elég 50 zarthelyi kijavitasara.
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A/2. feladat

Egy tanar atlagosan 4 percet, maximum 10 percet tolt egy zarthelyi
javitasaval. Adjunk nagyeltérés-becslést annak a valdsziniiségére,
hogy 5 6ra nem elég 50 zarthelyi kijavitasara.

Megoldas. Jeldlje X; azt, hogy hany percet foglalkozik az i-edik
zérthelyi javitasaval. Ekkor

S=Xi+--+X,

a javitassal toltott Gsszes id6, ahol N = 50. A kérdés P(S > 300).
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A/2. feladat

Feltessziik, hogy az X;-k fiiggetlenek. A feltételek alapjan
a=0<X;<10=0b
és E(X;) = 4, ahonnan
E(S) = N-E(X;) =50 -4 = 200.

Hoeffding korlat alkalmazhato:

2
P(S > 300) = P(S > 200 + 100) < exp (_N(2t3)2> =

~ =~ b —
E(S) t
2 - 1002
= —_—— | = —4) =~ 0.0183.
exp( 50(10_0)2> exp(—4) ~ 0.0183
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A/3. feladat

Egy kis iizlet parkoléjaban 2 auténak van hely. Atlagosan 10
percenként érkezik egy lgyfél autéval. Ha éppen van hely a
parkoléban, az ligyfél leparkol és bemegy az lizletbe. Ha a parkolé
tele van, az iigyfél egybdl tovabbhajt. Minden egyes ligyfél, aki
bement az iizletbe, atlagosan 5 percet tdlt bent, majd tavozik.

(a) Jeldlje X; a parkoléban &ll6 auték szamat a t id6pontban.
Milyen feltevésekre van sziikség, hogy X;-re teljesiiljon a
Markov-tulajdonsag? Adjuk meg a generatort.

(b) Mekkora az esélye, hogy egy véletlen idépontban a parkolé
lires?

(c) Hossza tavon az ligyfelek mekkora része tavozik amiatt, hogy
tele a parkolé?

Sztochasztika Horvath lllés Mintavizsga feladatok



A/3. feladat

Megoldas.

(a) Ha az tigyfelek érkezési folyamata Poisson-folyamat, és az egy
igyfél altal az iizletben eltoltott idé is exponencidlis eloszlasa
(és fiiggetlen minden mastél), akkor teljesiil a Markov
tulajdonsag. Az allapottér {0,1,2} a parkoléban lévs auték
szdma szerint.
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A/3. feladat

Megoldas.

(a) Ha az tigyfelek érkezési folyamata Poisson-folyamat, és az egy
igyfél altal az iizletben eltoltott idé is exponencidlis eloszlasa
(és fiiggetlen minden mastél), akkor teljesiil a Markov
tulajdonsag. Az allapottér {0,1,2} a parkoléban lévs auték
szdma szerint.

A generator
-1/10 1/10 0

1/5 —3/10 1/10
0 2/5 —2/5

Q

Ha 2 ligyfél van bent, akkor kiilon-kiilon a tavozasi ratajuk
1/5, igy annak a rataja, hogy barmelyik tavozik (ez felel meg a
2— 1 atmenetnek), 2/5.
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A/3. feladat

(b) Mekkora az esélye, hogy egy véletlen idépontban a parkolé
ires? Kiszamitjuk a vg = (xp x1 x2) stacionarius eloszlast. Ez

egy Markov-sor, igy teljesiilnek az egyensulyi egyenletek:

1 1 1
EXO = gxl, Exl = gX27 Xo+x1+x0 =1,
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A/3. feladat

(b) Mekkora az esélye, hogy egy véletlen idépontban a parkolé
ires? Kiszamitjuk a vg = (xp x1 x2) stacionarius eloszlast. Ez

egy Markov-sor, igy teljesiilnek az egyensulyi egyenletek:

1 1 1
EXO = gxl, Exl = gX27 Xo+x1+x0 =1,

ahonnan xg : x1 1 xp =8:4:1, igy v = (8/134/131/13), és
egy véletlen idépontban a parkold 8/13 valdsziniiséggel iires.
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A/3. feladat

(b) Mekkora az esélye, hogy egy véletlen idépontban a parkolé
ires? Kiszamitjuk a vg = (xp x1 x2) stacionarius eloszlast. Ez

egy Markov-sor, igy teljesiilnek az egyensulyi egyenletek:

1 1 1
EXO = gxl, Exl = gX27 Xo+x1+x0 =1,

ahonnan xg : x1 1 xp =8:4:1, igy v = (8/134/131/13), és
egy véletlen idépontban a parkold 8/13 valdsziniiséggel iires.

(c) Hossza tavon az lgyfelek mekkora része tavozik amiatt, hogy
tele a parkols?
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A/3. feladat

(b)

Mekkora az esélye, hogy egy véletlen idépontban a parkolé
ires? Kiszamitjuk a vg = (xp x1 x2) stacionarius eloszlast. Ez

egy Markov-sor, igy teljesiilnek az egyensulyi egyenletek:

1 1 1

—_ = — _ = — =1

1070 = X1 10~ 5% X0 + X1+ X2 )
ahonnan xg : x1 1 xp =8:4:1, igy v = (8/134/131/13), és
egy véletlen idépontban a parkold 8/13 valdsziniiséggel iires.
Hossza tavon az ligyfelek mekkora része tavozik amiatt, hogy
tele a parkolé? A parkolé az id6 1/13 részében van tele, igy
hosszi tavon az lgyfeleknek is az 1/13 része tavozik tele
parkolé miatt.
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A/4. feladat

Béla egy épitkezésen dolgozik, és az ideje p részét cigisziinetekkel
tolti. A héten 10 kiilonbdz6 véletlen idépontban elhaladtunk az
épitkezés mellett, és ebbdl Bélat 3-szor lattuk cigizni. Adjunk ez
alapjan momentum-becslést p értékére.

Sztochasztika Horvath lllés Mintavizsga feladatok



A/4. feladat

Béla egy épitkezésen dolgozik, és az ideje p részét cigisziinetekkel
tolti. A héten 10 kiilonbdz6 véletlen idépontban elhaladtunk az
épitkezés mellett, és ebbdl Bélat 3-szor lattuk cigizni. Adjunk ez
alapjan momentum-becslést p értékére.

Megoldas. Béla 10 kiilénb6z8 id6pont mindegyikében p
valésziniiséggel cigizik, fiiggetleniil a tébbi idéponttdl. Jeldlje X
azt, hogy hanyszor cigizik, ekkor X eloszlasa BIN(10,p), a konkrét
1 elem( minta pedig x = 3.
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A/4. feladat

Béla egy épitkezésen dolgozik, és az ideje p részét cigisziinetekkel
tolti. A héten 10 kiilonbdz6 véletlen idépontban elhaladtunk az
épitkezés mellett, és ebbdl Bélat 3-szor lattuk cigizni. Adjunk ez
alapjan momentum-becslést p értékére.

Megoldas. Béla 10 kiilénb6z8 id6pont mindegyikében p
valésziniiséggel cigizik, fiiggetleniil a tébbi idéponttdl. Jeldlje X
azt, hogy hanyszor cigizik, ekkor X eloszlasa BIN(10,p), a konkrét
1 elem( minta pedig x = 3.

g(p) = Ep(X) = 10p,

igy
g ' (x) = x/10,

és a momentum-becslés

g = (=g () =03
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A/5. feladat

Magyarorszagon a felnétt n6k magassaganak atlaga 164 cm, szérasa
9 cm. Tihamér azt allitja, hogy a sziiléfalujaban a nék magasabbak
az atlagosnal. Ennek tesztelésére megmeérjiik 25 felnétt né
magassagat a falubdl, és az atlagra 171 cm-t kapunk. Teszteljiik
95%-os konfidenciaszinten azt a hipotézist, hogy Tihamér
sziiléfalujaban a nék atlagos magassaga megegyezik az orszagos
atlaggal, azon hipotézis ellenében, hogy Tihamér sziiléfalujaban a
nék atlagos magassaga nagyobb az orszagos atlagnal.
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A/5. feladat

Magyarorszagon a felnétt n6k magassaganak atlaga 164 cm, szérasa
9 cm. Tihamér azt allitja, hogy a sziiléfalujaban a nék magasabbak
az atlagosnal. Ennek tesztelésére megmeérjiik 25 felnétt né
magassagat a falubdl, és az atlagra 171 cm-t kapunk. Teszteljiik
95%-os konfidenciaszinten azt a hipotézist, hogy Tihamér
sziiléfalujaban a nék atlagos magassaga megegyezik az orszagos
atlaggal, azon hipotézis ellenében, hogy Tihamér sziiléfalujaban a
nék atlagos magassaga nagyobb az orszagos atlagnal.

Megoldas. A varhaté értéket teszteljiik; a proba, amit végziink:
@ u-préba, mivel ismert a széras;
@ egymintas, mivel a minta varhatd értékét teszteljiik ismert
érték ellen;

e egyoldali, mivel az ellenhipotézis az, hogy a faluban magasabb
az atlag.
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A/5. feladat

A széras o = 9, a varhaté érték m ismeretlen. A hipotézis és
ellenhipotézis:

@ Hy: m=164;
@ Hi: m> 164.
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A/5. feladat

A széras o = 9, a varhaté érték m ismeretlen. A hipotézis és
ellenhipotézis:

o Hy: m= 164,
@ Hi: m> 164.
Kiszamitjuk a statisztikat:

% 171 — 164
u="2"H n= g V/25 ~ 4.889.
g

Sztochasztika Horvath lllés Mintavizsga feladatok



A/5. feladat

A széras o = 9, a varhaté érték m ismeretlen. A hipotézis és
ellenhipotézis:

o Hy: m= 164,
@ Hi: m> 164.
Kiszamitjuk a statisztikat:

% — 171 — 164
u:XJ“ﬁ: V25 ~ 4.680.

Kiszamitjuk a kvantilist. A konfidenciaszint 95%, igy € = 0.95, és

u: = 1.65.
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A/5. feladat

A széras o = 9, a varhaté érték m ismeretlen. A hipotézis és
ellenhipotézis:

o Hy: m= 164,
@ Hi: m> 164.
Kiszamitjuk a statisztikat:

% — 171 — 164
u:XJ“ﬁ: V25 ~ 4.680.

Kiszamitjuk a kvantilist. A konfidenciaszint 95%, igy € = 0.95, és
u: = 1.65.

A préba:

u=4.889 € (—o0, ;] = (—0o0,1.65]
nem teljesiil, igy elvetjik Ho-t és Hi-et fogadjuk el, ami szerint
Tihamér falujaban a n6k magasabbak az atlagosnal.
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B/2. feladat

Teri néni két ismerdsével szokott telefonon beszélni, a névérével és
a baratngjével. A ngvérével atlagosan hetente kétszer telefonal, a
baratn&jével atlagosan hetente haromszor.

(a) Mekkora a valdsziniisége, hogy Teri néni a hétvége folyaman
nem telefonal?

(b) Teri néni minden pletykat, amit hall, az els6 adandé
alkalommal tovabbad. Hétfé délben hall a névérétsl egy
pletykat; mekkora az esélye, hogy péntek délig még nem
mondta el a baratngjének?

(c) Mekkora a valészintisége, hogy a kovetkezd két
telefonbeszélgetése két kiilonbozd partnerrel zajlik?
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B/2. feladat

Megoldas.

(a) Az dsszes telefonhivas egyiitt Poisson-folyamatot alkot 5 hivas
per hét rataval. Legyen X az egy hétvégére es6 hivasok szama,
ekkor X ~ POI(5-2/7 = 10/7), és igy

(10/7)°

P(X =0) = Te—“’” ~ 0.240.
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B/2. feladat

Megoldas.

(a) Az dsszes telefonhivas egyiitt Poisson-folyamatot alkot 5 hivas

per hét rataval. Legyen X az egy hétvégére es6 hivasok szama,
ekkor X ~ POI(5-2/7 = 10/7), és igy

(10/7)°

o e 10/7 ~ 0.240.

P(X =0) =

(b) A baratngjével bonyolitott hivasok Poisson-folyamatot
alkotnak 3 hivas per hét rataval. Legyen Y a hétfs déltsl
péntek délig a baratngjével bonyolitott hivasok szama, ekkor
Y ~POI(3-4/7 =12/7), és igy

12/7)°
P(Y =0) = (0/|7)e—12/7 ~ 0.180.
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B/2. feladat

(c) Minden egyes telefonhivas 2/5 valdsziniiséggel torténik a
névérével és 3/5 valdszinliséggel a baratnéjével. Az, hogy a
kovetkez6 két telefonbeszélgetése két kiilonbozé partnerrel
zajlik, két médon lehetséges:

Osszesen a kérdéses valdszintiseg 12/25 = 0.48.
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B/2. feladat

(c) Minden egyes telefonhivas 2/5 valdsziniiséggel torténik a
névérével és 3/5 valdszinliséggel a baratnéjével. Az, hogy a
kovetkez6 két telefonbeszélgetése két kiilonbozé partnerrel
zajlik, két médon lehetséges:

Osszesen a kérdéses valdszintiseg 12/25 = 0.48.

Ugyanez picit masképp: legyen a kdvetkez8 2 hivasbdl a
névérével bonyolitottak szama X, ekkor X ~ BIN(2,2/5), és a
kérdéses valdszinliség

12

Sztochasztika Horvath lllés Mintavizsga feladatok



B/3. feladat

Egy atlétikai versenyen 400 részvevd indul. Kordbbi tapasztalatok
alapjan tudjuk, hogy a verseny alatt egy részvev§ vizfogyasztasanak
varhaté értéke 2 liter, szérdsa 1 liter. Mennyi vizet biztositsanak a
szervez8k a versenyre, ha azt szeretnék, hogy 99% valésziniiséggel
elég legyen a versenyz6knek?
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B/3. feladat

Egy atlétikai versenyen 400 részvevd indul. Kordbbi tapasztalatok
alapjan tudjuk, hogy a verseny alatt egy részvev§ vizfogyasztasanak
varhaté értéke 2 liter, szérdsa 1 liter. Mennyi vizet biztositsanak a
szervez8k a versenyre, ha azt szeretnék, hogy 99% valésziniiséggel
elég legyen a versenyz6knek?

Megoldas. Jeldlje X; azt, hogy az i-edik mennyi vizet fogyaszt.
Ekkor az Gsszfogyasztas S = X1 + - - - + X,,, ahol n = 400. Olyan C
értékre szeretnénk becslést adni, amelyre P(S < C) = 0.99.
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B/3. feladat

Egy atlétikai versenyen 400 részvevd indul. Kordbbi tapasztalatok
alapjan tudjuk, hogy a verseny alatt egy részvev§ vizfogyasztasanak
varhaté értéke 2 liter, szérdsa 1 liter. Mennyi vizet biztositsanak a
szervez8k a versenyre, ha azt szeretnék, hogy 99% valésziniiséggel
elég legyen a versenyz6knek?

Megoldas. Jeldlje X; azt, hogy az i-edik mennyi vizet fogyaszt.
Ekkor az Gsszfogyasztas S = X1 + - - - + X,,, ahol n = 400. Olyan C
értékre szeretnénk becslést adni, amelyre P(S < C) = 0.99. Tegyiik
fel, hogy a versenyz6k fogyasztasa fiiggetlen és azonos eloszlasi,

E(X) =2  D(X)=1.
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B/3. feladat

1%-os valdsziniiség becslésére alkalmazhaté a CHT:
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B/3. feladat

1%-os valdsziniiség becslésére alkalmazhaté a CHT:
S—nm _C—nm C—nm
P(S<C)=P < ~O(—— .
s<a-r (3 ) = ()

A jobboldalt egyenlévé tessziik 0.99-dal, ahonnan a standard
normaélis eloszlas tablazatabdl

C —nm

ov/n

= 2.33,
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B/3. feladat

1%-os valdsziniiség becslésére alkalmazhaté a CHT:
S—nm _C—nm C—nm
P(S<C)=P < ~O(—— .
s<a-r (3 ) = ()

A jobboldalt egyenlévé tessziik 0.99-dal, ahonnan a standard
normaélis eloszlas tablazatabdl

C —nm

ov/n

= 2.33,

ahonnan
C=nm+2.330y/n=400-2+2.33-1-1400 ~ 847

liter vizet érdemes biztositani.
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B/4. feladat

Egy onkiszolgalé fenymasolégéphez 6ranként atlagosan 5 ligyfél
érkezik. Ha egy lgyfél éppen szabadon talalja a gépet, akkor
elkezdi hasznalni, de ha olyankor érkezik, amikor valaki mas éppen
hasznalja a gépet, akkor tovabbmegy és nem tér vissza. A gép 10
oldal per perc sebességgel fénymasol. Egy ligyfél atlagosan 80
oldalt akar fénymasolni egyszerre.

(a) Modellezziik a gépet folytonos ideji Markov-lanccal! Mik az
allapotok, és milyen feltevésekre van sziikség ahhoz, hogy
teljesiiljon a Markov-tulajdonsag? Adjuk meg a generatort.

(b) Hossza tavon az idé6 mekkora részében szabad a
fénymasolégép?

(c) Egy oldal féenymasolasa 20 forint hasznot hoz a gép
iizemeltet8jének. Hosszl tavon atlagosan mennyi hasznot
termel a gép 6ranként?
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B/4. feladat

(a) Két allapot van aszerint, hogy a gép szabad vagy foglalt. Ha
az ligyfelek Poisson-folyamat szerint érkeznek, és az egy ligyfél
altal fénymasolandé mennyiség exponencialis eloszlas, akkor a
gép allapotara teljesiil a Markov-tulajdonsag.

Sztochasztika Horvath lllés Mintavizsga feladatok



B/4. feladat

(a) Két allapot van aszerint, hogy a gép szabad vagy foglalt. Ha
az ligyfelek Poisson-folyamat szerint érkeznek, és az egy ligyfél
altal fénymasolandé mennyiség exponencialis eloszlas, akkor a
gép allapotara teljesiil a Markov-tulajdonsag.

Az id6 mértékegysége legyen perc. Ekkor a generator

-5 5
Q= [ 75 15 ] :
mivel atlagosan 5 ligyfél érkezik éranként, és egy iligyfél altal a

gépnél toltott id6 varhato értéke 8 perc, ami 8/60 dra, a
befejezési rata ennek reciproka, ami 60/8 = 7.5.
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B/4. feladat

(b) Kiszamoljuk a stacionarius eloszlast. vs, = (xp x1)-re
—bxy +7.5x =0, bxy —7.5x =0, x1+x =1

alapjan vst = (x1 x2) = (0.6 0.4), igy az id6 60%-aban szabad
a fenymasologép.
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B/4. feladat

(b) Kiszamoljuk a stacionarius eloszlast. vs, = (xp x1)-re
—bxy +7.5x =0, bxy —7.5x =0, x1+x =1

alapjan vst = (x1 x2) = (0.6 0.4), igy az id6 60%-aban szabad
a fenymasologép.

(c) Amig a gép megy, addig oldalanként 20 forintot, vagyis
percenként 200 forintot, vagyis 6ranként 12000 forint hasznot
hoz a gép lizemeltet§jének. Amig nem megy, addig 0-t.
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B/4. feladat

(b) Kiszamoljuk a stacionarius eloszlast. vs, = (xp x1)-re
—bxy +7.5x =0, bxy —7.5x =0, x1+x =1

alapjan vst = (x1 x2) = (0.6 0.4), igy az id6 60%-aban szabad
a fenymasologép.

(c) Amig a gép megy, addig oldalanként 20 forintot, vagyis
percenként 200 forintot, vagyis 6ranként 12000 forint hasznot
hoz a gép lizemeltet§jének. Amig nem megy, addig 0-t.

Az ergodtétel alapjan a hosszi tava atlagos érankénti haszon
0.6-0-+0.4-12000 = 4800

forint.
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B/5. feladat

Szeretnénk tesztelni, hogy egy hatoldalt dobdkocka szabalyos-e.
Ehhez dobtunk vele 200-szor, az eredmény:

ériek [ 1 |23 [4|5]|6
darab | 41 [ 29 | 35 |30 [ 39 | 26

Dédntsiink 95%-os konfidenciaszinten arrél a hipotézisrél, hogy a
dobdkocka minden lapjara egyforma eséllyel esik, azon hipotézis
ellenében, hogy nem.
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B/5. feladat

Szeretnénk tesztelni, hogy egy hatoldalt dobdkocka szabalyos-e.
Ehhez dobtunk vele 200-szor, az eredmény:

ériek [ 1 |23 [4|5]|6

darab | 41 [ 29 | 35 |30 [ 39 | 26

Dédntsiink 95%-os konfidenciaszinten arrél a hipotézisrél, hogy a
dobdkocka minden lapjara egyforma eséllyel esik, azon hipotézis
ellenében, hogy nem.

Megoldas. Illeszkedésvizsgalatot végziink, az elméleti hattéreloszlas

ertek | 1 | 2 | 3 | 4|5 |6
valésziniiség | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6

A kategériak szdma r = 6, a minta mérete n = 200.
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B/5. feladat

A hipotézis és ellenhipotézis:
@ Hp: a minta az elméleti hattéreloszlasbél szarmazik;

@ Hi: a minta nem az elméleti hattéreloszlasbél szarmazik.
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B/5. feladat

A hipotézis és ellenhipotézis:

@ Hp: a minta az elméleti hattéreloszlasbél szarmazik;

@ Hi: a minta nem az elméleti hattéreloszlasbél szarmazik.
Kiszamitjuk a statisztikat:

Xg__(41——200-1/6)2 (29 — 200 - 1/6)?

200-1/6 200-1/6

(35 —200-1/6)> (30 —200-1/6)?
200-1/6 200-1/6

(39 —200-1/6)> (26 —200-1/6)? 53
200-1/6 200-1/6 o
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B/5. feladat

Meghatarozzuk a kvantilist a x? eloszlas tablazatabsl. A r —1 =5
szabadsagi fok x? eloszlas 95%-os konfidenciaszinthez tartozé
kvantilise

X2 = 9.49.

Sztochasztika Horvath lllés Mintavizsga feladatok



B/5. feladat

Meghatarozzuk a kvantilist a x? eloszlas tablazatabsl. A r —1 =5
szabadsagi fok x? eloszlas 95%-os konfidenciaszinthez tartozé

kvantilise
X2 = 9.49.

A préba:
X2 =5.32 < x2 =049

teljesiil, igy elfogadjuk Ho-t, ami szerint a dobékocka szabalyos.
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C/1. feladat

Van két érménk, az egyik szabalyos, a masiknak viszont mindkét
oldalan fej van. Talalomra valasztunk egy érmét, majd feldobjuk
haromszor.

(a) Mennyi a valésziniisége annak, hogy mindhdrom dobas fej?

(b) Feltéve, hogy mindharom dobas fej, mennyi a feltételes
val6szinlisége annak, hogy a szabalyos érmével dobtunk?
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C/1. feladat

Van két érménk, az egyik szabalyos, a masiknak viszont mindkét
oldalan fej van. Talalomra valasztunk egy érmét, majd feldobjuk
haromszor.

(a) Mennyi a valésziniisége annak, hogy mindhdrom dobas fej?

(b) Feltéve, hogy mindharom dobas fej, mennyi a feltételes
val6szinlisége annak, hogy a szabalyos érmével dobtunk?

Megoldas. Definialjuk a kovetkezé eseményeket:

A = {mindharom dobas fej},
B; = {a szabélyos érmét valasztottuk},

B, = {a dupla fejes érmét valasztottuk}.
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C/1. feladat

A megadott informacick alapjan
P(B1) =P(By) =1/2

mivel taldlomra valasztunk érmét,
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C/1. feladat

A megadott informacick alapjan
P(B1) =P(By) =1/2
mivel taldlomra valasztunk érmét, tovabba

P(A|By) = (;)3 P(AIB) = 1.

Sztochasztika Horvath lllés Mintavizsga feladatok



C/1. feladat

A megadott informacick alapjan
P(B1) =P(By) =1/2
mivel taldlomra valasztunk érmét, tovabba

P(A|By) = (;)3 P(AIB) = 1.

Teljes valdsziniiség alapjan

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2) =
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C/1. feladat

A megadott informacick alapjan
P(B1) =P(By) =1/2

mivel taldlomra valasztunk érmét, tovabba

1\3
P(A|B1) = (2> , P(A|B;) = 1.
Teljes valdsziniiség alapjan
11 1 9
P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B;) = 5% + 5 1= 6
P(B;|A) Bayes-tétel segitségével szamithaté ki:
P(AB)P(B1) 55 _1
P(Bi|A) = = ==
P(A) 2 79
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C/2. feladat

Egy orvos atlagosan 5 percet, maximum 15 percet foglalkozik egy
betegével. Adjunk nagyeltérés-becslést annak a valésziniiségére,
hogy egy 4 6ras rendelési id6 nem elég 25 betegre.
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C/2. feladat

Egy orvos atlagosan 5 percet, maximum 15 percet foglalkozik egy
betegével. Adjunk nagyeltérés-becslést annak a valésziniiségére,
hogy egy 4 6ras rendelési id6 nem elég 25 betegre.

Megoldas. Legyen az i-edik betegre forditott id6 X; (percben),
ekkor S = Xy + - - + X, az Osszes betegre forditott id6, ahol
n=25. A kérdés P(S > 240).
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C/2. feladat

Egy orvos atlagosan 5 percet, maximum 15 percet foglalkozik egy
betegével. Adjunk nagyeltérés-becslést annak a valésziniiségére,
hogy egy 4 6ras rendelési id6 nem elég 25 betegre.

Megoldas. Legyen az i-edik betegre forditott id6 X; (percben),
ekkor S = Xy + - - + X, az Osszes betegre forditott id6, ahol
n=25. A kérdés P(S > 240).

A feltétel szerint E(X;) =5ésa=0< X; <15 = b;
Hoeffding-korlatot alkalmazunk:

21152
P(S > 240) = P(S > 125 + 115) < e (507 ~ 0.0091.
(S) t
E
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C/3. feladat

Egy vasaron az arcfesté miivész kétféle mintat fest: tigrist vagy
pillangét. Egy tigrist 10 perc alatt fest meg, egy pillangét 20 perc
alatt. Minden egyes gyerek a tobbiektdl fiiggetleniil 2/3 eséllyel
tigrist kér, 1/3 eséllyel pillang6t. Hosszi sorban allnak a gyerekek,
az arcfest6 folyamatosan dolgozik.

(a) Modellezziik az arcfests tevékenységét diszkrét ideji
Markov-lanccal! Mik az éallapotok? Irjuk fel az
atmenet-valésziniiség matrixot.

(b) Hossza tavon az idé mekkora részét tolti tigris festésével?

(c) Az arcfest egy tigrisért 1800 forintot kér, egy pillangéért 1200
forintot. Mennyi a hossza tava atlagos bevétele éranként?
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C/3. feladat

Megoldas.

(a) Az allapotok T, P1, P2, ahol az id6egység 10 perc, és T jeldli
azt, hogy az adott 10 perces idGszakban tigrist fest, P1 azt,
hogy egy pillangé elss felét, P2 azt, hogy egy pillangé masodik
felét. Az atmenet-val6szinliség matrix

2/3 1/3 0
P=| 0 0 1
2/3 1/3 0
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C/3. feladat

Kiszamoljuk a stacionérius eloszlast:
2/3X1—|—2/3X3 = Xi, 1/3X1+1/3X3 =Xz, Xp=x3, Xi+x+x3=1,

ahonnan
vst = (x1 x2 x3) = (0.5 0.25 0.25).

Az allapotoknak hossza tavon a fele T, tehat az id6 felét tdlti tigris
festésével.
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C/3. feladat

Kiszamoljuk a stacionérius eloszlast:
2/3X1—|—2/3X3 = Xi, 1/3X1+1/3X3 =Xz, Xp=x3, Xi+x+x3=1,

ahonnan
vst = (x1 x2 x3) = (0.5 0.25 0.25).

Az allapotoknak hossza tavon a fele T, tehat az id6 felét tdlti tigris
festésével.

Az ergodtétel alapjan a hosszi tavi atlagos bevétele 10 perces
id6egységenként (a pillangé 1800 forintos arat kettéosztva a P1 és
P2 allapotok kozott)

0.5-1200 4 0.25-1800 + 0.25 - 0 = 1050,

éranként pedig 6 - 1050 = 6300 (forint).
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C/4. feladat

A vevék sorbanallnak egy fagyiarusnal. Az arus egyszerre egy vevét
szolgal ki, a tobbiek addig sorbanallnak. Ha a sor hossza (beleértve
az éppen kiszolgélas alatt allét is) legalabb 3 16, a tovabbi érkezék
azonnal tovabbmennek (pl. egy masik fagyiarushoz). A vevék
atlagosan 2 percenként érkeznek, és egy vevé kiszolgalasa atlagosan
1 percig tart.

(a) Mit kell feltenni, hogy a sor hossza folytonos idejd Markov-lanc
legyen? Irjuk fel a generatort.

(b) Atlagosan hany vevé all sorban?

(c) Atlagosan mennyi idét tolt egy vevs a fagyiarusnal (beleértve a
sorbanallast és a kiszolgalast is)?
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Megoldas.

(a) Az allapotok 0, 1, 2 vagy 3 aszerint, hogy hanyan allnak
sorban. Ha az érkezési folyamat Poisson-folyamat, akkor az
érkezési id6kozok EXP(1/2) eloszlastak. A kiszolgalasi idérél
csak annyi van megadva, hogy atlagosan 1 perc. Tegyiik fel
errdl is, hogy exponenciélis eloszlasi, ekkor a ratdja 1 kell
legyen, és a folyamatra teljesiil a Markov-tulajdonsag.
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Megoldas.

(a) Az allapotok 0, 1, 2 vagy 3 aszerint, hogy hanyan allnak
sorban. Ha az érkezési folyamat Poisson-folyamat, akkor az
érkezési id6kozok EXP(1/2) eloszlastak. A kiszolgalasi idérél
csak annyi van megadva, hogy atlagosan 1 perc. Tegyiik fel
errdl is, hogy exponenciélis eloszlasi, ekkor a ratdja 1 kell
legyen, és a folyamatra teljesiil a Markov-tulajdonsag.

A generator
-1/2 1)2 0 0
1 -3/2 1/2 0

0 1 —3/2 1/2
0 0 1 -1
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C/4. feladat

(b) Ki kell szamitanunk a stacionarius eloszlast. Ez egy
Markov-sor, teljesiilnek a dinamikus egyensily egyenletek:

L 1 L 1
—-xp=1-x —-x1=1-x
9 0 1, 2 1 25
1

E-xzzl-X3, Xo+x1+x=1,

ahonnan xg i x1 1 x0:x3=8:4:2:1, és
_( (8421
e = 0%28) = 15 15 15 15 )
Az ergodtétel alapjan az atlagos sorhossz

8 4 2 1 1
0.E+1.E+2.E+3.E_ENO.733.
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C/4. feladat

(c) A Little-formulat szeretnénk hasznalni. Az atlagos sorhossz

L= % a (b) rész alapjan. Az effektiv érkezési rata

4. 7
Ae = A= —
15" 15

(vevs per perc), mivel ha legalabb 3 f6s a sor, akkor tovabbi

vevék nem allnak be. Igy a Little formula szerint egy vevs
atlagos fagyisnal eltoltott ideje

11
W=L/Ae=— ~ 157

perc.
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C/5. feladat

Egy kabelen halad6 aram fesziiltségét csak hibaval terhelten tudjuk
mérni, a mérési eredménynek a szérasa 0.1V. 6 mérés eredményére
a kovetkez6 adédott (voltban): 8.86, 8.92, 8.85, 8.93, 8.95, 8.89.
Déntsiink 95%-os szinten arrél a hipotézisrdl, hogy a fesziiltség 9V
azon hipotézis ellenében, hogy a fesziiltség kevesebb, mint 9V.
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C/5. feladat

Egy kabelen halad6 aram fesziiltségét csak hibaval terhelten tudjuk
mérni, a mérési eredménynek a szérasa 0.1V. 6 mérés eredményére
a kovetkez6 adédott (voltban): 8.86, 8.92, 8.85, 8.93, 8.95, 8.89.
Déntsiink 95%-os szinten arrél a hipotézisrdl, hogy a fesziiltség 9V
azon hipotézis ellenében, hogy a fesziiltség kevesebb, mint 9V.
Megoldas.

@ o ismert, tehat u-prébat alkalmazunk;

@ egy minta varhaté értékét teszteljiik egy rogzitett érték ellen,

tehat egymintas u-préba;

@ Hi-ben p < 9 szerepel, tehat egyoldali egymintas u-préba.
A nullhipotézis és ellenhipotézis:

@ Hp: a varhaté érték m = 9;

@ Hi: a varhatd érték m < 9.
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C/5. feladat

Kiszamitjuk a statisztikat:

Sy L N YT
o 0.1
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C/5. feladat

Kiszamitjuk a statisztikat:

Sy L N YT
o 0.1

Kiszamitjuk a percentilist:

v = d71(1 —¢) = ©71(0.95) = 1.65.
Az Gsszehasonlitas:

u=—2.45¢ [—u.,00) =[-1.65,00)

nem teljesil, tehat Hp-t elutasitjuk 95%-os szignifikanciaszinten.
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F/4. feladat

Egy kis nyelviskolaban 3 nyelvtanar tanit, akik néha betegek.
Minden egyes tanar atlagosan 2 havonta betegszik meg (a
tobbiektd| fliggetleniil), és egy betegség atlagosan 10 napig tart. (1
hénapot tekintsiink 30 napnak.)

(a) Jeldlje X(t) az egészséges tanarok szamat a t idépontban. Mit
kell feltenni, hogy X(t) folytonos idejii Markov-lanc legyen?
Mik a lehetséges allapotok? Irjuk fel a generatort.

(b) Atlagosan hany tanar egészséges?
(c) Most 1 tanar beteg. Becsiiljiik meg annak a valésziniiségét,
hogy 2 nap milva minden tanar egészséges.
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F/4. feladat

(a) Az allapotok 0,1,2,3 aszerint, hogy hany tanar egészséges.
Ha feltessziik, hogy minden egyes tanar Poisson-folyamat
szerint betegszik meg a tobbiektdl fiiggetleniil, és a betegségek
hossza exponencialis eloszlast, akkor a folyamat folytonos
idejii Markov-lanc.

Sztochasztika Horvath lllés Mintavizsga feladatok



F/4. feladat

(a) Az allapotok 0,1,2,3 aszerint, hogy hany tanar egészséges.
Ha feltessziik, hogy minden egyes tanar Poisson-folyamat
szerint betegszik meg a tobbiektdl fiiggetleniil, és a betegségek
hossza exponencialis eloszlast, akkor a folyamat folytonos
idejii Markov-lanc.

A generator

~1/2 3/2 0 0
3 -3/2 2/2 0
0 6 —3/2 1/2 |’
0 0 9 -9

Q=

mivel egy tanar megbetegedési rataja 1/2, de ezt meg kell
szorozni az egészséges tanarok szamaval, hogy megkapjuk a
teljes megbetegedési ratat. A gydgyulassal is ugyanez a
helyzet.
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