Sztochasztika
3. feladatsor - Elagazo6 folyamatok, megoldasok
2023. 6sz

1. Egy nagyon nagy kozosségben kezdetben egyetlen ember hordoz egy fert6z6 betegséget. Miel6tt
meggyogyulna, tovabbadja a betegséget X; mésik embernek, ahol X; pesszimista geometriai el-
oszlast p paraméterrel. Miutan meggyogyult, nem fertéz tovabb. Minden tovabbi fertézott ember
a tobbiektdl fliggetleniil és ugyanilyen eloszlassal megfertéz Gjabb embereket, miel6tt meggyogyul.
Modellezziik elagazo6 folyamattal a torténteket, és ennek révén adjunk valaszt a kovetkezs kérdésekre
p=0,4és p=0,06 esetén is.

(a) Mennyi X7 varhato értéke?

(b) Mekkora annak a valészintisége, hogy az els§ emberen kiviil senki mas nem fertéz tovabb (azaz
a ,méasodik generaci¢” létszdma 0)7

(c) Jelolje X3 a harmadik generécié létszamat. Hatarozzuk meg E(X3) értékét.

(d) Mekkora annak a valészintsége, hogy semelyik generacio sem hal ki? (Ez az esemény felel meg
a jarvany kialakulasanak.)

(e) Jelolje N az 6sszes megbetegedés szamat. Hatdrozzuk meg N varhato értékét.

Megoldas. Jeldlje G(z) az utodeloszlas generatorfiiggvényét:

p
G(z) = =
(a) X
E(X:) = G'(1) = %p.

p = 0.4 esetén E(X;) = 3/2 = 1.5 > 1, azaz a folyamat szuperkritikus.
p = 0.6 esetén, E(X;) = 2/3 ~ 0.667 < 1, azaz a folyamat szubkritikus.

(b)

p = 0.4re P(Xs =0) = 0.526.
p = 0.6-re P(X3 =0) =~ 0.789.

(c)

p = 0.4-re E(X3) = (3)° = 3.375.

p = 0.6-re E(X3) = (2)” ~ 0.296.
(d) P(kihalas) = z*, a legkisebb nemnegativ gyoke a
_r
1-(1-p):z

egyenletnek. Ez egy masodfoki egyenletre vezet, a megoldasai

z=G(z) =

p

= 1 = .
21 ) zZ2 1— D
p = 0.4re z3 < 21, tehat P(kihalds) = z* = 25 = 2/3, és P(a folyamat sosem hal ki) = 1/3.
p = 0.6-re 21 < 22, tehat P(kihalas) = 2* = z; = 1, és P(a folyamat sosem hal ki) = 0.

(e) p=0.4 esetén a folyamat szuperkritikus és
E(N) = oo.

p = 0.6 esetén a folyamat szubkritikus és

1 1

BN =1—em ~1=23

3.

Osszefoglalva:



p=04 | p=0.6
E(X,) 15 | 0.667
P(X, = 0) 0526 | 0.789
E(X;) 3375 | 0.296
P(sosem hal ki) | 0.333 0
E(N) s 3

. Jelolje O(p) a kihalas valoszintiségét egy olyan eldgazo folyamatnal, melynél az utodeloszlas
P(X =k)=p(1-p)*, k=0,1,...

(Ez a pesszimista geometriai eloszlas.)

Szamitsuk ki ©(p) értékét tetszéleges 0 < p < 1 esetén.

Megoldas. Az utodeloszlas generdtorfiiggvénye

p
Gz) = —F—F—
(2) 1—(1-p)z’
a G(z) = z egyenlet megoldasai 1 és %. A két megoldas koziil a kisebbik a kihalas valoszintsége,

de az, hogy melyik a kisebb, p-t6l fiigg: p > 1/2 esetén 1 a kisebbik megoldas, p < 1/2 esetén &,
igy

{ 1fp ha p < 1/2,

OW) =1 1" nap>1s

. Legyen egy elagazo6 folyamat utddeloszlasanak generatorfiiggvénye G. Fejezziik ki G segitségével a
kovetkezs események feltételes valoszintiségét!
(a) A folyamat kihal, feltéve, hogy az els6 generacio létszama k.

(b) A folyamat nem hal ki, feltéve, hogy az elsG generécié nem halt ki.
Megoldas.

(a) Feltéve, hogy X; = k, az elagazé folyamatnak k fae 4ga van, melyek mindegyikének az elosz-
lasa megegyezik az eredeti folyamat eloszlasaval. Tehat minden &g z* valoszintséggel hal ki a
tobbiektdl fiiggetleniil, és

P(kihalas) = (2*)*.

(b)

P(kihalas, X
P(kihalas| X > 0) = (kihalds, Xy > 0) _

P(X; > 0)
P(kihalas) — P(kihalas, X1 = 0)
P(X, > 0) B
P(kihalas) — P(X; =0)
P(Xl > 0) B
z* — G(0)
1—-G(0) "

. Egy lanclevél arra kéri olvaséjat, hogy tovabbitsa 12 masik embernek. Aki megkapja, azoknak a
92%-a torli a levelet tovabbitéas nélkiil, 8% azonban tovabbitja 12 masik embernek.

(a) Modellezziik a helyzetet elagazo folyamattal. Mi az utddeloszlas varhato értéke? Szubkritikus,
kritikus vagy szuperkritikus a folyamat?
(b) Mekkora a valoszintisége, hogy a levél terjedése elGbb-utébb megall?
(c) Feltéve, hogy a levél eredeti szerz6je 12 embernek kiildte el, mennyi a lanclevél ,élettartama”
soran elkiildott levelek szamanak varhato értéke?
Megoldéas. Az utodeloszlas
P(X; =0) =0.92, P(X;, =12) = 0.08,
generatorfiiggvénye
G(z) = 0.92 + 0.082'2,
varhato értéke
G'(1) =0.962"|__, =0.96 <1,
tehat a folyamat szubkritikus.

Szubkritikus folyamatra P(kihalas) = 1, tehat 1 valoszintiséggel a levél terjedése el6bb-utébb megall.



4. DOmotor kap egy beadando feladatot a tanaratol, amit 50% eséllyel old meg helyesen. Amennyiben
elrontja, kap 2 tovabbi feladatot, melyeket szintén 50% eséllyel old meg helyesen (az el6zményektdl
fiiggetleniil). Minden tovabbi hibas megoldas ,jutalma” is két tovabbi feladat. Mennyi a valoszi-
ntisége, hogy Domé6tornek egy id6 utan nem kell tovéabbi feladatokat megoldania? Varhatoéan hany
feladatot kell eddig megoldania Gsszesen?

Megoldés. Legyenek a feladatok az egyedek, és egy feladatnak 0 vagy 2 utéda van attél fliggGen,
Domotor helyesen oldja-e meg. Az igy kapott elagazo folyamat utodeloszlasanak generatorfiiggvénye

G(z) = % + %,22.
G'(1) =1, igy a folyamat kritikus (és nem a determinisztikus folyamat), tehét
P(kihalas) = 1,
ami j6 hir.
Viszont ha N jeloli az 6sszes feladatok szamat, akkor
E(N) = oo,
ami nem annyira.

6. Egy id6s holgy ismer egy pletykat. Elmeséli 0, 1 vagy 2 mésik idSs holgynek egyforma eséllyel.
Minden egyes holgy, aki hallja a pletykat, elmeséli véletlen szamiu tovabbi holgynek, ugyanilyen
eloszlassal, a tobbiektdl fliggetleniil. Mennyi az esélye, hogy a pletyka 6rokké terjed? Szamitsuk ki
a pletykat megismerd holgyek szamanak varhato értékét.

Megoldas. Az utodeloszlas generatorfiiggvénye

1 1 1

G'(1) = 1, igy a folyamat kritikus (és nem a determinisztikus folyamat), igy a kihalas valdsziniisége
1, azaz annak az esélye, hogy a pletyka 6rokké terjed, 0. A pletykit megismerd holgyek szamanak
varhato értéke E(N) = oo.



