Sztochasztika
4. feladatsor - Poisson pontfolyamatok, megoldasok
2023. Gsz

1. Egy telefonkoézpontba 5 perc alatt atlagosan 8 helyi hivas és 2 tavolsagi hivas érkezik.

(a) Mekkora a valosziniisége annak, hogy 2 perc alatt pontosan 1 tavolsagi hivas érkezik?
(b) Mekkora a valoszintisége annak, hogy 2 perc alatt legfeljebb 3 hivas érkezik Gsszesen?

(c) Mekkora a feltételes valoszintisége annak, hogy egy 2 perces idGszak alatt pontosan 1 tavolsagi hivas
érkezik, feltéve, hogy ugyanezen idg alatt legfeljebb 3 hivas érkezik Gsszesen?

(d) Mi az eloszlasa és varhato értéke az aznapi elsé helyi hivasig eltelt idonek?
(e) Mi az eloszlasa és varhato értéke az aznapi elsG hivasig eltelt idének?

(f) Mekkora az esélye, hogy az els6 hivas helyi?
Megoldas.

(a) A tavolsagi hivasok PPP 2/5 = 0.4 rataval (hivas per perc), igy ha X a hivasok szama egy 2 perces
idgszak alatt, akkor
X ~ POI(0.4 x 2) = POI(0.8),
és
0.8!
1!
(b) Az uni6 tétel alapjan az Gsszes hivas Poisson folyamat 10/5 = 2 rataval, igy ha Y a hivasok szama 2
perc alatt, akkor

P(X=1)= e 0% ~ 0.359.

Y ~POI(2 x 2) = POI(4),
és

P(Y<3)=PY =0)+P(Y =1)+P(Y =2)+P(Y =3) =

P(Y < 3) értékét mar kiszamitottuk a (b) kérdésnél.
P(X = 1,Y < 3) kiszamitasanal arra figyeljiink, hogy X és Y nem fiiggetlenek, mivel Y tartalmazza

az. X darab téavolsagi hivast is. Legyen
Y=X+72

ahol Z a helyi hivasok szama ugyanazon 2 perces intervallum alatt. Z ~ POI(8/5 x 2 = 3.2), és
fliggetlen X-t6l. Ekkor

P(X=1Y<3)=P(X=1,Z<2)=P(X=1)P(Z<2) =

08 g (320 ., 32t ., 322 .,
Te . Te + Te + 76 ~ 0137,
és
P(X=1,Y <3)
P(X=1Y <3) = — 7 =
(X =1y £3)= =5
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(d) A helyi hivasok PPP(8/5)-6t alkotnak, tehat az érkezési id6kozok EXP(8/5) eloszlastak, ennek a
varhato értéke 5/8. Ennyit kell atlagosan varni az elss helyi hivasra.

(e) Az 0sszes hivasok folyamata PPP(10/5), tehat az érkezési id6kozok EXP(10/5) eloszlasuak, ennek a
varhaté értéke 5/10. Ennyit kell atlagosan varni az els6 barmilyen hivésra.



(f) A ritkitas tétel szerint minden egyes hivas helyi 8/10 valészintiséggel, a tobbi hivastol fiiggetleniil.

3. BEgy irodaban két iigyintéz, Andras és Bea fogadjak a beérkezd hivasokat. Atlagosan 5 percenként érkezik
egy hivés; minden hivasnal feldobnak egy szabalyos érmét, hogy eldontsék, melyikiik fogadja. Mekkora a
valészintisége annak, hogy. ..

(a) 10:00 és 10:20 koz6tt Andras pontosan 2 hivast fogad?

(b) 10:00 és 10:20 kozott Andras fogadja az Gsszes beérkezs hivast?

(c) 10:00 és 10:20 kozott Andras pontosan 2 hivast fogad, feltéve, hogy ez alatt az idészak alatt 6 fogadja
az Osszes beérkezd hivast?

Megoldas.

(a) Az Gsszes hivasok rataja 1/5 hivas per perc, az Andras altal fogadott hivasok rataja pedig igy 1/10
hivés per perc, és egy 20 perces idGtartam alatt az Andrés altal fogadott hivasok szama POI(20-1/10 =
2) eloszlasu, és
2

2
Pr(10:00 és 10:20 kozott Andras pontosan 2 hivast fogad) = 5672 ~ 0.271.

(b) Az, hogy az Gsszes hivast Andrés fogadja, ugyanaz az esemény, minthogy Bea 0 hivast fogad, igy

20
Pr(10:00 és 10:20 kozott Andras fogadja az Osszes beérkezs hivast) = 56_2 ~ 0.135.

(c) A Bea éaltal fogadott hivasok fiiggetlenek az Andras altal fogadott hivasoktol, igy a feltétel (ami
szerint Bea 0 hivéast fogad) nem valtoztatja meg az (a) részben kapott valaszt.

4. Egy szerverhez A és B tipust csomagok érkeznek, masodpercenként atlagosan 1 A tipust és 1.5 B tipust.

(a) Mekkora a valosziniisége, hogy az els6 érkez6 csomag A tipusa?

(b) Jelolje X az els6 A tipust csomag el6tt érkezé B tipusu csomagok szamét. Milyen eloszlasa X7

¢) Legyen T mindentdl fliggetlen EXP(0.5) eloszlasi, és legyen Y a T id§ alatt érkezé A tipustu csomagok

gy g8 ) gy p g
szama. Szamitsuk ki Y varhato értékét. Adjuk meg a teljes eloszlasat is.
Megoldas.
a) Minden csomag a tobbitdl fiiggetleniil ——+ = 0.4 valoszintiséggel A tipusi, igy 0.4 a valészinisége
1+1.5
annak is, hogy az els6 érkez csomag A tipusu.

(b) Sorban jonnek a csomagok, tekintsiink mindegyikre ugy, mint egy probalkozas, hogy B tipusi csomag
jojjon. Ekkor a ,sikertelen prébalkozasok” pont az A tipusd csomagok; a szamuk eloszlasa az elsd
sikeres (B tipust csomag) elétt PGEO(0.6) eloszlasu.

(c) Toronyszabaly alapjan:
E(Y) = E(E(Y|T)) = E(T) = 1/0.5 = 2.

Vezessiink be ,fantom” érkezéseket 0.5 ratéval, fiiggetleniil az eredeti folyamattol. Ekkor a T' hosszu
intervallum felfoghato6 gy is, mint az els§ fantom érkezés ideje. Az A tipust csomagok szama az elsd
fantom érkezés el6tt PGEO(0.5/(1 + 0.5) = 1/3) eloszlasu.

6. Otté autojanak két fényszoroja van (bal és jobb). A bal fényszord atlagosan kétévente egyszer romlik el,
a jobb fényszéro viszont egy gyartéasi hiba miatt atlagosan 8 havonta romlik el.
(a) Atlagosan milyen gyakran romlik el valamelyik fényszoro?
(b) Mekkora az esélye, hogy a fényszorok végig hibéatlanul tizemelnek a tél folyaman? (A tél 3 honap.)
(c) Mekkora az esélye, hogy a kovetkezs két fényszoré meghibisodas mindketts a bal oldali fényszoron
torténik?

Megoldas.

(a) A baloldali fényszoéré elromlési rataja 1/2 (alkalom/év), a jobboldali fényszoréé 3/2 alkalom/év. Igy
annak a rataja, hogy valamelyik fényszoro elromlik, 2/év, azaz atlagosan félévente romlik el valamelyik
fényszoro.



(b) Legyen X az elromlasok szama a tél alatt. X ~POI(1/4-2 = 2), igy
20
P(X =0) = a6*2 ~ 0.135.
Masik megoldés. Legyen T az els6 elromlas ideje a tél kezdetétsl. Ekkor T~ EXP(2), és
P(T>1/4)=1-F(1/4)=1—- (1 —e 2% =722 0.135.

(c) A meghibasodasok ratainak aranya: bal:jobb = (1/2) : (3/2), azaz minden meghibdsodés a t6bbitdl

fliggetleniil % = % eséllyel kovetkezik be a baloldali fényszoron.

Annak a valoszintisége, hogy a kiovetkezd 2 meghibdsodas mindkettd a bal oldalon kovetkezik be,
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. Panka mauzsolas siitit siit; egy nagy tal tésztaba 300 mazsolat rak, és aztan 100 siitit siit beldle.

(a) Mekkora a valosziniisége annak, hogy egy siitibe egyaltalan nem keriil mazsola?

(b) Mekkora a valoszintisége annak, hogy egy siitibe nem keriilt mazsola, feltéve, hogy a felét mar meg-
ettiik és abban nem volt mazsola?

Megoldas.

(a) Az egy siitibe es6 mazsolak szamanak eloszlasa BIN(300,1/100), és

300\ / 1\’ 1\
Pr(egy siitibe egyaltalan nem keriil mazsola) = < 0 > (100) <1 - 100) ~ 0.0490.

Masrészt BIN(300,1/100) jo kozelitéssel POI(3), és igy

30
Pr(egy siitibe egyaltalan nem keriil mazsola) ~ ae“n’ ~ 0.0498.

(b) Hasonloan a fél siitibe esé mazsolak szamanak eloszlasa BIN(300,1/200), és

300\ / 1 \° 1\
Pr(egy siitibe egyaltalan nem keriil mazsola) = ( 0 ) (200> (1 — 200) ~ 0.222,

vagy

(3/2)°
0!

. Egy 200 oldalas kéziratban &tlagosan 3 helyesirasi huba van oldalanként. A korrektor minden egyes hibat
90% eséllyel vesz észre; a megtalalt hibakat megjeldli.

Pr(egy siitibe egyaltalan nem keriil mazsola) ~ e™3/2 ~0.223.

(a) Varhatéan hany hiba marad a kéziratban, miutan kijavitjak a korrektor altal megtalalt hibakat?
(b) Mekkora az esélye, hogy a korrektor egy oldalon az Gsszes hibat megtalalja?

(c) Feltéve, hogy egy oldalon 3 hiba van, mekkora az esélye, hogy mindharom az oldal alsé felén van?
Megoldas.

(a) Az Osszes hibak folyamata PPP 3 hiba per oldal rataval, és a ritkitds miatt a megmaradé hibak egy
PPP 3 x 0.1 = 0.3 rataval. Az Osszes megmarado hibdk szama 200 oldalon POI(200 x 0.3 = 60)
eloszlasi, melynek varhato értéke 60.

(b) Az, hogy a korrektor az Gsszes hibat megtalalja egy oldalon, ekvivalens azzal, hogy 0 hiba maradt. A
megmarado hibak szama egy oldalon X ~ POI(0.3) eloszlast, és

0.3

P(X =0) = Fe_o'?’ ~ 0.741.

(c) Feltéve, hogy 3 hiba van, azok helyzete az oldalon beliil fiiggetlen egyenletes, igy annak az esélye,

hogy mindharom az oldal alsé felén van, (%)3



9.

10.

11.

Egy erdében atlagosan 100 négyzetméterenként 10 fa nS. A fak torzsét a talajszinthez képest 2 méteres
magassagig tekintstik 20 cm atmérdsji hengereknek.
(a) Mekkora az esélye, hogy egy 10 négyzetméteres teriileten egyetlen fa sem ng?
(b) Mekkora az esélye, hogy egy véletlen iranyba kil6tt puskagolyo legalabb 50 métert repiil anélkiil,
hogy fanak {itkdzne?
Megoldas.

(a) A fak kézéppontjai 2-dimenziés Poisson folyamat 10/100 = 0.1 fa per m? rataval, igy a fak szdma egy
10m?2-es teriileten X ~ POI(10m? x 0.1-1; = 1), és

0

1
P(X =0) = ae*l ~ 0.368.

(b) A puskagoly6 akkor talal el egy fat, ha a fa kézéppontja 10 cm-nél kizelebb van a goly6 palyajahoz,
mivel a fak sugara 10 cm.

Ez egy 50m x 20cm-es savot jelent a goly6é pélydja mentén; a golyd pontosan akkor fog legalabb 50
métert repiilni, ha ez a sav nem tartalmaz egy fa kozéppontot sem.

A sav teriilete 50m x 20cm = 10m?, igy a beleesd fa kozéppontok szdma X ~ POI(10m? x 0.1# =1),
és
10
P(X =0) = ae*1 ~ 0.368
(ahogy az (a) részben kiszamoltuk).
Egy uton az elhaladé kamionokat szamoljuk. A kamionforgalom stirtisége napkdzben nem allandé, az
oranként elhalad6 kamionok szamanak ratafiiggvénye a kovetkezd:

r(z) =6 —4cos (%x) x € [0,24]

(a) Abrazoljuk a ratafiiggvényt. Hol van maximuma?
(b) Mekkora az egy nap alatt elhaladé kamionok szamanak varhato értéke?
(c) Mekkora annak a valészintsége, hogy 12 és 13 ora kozott pontosan 3 kamion halad el?
Megoldas.
(a) Ez egy inhomogén Poisson folyamat. A réata fliggvény 2 és 10 kozott valtozik, maximuma ¢ = 6-nal és
t = 18-nal van.

(b) Az egy nap alatt elhaladé Gsszes kamionok szama

24
X ~ POI (/ A(t)dt = 144) ,
0

aminek a varhato értéke 144.
(b) A 12:00 és 13:00 kozott elhaladé kamionok szama

13 3
Y ~ POL ( At)dt =4 — 2 ~ 3.045) ,

12 T
és

_3)3
P(Y =3) = ue‘** ~ 0.224.

3!
Egy szabalyos hatoldalu kockaval dobalunk, és Osszeadjuk a kapott szamokat. Addig dobalunk, amig
atlépjiik (vagy pont elérjiik) az 1000-et. Legyen X az utolsé dobéas értéke. Hatarozzuk meg X eloszlasat.

Megoldas. Egy 6-ossal 6 szamot lépiink at, mig egy 1-essel csak 1-et, igy az 1000-et 6-szor akkora valé-
szintséggel 1épjiik 4t 6-ossal, mint 1-essel, és hasonléan a tobbi értékre is, azaz a kérdéses eloszlas a sima
kockadobas értékének hossztorzitott valtozata, azaz
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T

21‘



