
Sztochasztika
4. feladatsor - Poisson pontfolyamatok, megoldások

2023. ®sz

1. Egy telefonközpontba 5 perc alatt átlagosan 8 helyi hívás és 2 távolsági hívás érkezik.

(a) Mekkora a valószín¶sége annak, hogy 2 perc alatt pontosan 1 távolsági hívás érkezik?

(b) Mekkora a valószín¶sége annak, hogy 2 perc alatt legfeljebb 3 hívás érkezik összesen?

(c) Mekkora a feltételes valószín¶sége annak, hogy egy 2 perces id®szak alatt pontosan 1 távolsági hívás
érkezik, feltéve, hogy ugyanezen id® alatt legfeljebb 3 hívás érkezik összesen?

(d) Mi az eloszlása és várható értéke az aznapi els® helyi hívásig eltelt id®nek?

(e) Mi az eloszlása és várható értéke az aznapi els® hívásig eltelt id®nek?

(f) Mekkora az esélye, hogy az els® hívás helyi?

Megoldás.

(a) A távolsági hívások PPP 2/5 = 0.4 rátával (hívás per perc), így ha X a hívások száma egy 2 perces
id®szak alatt, akkor

X ∼ POI(0.4× 2) = POI(0.8),

és

P(X = 1) =
0.81

1!
e−0.8 ≈ 0.359.

(b) Az unió tétel alapján az összes hívás Poisson folyamat 10/5 = 2 rátával, így ha Y a hívások száma 2
perc alatt, akkor

Y ∼ POI(2× 2) = POI(4),

és

P(Y ≤ 3) = P(Y = 0) + P(Y = 1) + P(Y = 2) + P(Y = 3) =

40

0!
e−4 +

41

1!
e−4 +

42

2!
e−4 +

43

3!
e−4 ≈ 0.433.

(c) Ugyanazzal a jelöléssel a kérdés

P(X = 1|Y ≤ 3) =
P(X = 1, Y ≤ 3)

P(Y ≤ 3)
.

P(Y ≤ 3) értékét már kiszámítottuk a (b) kérdésnél.
P(X = 1, Y ≤ 3) kiszámításánál arra �gyeljünk, hogy X és Y nem függetlenek, mivel Y tartalmazza
az X darab távolsági hívást is. Legyen

Y = X + Z,

ahol Z a helyi hívások száma ugyanazon 2 perces intervallum alatt. Z ∼ POI(8/5 × 2 = 3.2), és
független X-t®l. Ekkor

P(X = 1, Y ≤ 3) = P(X = 1, Z ≤ 2) = P(X = 1)P(Z ≤ 2) =

0.81

1!
e−0.8 ·

(
3.20

0!
e−3.2 +

3.21

1!
e−3.2 +

3.22

2!
e−3.2

)
≈ 0.137,

és

P(X = 1|Y ≤ 3) =
P(X = 1, Y ≤ 3)

P(Y ≤ 3)
=

0.81

1! e
−0.8 ·

(
3.20

0! e
−3.2 + 3.21

1! e
−3.2 + 3.22

2! e
−3.2

)
40

0! e
−4 + 41

1! e
−4 + 42

2! e
−4 + 43

3! e
−4

≈ 0.315.

(d) A helyi hívások PPP(8/5)-öt alkotnak, tehát az érkezési id®közök EXP(8/5) eloszlásúak, ennek a
várható értéke 5/8. Ennyit kell átlagosan várni az els® helyi hívásra.

(e) Az összes hívások folyamata PPP(10/5), tehát az érkezési id®közök EXP(10/5) eloszlásúak, ennek a
várható értéke 5/10. Ennyit kell átlagosan várni az els® bármilyen hívásra.



(f) A ritkítás tétel szerint minden egyes hívás helyi 8/10 valószín¶séggel, a többi hívástól függetlenül.

3. Egy irodában két ügyintéz®, András és Bea fogadják a beérkez® hívásokat. Átlagosan 5 percenként érkezik
egy hívás; minden hívásnál feldobnak egy szabályos érmét, hogy eldöntsék, melyikük fogadja. Mekkora a
valószín¶sége annak, hogy. . .

(a) 10:00 és 10:20 között András pontosan 2 hívást fogad?

(b) 10:00 és 10:20 között András fogadja az összes beérkez® hívást?

(c) 10:00 és 10:20 között András pontosan 2 hívást fogad, feltéve, hogy ez alatt az id®szak alatt ® fogadja
az összes beérkez® hívást?

Megoldás.

(a) Az összes hívások rátája 1/5 hívás per perc, az András által fogadott hívások rátája pedig így 1/10
hívás per perc, és egy 20 perces id®tartam alatt az András által fogadott hívások száma POI(20·1/10 =
2) eloszlású, és

Pr(10:00 és 10:20 között András pontosan 2 hívást fogad) =
22

2!
e−2 ≈ 0.271.

(b) Az, hogy az összes hívást András fogadja, ugyanaz az esemény, minthogy Bea 0 hívást fogad, így

Pr(10:00 és 10:20 között András fogadja az összes beérkez® hívást) =
20

0!
e−2 ≈ 0.135.

(c) A Bea által fogadott hívások függetlenek az András által fogadott hívásoktól, így a feltétel (ami
szerint Bea 0 hívást fogad) nem változtatja meg az (a) részben kapott választ.

4. Egy szerverhez A és B típusú csomagok érkeznek, másodpercenként átlagosan 1 A típusú és 1.5 B típusú.

(a) Mekkora a valószín¶sége, hogy az els® érkez® csomag A típusú?

(b) Jelölje X az els® A típusú csomag el®tt érkez® B típusú csomagok számát. Milyen eloszlású X?

(c) Legyen T mindent®l független EXP(0.5) eloszlású, és legyen Y a T id® alatt érkez® A típusú csomagok
száma. Számítsuk ki Y várható értékét. Adjuk meg a teljes eloszlását is.

Megoldás.

(a) Minden csomag a többit®l függetlenül 1
1+1.5 = 0.4 valószín¶séggel A típusú, így 0.4 a valószín¶sége

annak is, hogy az els® érkez® csomag A típusú.

(b) Sorban jönnek a csomagok, tekintsünk mindegyikre úgy, mint egy próbálkozás, hogy B típusú csomag
jöjjön. Ekkor a �sikertelen próbálkozások� pont az A típusú csomagok; a számuk eloszlása az els®
sikeres (B típusú csomag) el®tt PGEO(0.6) eloszlású.

(c) Toronyszabály alapján:
E(Y ) = E(E(Y |T )) = E(T ) = 1/0.5 = 2.

Vezessünk be �fantom� érkezéseket 0.5 rátával, függetlenül az eredeti folyamattól. Ekkor a T hosszú
intervallum felfogható úgy is, mint az els® fantom érkezés ideje. Az A típusú csomagok száma az els®
fantom érkezés el®tt PGEO(0.5/(1 + 0.5) = 1/3) eloszlású.

6. Ottó autójának két fényszórója van (bal és jobb). A bal fényszóró átlagosan kétévente egyszer romlik el,
a jobb fényszóró viszont egy gyártási hiba miatt átlagosan 8 havonta romlik el.

(a) Átlagosan milyen gyakran romlik el valamelyik fényszóró?

(b) Mekkora az esélye, hogy a fényszórók végig hibátlanul üzemelnek a tél folyamán? (A tél 3 hónap.)

(c) Mekkora az esélye, hogy a következ® két fényszóró meghibásodás mindkett® a bal oldali fényszórón
történik?

Megoldás.

(a) A baloldali fényszóró elromlási rátája 1/2 (alkalom/év), a jobboldali fényszóróé 3/2 alkalom/év. Így
annak a rátája, hogy valamelyik fényszóró elromlik, 2/év, azaz átlagosan félévente romlik el valamelyik
fényszóró.



(b) Legyen X az elromlások száma a tél alatt. X ∼ POI(1/4 · 2 = 2), így

P(X = 0) =
20

0!
e−2 ≈ 0.135.

Másik megoldás. Legyen T az els® elromlás ideje a tél kezdetét®l. Ekkor T ∼ EXP(2), és

P(T > 1/4) = 1− F (1/4) = 1− (1− e−2·1/4) = e−2 ≈ 0.135.

(c) A meghibásodások rátáinak aránya: bal:jobb = (1/2) : (3/2), azaz minden meghibásodás a többit®l
függetlenül 1/2

1/2+3/2 = 1
4 eséllyel következik be a baloldali fényszórón.

Annak a valószín¶sége, hogy a következ® 2 meghibásodás mindkett® a bal oldalon következik be,(
1

4

)2

=
1

16
.

7. Panka mazsolás sütit süt; egy nagy tál tésztába 300 mazsolát rak, és aztán 100 sütit süt bel®le.

(a) Mekkora a valószín¶sége annak, hogy egy sütibe egyáltalán nem kerül mazsola?

(b) Mekkora a valószín¶sége annak, hogy egy sütibe nem került mazsola, feltéve, hogy a felét már meg-
ettük és abban nem volt mazsola?

Megoldás.

(a) Az egy sütibe es® mazsolák számának eloszlása BIN(300, 1/100), és

Pr(egy sütibe egyáltalán nem kerül mazsola) =

(
300

0

)(
1

100

)0(
1− 1

100

)300

≈ 0.0490.

Másrészt BIN(300, 1/100) jó közelítéssel POI(3), és így

Pr(egy sütibe egyáltalán nem kerül mazsola) ≈ 30

0!
e−3 ≈ 0.0498.

(b) Hasonlóan a fél sütibe es® mazsolák számának eloszlása BIN(300, 1/200), és

Pr(egy sütibe egyáltalán nem kerül mazsola) =

(
300

0

)(
1

200

)0(
1− 1

200

)300

≈ 0.222,

vagy

Pr(egy sütibe egyáltalán nem kerül mazsola) ≈ (3/2)0

0!
e−3/2 ≈ 0.223.

8. Egy 200 oldalas kéziratban átlagosan 3 helyesírási huba van oldalanként. A korrektor minden egyes hibát
90% eséllyel vesz észre; a megtalált hibákat megjelöli.

(a) Várhatóan hány hiba marad a kéziratban, miután kijavítják a korrektor által megtalált hibákat?

(b) Mekkora az esélye, hogy a korrektor egy oldalon az összes hibát megtalálja?

(c) Feltéve, hogy egy oldalon 3 hiba van, mekkora az esélye, hogy mindhárom az oldal alsó felén van?

Megoldás.

(a) Az összes hibák folyamata PPP 3 hiba per oldal rátával, és a ritkítás miatt a megmaradó hibák egy
PPP 3 × 0.1 = 0.3 rátával. Az összes megmaradó hibák száma 200 oldalon POI(200 × 0.3 = 60)
eloszlású, melynek várható értéke 60.

(b) Az, hogy a korrektor az összes hibát megtalálja egy oldalon, ekvivalens azzal, hogy 0 hiba maradt. A
megmaradó hibák száma egy oldalon X ∼ POI(0.3) eloszlású, és

P(X = 0) =
0.30

0!
e−0.3 ≈ 0.741.

(c) Feltéve, hogy 3 hiba van, azok helyzete az oldalon belül független egyenletes, így annak az esélye,

hogy mindhárom az oldal alsó felén van,
(
1
2

)3
.



9. Egy erd®ben átlagosan 100 négyzetméterenként 10 fa n®. A fák törzsét a talajszinthez képest 2 méteres
magasságig tekintsük 20 cm átmér®j¶ hengereknek.

(a) Mekkora az esélye, hogy egy 10 négyzetméteres területen egyetlen fa sem n®?

(b) Mekkora az esélye, hogy egy véletlen irányba kil®tt puskagolyó legalább 50 métert repül anélkül,
hogy fának ütközne?

Megoldás.

(a) A fák középpontjai 2-dimenziós Poisson folyamat 10/100 = 0.1 fa per m2 rátával, így a fák száma egy
10m2-es területen X ∼ POI(10m2 × 0.1 1

m
2 = 1), és

P(X = 0) =
10

0!
e−1 ≈ 0.368.

(b) A puskagolyó akkor talál el egy fát, ha a fa középpontja 10 cm-nél közelebb van a golyó pályájához,
mivel a fák sugara 10 cm.
Ez egy 50m × 20cm-es sávot jelent a golyó pályája mentén; a golyó pontosan akkor fog legalább 50
métert repülni, ha ez a sáv nem tartalmaz egy fa középpontot sem.
A sáv területe 50m×20cm = 10m2, így a belees® fa középpontok száma X ∼ POI(10m2×0.1 1

m
2 = 1),

és

P(X = 0) =
10

0!
e−1 ≈ 0.368

(ahogy az (a) részben kiszámoltuk).

10. Egy úton az elhaladó kamionokat számoljuk. A kamionforgalom s¶r¶sége napközben nem állandó, az
óránként elhaladó kamionok számának rátafüggvénye a következ®:

r(x) = 6− 4 cos
(π
6
x
)

x ∈ [0, 24]

(a) Ábrázoljuk a rátafüggvényt. Hol van maximuma?

(b) Mekkora az egy nap alatt elhaladó kamionok számának várható értéke?

(c) Mekkora annak a valószín¶sége, hogy 12 és 13 óra között pontosan 3 kamion halad el?

Megoldás.

(a) Ez egy inhomogén Poisson folyamat. A ráta függvény 2 és 10 között változik, maximuma t = 6-nál és
t = 18-nál van.

(b) Az egy nap alatt elhaladó összes kamionok száma

X ∼ POI

(∫ 24

0

λ(t)dt = 144

)
,

aminek a várható értéke 144.

(b) A 12:00 és 13:00 között elhaladó kamionok száma

Y ∼ POI

(∫ 13

12

λ(t)dt = 4− 3

π
≈ 3.045

)
,

és

P(Y = 3) =

(
4− 3

π

)3
3!

e4−
3
π ≈ 0.224.

11. Egy szabályos hatoldalú kockával dobálunk, és összeadjuk a kapott számokat. Addig dobálunk, amíg
átlépjük (vagy pont elérjük) az 1000-et. Legyen X az utolsó dobás értéke. Határozzuk meg X eloszlását.

Megoldás. Egy 6-ossal 6 számot lépünk át, míg egy 1-essel csak 1-et, így az 1000-et 6-szor akkora való-
szín¶séggel lépjük át 6-ossal, mint 1-essel, és hasonlóan a többi értékre is, azaz a kérdéses eloszlás a sima
kockadobás értékének hossztorzított változata, azaz

n 1 2 3 4 5 6
Pr(X = n) 1

21
2
21

3
21

4
21

5
21

6
21


