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1. Egy szabályos dobókockát feldobunk 100-szor. Jelölje S a dobások összegét. Becsüljük meg CHT
alapján annak a valószín¶ségét, hogy S legalább 370.

Megoldás. n = 100, E(X1) = m = 3.5, D(X1) = σ = 1.708, és Sn = X1 + · · ·+Xn, ahol X1, . . . , Xn

az egyes dobások értéke.

P(Sn ≥ 370) = 1− P(Sn < 370) = 1− P
(
Sn −mn
σ
√
n

<
370−mn
σ
√
n

)
≈ 1− Φ

(
370−mn
σ
√
n

)
= 1− Φ

(
370− 100× 3.5

1.708×
√

100

)
= 1− Φ(1.17) ≈ 1− 0.8577 = 0.1433.

(Φ értékét táblázatból néztük ki.)

Tehát
P(Sn ≥ 370) ≈ 0.1433 = 14.33%.

2. Egy szabályos érmét feldobunk 10000-szer. Jelölje S a fejek számát. Olyan y értékre szeretnénk
becslést adni, amelyet S 95% eséllyel nem lép át.

(a) CHT alapján adjunk becslést y-ra.

(b) Berry�Esseen-tétel alapján korlátozzuk a CHT hibáját, majd ez alapján adjunk y-ra alsó és
fels® becslést.

(c) Hoe�ding-korlát alapján adjunk fels® becslést x-re.

Megoldás.

(a) Legyen
S = X1 + · · ·+Xn,

ahol n = 10000, és Xi értéke 0 vagy 1 attól függ®en, hogy az i-edik dobás írás vagy fej. Ekkor
CHT alapján

P
(
S − nm
σ
√
n

< x

)
≈ Φ(x).

m = E(X1) =
1

2
· 0 +

1

2
· 1 =

1

2
,

σ =
√
E(X2

1 )− (E(X1))2 =

√
1

2
− 1

4
=

1

2
.

Azt szeretnénk, hogy P (S < y) = 0.95 teljesüljön, de ezt az egyenletet nehéz y-ra megoldani.
Ehelyett a CHT alapján közelítünk:

P(S < y) = P
(
S − nm
σ
√
n

<
y − nm
σ
√
n

)
≈ Φ

(
y − nm
σ
√
n

)
és azt az egyenletet oldjuk meg, hogy

Φ

(
y − nm
σ
√
n

)
= 0.95.

A standard normális eloszlás táblázatából

y − nm
σ
√
n

= 1.65,

és így
y ≈ nm+ 1.65σ

√
n = 10000 · 0.5 + 0.5 ·

√
10000 · 1.65 = 5083.



(b) Berry�Esseen alapján ∣∣∣∣P(Sn − nm
σ
√
n

< x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣ ≤ 0.48ρ

σ3
√
n
,

ahol

ρ = E(|X1 −m|3) =
1

2
·
∣∣∣∣0− 1

2

∣∣∣∣2 +
1

2
·
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2
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4
,

tehát a CHT hibájára a fels® becslés:

0.48ρ

σ3
√
n

=
0.48 · 14(

1
2

)3√
10000

= 0.0096.

Berry�Esseen alapján ∣∣∣∣P(S < y)− Φ

(
y − nm
σ
√
n

)∣∣∣∣ ≤ 0.0096,

tehát ha y1-et úgy választjuk meg, hogy

Φ

(
y1 − nm
σ
√
n

)
= 0.95− 0.0096 = 0.9404,

akkor
P(S < y1) ≤ 0.95

és y1 egy garantált alsó becslés a valódi y-ra.

Φ

(
y1 − nm
σ
√
n

)
= 0.9404,

y1 − nm
σ
√
n

= 1.56

táblázat alapján, és

y1 = nm+ 1.60σ
√
n = 10000 · 0.5 + 0.5 ·

√
10000 · 1.56 = 5078.

Hasonlóan y2 legyen olyan, hogy

Φ

(
y1 − nm
σ
√
n

)
= 0.95 + 0.0096 = 0.9596,

és akkor
y2 = nm+ 1.74σ

√
n = 10000 · 0.5 + 0.5 ·

√
10000 · 1.74 = 5087.

Tehát az (a) rész becslése alapján
y ≈ 5083,

míg (b) garantálja, hogy
5078 ≤ y ≤ 5087.

(c) Mindegyik Xi 0 vagy 1 lehet, így

ai = 0 ≤ Xi ≤ 1 = bi,

és Hoe�ding szerint

P(S > E(S) + t) ≤ e
− 2t2∑n

i=1
(bi−ai)

2
.

ai = 1 és bi = 0 minden i-re, így ez egyszer¶síthet®:

P(S > E(S) + t) ≤ e−
2t2

n(b−a)2 .

Ha y olyan, hogy
P(S < y) = 0.95,



akkor
P(S ≥ y) = 0.05.

Hoe�ding-et úgy használunk, hogy y3 = E(S) + t-t választunk, és akkor

P(S ≥ y3) = P(S ≥ E(S) + t) ≤ e−
2t2

n(b−a)2 .

Ahelyett, hogy a baloldalt tennénk egyenl®vé 0.05-dal, a jobboldalt állítjuk be 0.05-ra. Ekkor
y3 fels® becslés lesz a valódi y-ra.

e
− 2t2

n(b−a)2 = e
− 2t2

10000·(1−0)2 = 0.05,

ahonnan
t ≈ 123,

és
y3 = E(S) + t = 5000 + 123 = 5123.

Hasonlítsuk össze a Berry�Esseen alapján kapott 5078 ≤ y ≤ 5087 korlátokkal.

3. Egy szabályos érmét feldobunk 40000-szer. Annak a valószín¶ségét szeretnénk megbecsülni, hogy
legalább 22000 fejet kapunk.

(a) Próbáljuk meg alkalmazni a CHT-t. Mit tapasztalunk?

(b) Adjunk fels® becslést a valószín¶ségre a Hoe�ding-korlát alapján.

(c) Adjunk fels® becslést a valószín¶ségre a Cramer-tétel alapján. (A p paraméter¶ Bernoulli

eloszlás Cramer-féle rátafüggvénye I(x) = x ln
(

x(1−p)
(1−x)p

)
+ ln

(
1−x
1−p

)
.)

Megoldás.

(a) Legyen
S = X1 + · · ·+Xn,

ahol n = 40000 és Xi értéke 1, ha az i-edik dobás fej, 0, ha írás. Ekkor

m = E(X1) =
1

2
, σ = D(X1) =

1

2
.

CHT szerint

P(S < 22000) = P
(
S − nm
σ
√
n

<
22000− nm

σ
√
n

)
≈ Φ

(
22000− nm

σ
√
n

)
.

n,m, σ értékeit beírva

Φ

(
22000− nm

σ
√
n

)
= Φ

(
22000− 40000 · 0.5

0.5
√

40000

)
= Φ(20).

Ezzel a gond egyrészt az, hogy Φ(20) nincs a táblázatban (bár ez bizonyos szempontból csak
technikai gond), másrészt már Φ(3.09) = 0.999, tehát Φ(20) jóval közelebb van 1-hez, mint
10−3, és a CHT-t egyébként sem jó ötlet használni ilyen esetben.

(b) Hoe�ding alkalmazásához el®ször is

a = 0 ≤ Xi ≤ 1 = b,

és továbbra is E(S) = 20000. Ekkor

P(S ≥ 22000) = P(S ≥ 20000︸ ︷︷ ︸
E(S)

+ 2000︸︷︷︸
t

) ≤

e
− 2t2

n(b−a)2 = e
− 2·20002

40000(1−0)2 = e−200 ≈ 1.38 · 10−87.



(c) Cramér alkalmazásához legyen

P(S ≥ 22000) = P
(
S

n
∈
[

22000

40000
,

40000

40000

])
.

Ekkor Cramér szerint

P
(
S

n
∈ [a, b]

)
≤ e−nminx∈[a,b] I(x).

Mivel [a, b] =
[
22000
40000 ,

40000
40000

]
teljesen jobbra van m = 0.5-t®l, és

min
x∈[a,b]

I(x) = I(a).

Tehát

P
(
S

n
∈
[

22000

40000
,

40000

40000

])
≤ e−nI(

22000
40000 ),

ahol I(x) = x ln
(

x(1−p)
(1−x)p

)
+ ln

(
1−x
1−p

)
.

Behelyettesítve p = 1
2 = 0.5-et és x = 22000

40000 = 0.55-ot I(x)-be,

I(x) ≈ 0.0050084

adódik, és

P(S ≥ 22000) ≤ e−40000·I(
22000
40000 ) ≈ 9.9 · 10−88.

Összefoglalva az egyes becslések P(S ≥ 22000)-re:

Hoe�ding 1.38 · 10−87

Cramér 9.9 · 10−88

a valóság 2.18 · 10−89

4. Egy stadionban a mérk®zések szünetében a néz®k üdít®t vesznek a büfében. Az egy néz® által
vásárolt üdít® mennyiségének várható értéke 1/2 liter és szórása is 1/2 liter. Mennyi üdít®vel
készüljön a büfé a vasárnapi meccsre, ha tudják, hogy 40000 jegyet adtak el, és azt szeretnék, hogy
legfeljebb 2% eséllyel ne tudjanak kiszolgálni minden szomjas néz®t? (Feltesszük, hogy akinek van
jegye, az el is jön. A büfében egyféle üdít®t lehet kapni.)

Megoldás. Legyen Xi az i-edik néz® által vásárolt üdít® mennyisége, és a teljes üdít® igény S =
X1 + · · ·+Xn, ahol n = 40000. Feltesszük, hogy az Xi-k független, azonos eloszlásúak, és

E(X1) = m = 2, D(X1) = σ = 0.5.

A kérdés azon C érték, amire
P(S > C) = 0.02.

CHT-t alkalmazunk:

P(S > C) = 1− P(S ≤ C) = 1− P
(
S − nm
σ
√
n
≤ C − nm

σ
√
n

)
≈ Φ

(
C − nm
σ
√
n

)
= 0.98,

ahonnan táblázat alapján
C − nm
σ
√
n

= 2.05,

és
C = nm+ 2.05σ

√
n = 40000 · 1/2 + 2.05 · 1/2 ·

√
40000 = 20205 (liter).

5. Egy városban 40000 család él. Az egy család által egy nap alatt termelt szemét mennyisége sem-
miképpen nem több, mint 50 liter; a várható értéke 20 liter, szórása 10 liter.

(a) Mekkora napi kapacitású szemétéget® üzemet építsen az önkormányzat a háztartási szemétnek,
ha azt szeretnék, hogy annak az esélye, hogy az üzem nem tudja feldolgozni az egy nap alatt
termel®dött szemetet, legfeljebb 1% legyen? Adjunk becslést a CHT alapján.



(b) Miért nem alkalmazható a CHT, ha az önkormányzat 1% helyett 10−8-os biztonságot szeretne?
Ebben az esetben adjunk becslést a Hoe�ding-korlát segítségével.

Megoldás.

(a) Legyen Xi az i-edik háztartás által egy nap alatt termelt szemét mennyisége. Az összes szemét
mennyisége ekkor S = X1 + · · · + Xn, ahol n = 40000. Feltesszük, hogy az Xi-k független,
azonos eloszlásúak, és

E(X1) = m = 20, D(X1) = σ = 10.

Úgy szeretnénk megadni a szemétéget® üzem C napi kapacitását, hogy

P(S > C) = 0.01

teljesüljön. CHT-t alkalmazunk:

P(S > C) = 1− P(S ≤ C) = 1− P
(
S − nm
σ
√
n
≤ C − nm

σ
√
n

)
≈ Φ

(
C − nm
σ
√
n

)
= 0.99,

ahonnan táblázat alapján
C − nm
σ
√
n

= 2.33,

és
C = nm+ 2.33σ

√
n = 40000 · 20 + 2.33 · 10 ·

√
40000 = 804660 (liter/nap).

(b) 10−3-nál kisebb valószín¶ségek becslésére a CHT nem megbízható; használjunk inkább nagy-
eltérés tételt. A feltételek szerint

a = 0 ≤ Xi ≤ 50 = b,

így a Hoe�ding-tétel alkalmazható. E(S) = nm = 800000; C = E(S) + t jelöléssel

P(S > C) = P(S > E(S) + t) ≤ e−
−2t2

n(b−a)2 = 10−8,

ahonnan kiszámítjuk t-t, majd C-t.

e
− −2t2

40000(50−0)2 = 10−8 =⇒ t ≈ 30350,

és így
C = E(S) + t = 800000 + 30350 = 830350.

6. Az épül® kelet-szibériai k®olajvezeték mintegy 700 olajkút termelését gy¶jti majd össze és szállítja
Kína felé. Az olajkutak napi termelése véletlenszer¶ és független; semelyiké nem kevesebb, mint
490 hordó és nem haladja meg az 1380 hordót, és az átlagos termelésük egy nap összesen 560000
hordó.

(a) Mekkora legyen az olajvezeték kapacitása, ha az üzemeltet® azt szeretné, hogy a napi termelés
legfeljebb 10−10 eséllyel legyen nagyobb a kapacitásnál?

(b) Adjunk becslést 10−10 helyett 10−6 és 10−8 valószín¶ségre is.

(c) Mekkora kapacitásnál lesz a túlcsordulás valószín¶sége 0? Mekkora kapacitásnál lesz a túlcsor-
dulás valószín¶sége 1/2? Hasonlítsuk össze a korábbi valószín¶ségekkel!

(d) A kutakról részletesebb információt is kapunk, amib®l kiderül, hogy 400 kút termelése min-
denképpen 490 hordó és 1040 hordó közé esik, a többi 300 kút termelése pedig mindenképpen
880 hordó és 1380 hordó közé esik. Ez alapján adjunk jobb becslést a szükséges kapacitásra.

(Megjegyzés: a k®olajvezeték valóban létezik, bár mostanra már megépült, ESPO pipeline néven
érdemes rákeresni.)

Megoldás.



(a) A teljes napi termelés S = X1 + · · ·+Xn, ahol n = 700 és az Xi-k az egyes kutak termelése.
Becslést kell adnunk olyan C kapacitásra, hogy a túlcsordulás valószín¶sége

P(S > C) ≤ 10−10.

A megadott információk alapján E(S) = 560000 és

a = 490 ≤ Xi ≤ 1380 = b.

Hoe�ding alkalmazásához legyen C = E(S) + t, és

P(S > C) = P(S > E(S) + t) ≤ e−
2t2

n(b−a)2 .

A jobboldalt beállítjuk 10−10-re és ebb®l kiszámítjuk t, majd C értékét.

e
− 2t2

n(b−a)2 = e
− 2t2

700·(1380−490)2 = 10−10,

ahonnan t ≈ 79900, és

C = E(S) + t = 560000 + 79900 = 639900.

(b) 10−8 vagy 10−6 túlcsordulási valószín¶séghez tartozó C értékeket ugyanígy lehet kiszámítani.

(c) 0 túlcsordulási valószín¶séghez C = 700 · 1380 = 966000 szükséges. Összességében

P(S > C) 0.5 10−6 10−8 10−10 0
C 560000 621900 631500 639900 966000

(d) A részletesebb információt is �gyelembe véve.

490 ≤ Xi ≤ 1040 400 kútra;

880 ≤ Xi ≤ 1380 300 kútra.

Hoe�ding alapján így

P(S > C) = P(S > E(S) + t) ≤ e−
2t2

400(1040−490)2+300(1380−880)2 = 10−10,

ahonnan t ≈ 47500, és

C = E(S) + t = 560000 + 47500 = 607500.

Tehát részletesebb információ alapján pontosabban tudunk méretezni.

7. Egy szennyvíztisztító üzem n gyár szennyvizét dolgozza fel. Minden egyes gyár átlagos napi szenny-
víztermelése 100 tonna, a maximális napi szennyvíztermelése 200 tonna. A szennyvíztisztító üzem
kapacitása C tonna/nap. Egy adott napon túlcsordulás van, ha a gyárakból származó teljes napi
szennyvízmennyiség nagyobb C-nél.

(a) n = 100 and C = 14000. Adjunk fels® becslést a túlcsordulás valószín¶ségére.

(b) n = 100. Adjunk fels® becslést C értékére úgy, hogy a túlcsordulás valószín¶sége legfeljebb
10−6 legyen.

(c) C = 12000. Legfeljebb mekkora lehet n úgy, hogy a túlcsordulás valószín¶sége legfeljebb 10−6

legyen?

Megoldás. Hoe�dinget alkalmazunk mindhárom esetben; Xi az i-edik gyár szennyvíztermelése,
amikr®l feltesszük, hogy függetlenek. S = X1 + · · ·+Xn az összes szennyvíztermelés, és

0 = a ≤ Xi ≤ b = 200, EXi = 100.

(a) Mivel n = 100, ezért E(S) = nEXi = 100 · 100 = 10000, és

P(S > C) = P(S > 14000) = P(S > 10000︸ ︷︷ ︸
E(S)

+ 4000︸︷︷︸
t

) ≤ e−
2t2

n(b−a)2 = e
− 2·40002

100(200−0)2 ≈ 3.355 · 10−4.



(b) Ezúttal

P(S > C) = P(S > E(S) + t) ≤ e−
2t2

n(b−a)2 = e−
2t2

100·2002 = 10−6

alapján számítjuk ki t-t, majd C-t; t = 5256 és C = 15256 adódik.

(c) C és p adott; n ismeretlen. Továbbra is C = E(S)+ t = n ·100+ t, ahonnan t = 12000−n ·100,
és

P(S > C) = P(S > E(S) + t) ≤ e−
2t2

n(b−a)2 = e−
2(12000−100n)2

100·2002 = 10−6,

ami n-ben egy másodfokú egyenletre vezet, amelynek megoldásai n1 = 67.4 és n2 = 172.6.
Mivel n2E(Xi) > C, ezért a valódi megoldás n1, és lefelé kerekítve a válasz 67.

9. Egy országban két párt van, A és B. Az A párt támogatottsága 55%, a B párté 45%. Adjunk fels®
becslést annak a valószín¶ségére, hogy egy 1000 f®s felmérés a B párt támogatottságát hozza ki
nagyobbnak.

Megoldás. Legyen Xi értéke 1, hogy ha a felmérésben megkérdezett emberek közül az i-edik az A
pártra szavaz, 0, ha a B-re. Ekkor S = X1 + · · ·+Xn az A pártot támogatók száma a felmérésben,
ahol n = 1000; a kérdés P(S < 500).

Az Xi-k független, azonos eloszlásúak,

P(Xi = 1) = 0.55, P(Xi = 0) = 0.45,

ahonnan E(X1) = 0.55 és E(S) = 550.

Hoe�ding alkalmazható
a = 0 ≤ Xi ≤ 1 = b

korlátokkal:

P(S < 500) = P(S < E(S)− 50) ≤ e−
2·502

1000(1−0)2 = e−5 ≈ 0.00674.

(Egyébként Cramér is alkalmazható.)


