Sztochasztika
5. feladatsor - Koncentracios tételek, megoldasok
2023. &sz

1. Egy szabalyos dobdkockat feldobunk 100-szor. Jeldlje S a dobésok Osszegét. Becsiiljik meg CHT
alapjan annak a valészintiségét, hogy S legalabb 370.
Megoldas. n =100, E(X;) =m =35, D(X;) =0 =1.708,és S,, = X1 +---+ X,,, ahol X1,..., X,
az egyes dobasok értéke.

P(S, >370) =1 — P(S, < 370) =1 — P <S” —mn 370m">

ovn < ovn
%1_(1)(370—77171) :1_¢(370—100X3.5>

ovn 1.708 x /100
— 11— ®(1.17) ~ 1 — 0.8577 = 0.1433.

(P értékét tablazatbol néztiik ki.)

Tehat
P(S,, > 370) ~ 0.1433 = 14.33%.

2. Egy szabalyos érmét feldobunk 10000-szer. Jeldlje S a fejek szamat. Olyan y értékre szeretnénk
becslést adni, amelyet S 95% eséllyel nem 1ép at.

(a) CHT alapjan adjunk becslést y-ra.

(b) Berry—Esseen-tétel alapjan korlatozzuk a CHT hib4ajat, majd ez alapjan adjunk y-ra alsé és
fels6 becslést.

(c) Hoeffding-korlat alapjan adjunk fels§ becslést x-re.
Megoldas.

(a) Legyen
S=X1+-+ Xp,

ahol n = 10000, és X; értéke 0 vagy 1 attél fiiggden, hogy az i-edik dobés iras vagy fej. Ekkor

CHT alapjan
P <S—nm < x) ~ O(z).

Azt szeretnénk, hogy P(S < y) = 0.95 teljesiiljon, de ezt az egyenletet nehéz y-ra megoldani.
Ehelyett a CHT alapjan kozelitiink:

rs <= (S <o) < (1)

és azt az egyenletet oldjuk meg, hogy

Yy —nm
d = 0.95.
<0\/ﬁ) 0%

A standard normalis eloszlas tablazatabol

y—nm

— 1.65,
ov/n

és igy
y ~ nm + 1.650+/n = 10000 - 0.5 + 0.5 - v/10000 - 1.65 = 5083.



(b) Berry—Esseen alapjan

S, —nm 0.48p
P < - o <
‘ < ovn :c> @) ~ o3/’
ahol ) ,
1 1 1 1 1
—E(X, —ml2Y==.]0= = .12 ==
p=Bllx - m) =3 o= 5| + 5o j-5 =4
tehat a CHT hibajara a fels6 becslés:
0.48 0.48 - %
A~ 0.0096.
oV (1)7 /10000
Berry—Esseen alapjan
y—nm
P(S<y)—@ < 0.0096
‘ s<w-o (7 )‘ S

tehat ha yi-et ugy valasztjuk meg, hogy

Yy —nm
d——— ] =0.95—0.0096 = 0.9404
( oyn ) 7

akkor
P(S < y1) <0.95

és y1 egy garantalt alsé becslés a valodi y-ra.
Y1 —nm
| =——— ) =0.9404
( ovn ) ’

Y1 —nm

= 1.56
ovn

tablazat alapjéan, és
y1 = nm + 1.600+/n = 10000 - 0.5 + 0.5 - v/10000 - 1.56 = 5078.

Hasonléan y, legyen olyan, hogy

Y1 —nm
o (=) = 0.95 + 0.0096 = 0.9596,
( o/ ) "

és akkor
y2 = nm + 1.740+/n = 10000 - 0.5 + 0.5 - /10000 - 1.74 = 5087.

Tehat az (a) rész becslése alapjan
y ~ 5083,

mig (b) garantélja, hogy
5078 <y < 5087.
(c) Mindegyik X; 0 vagy 1 lehet, igy
a;=0<X; <1=10;,

és Hoeffding szerint
_ 2¢2
P(S > E(S)+t) <e EZimaCizad?,
a; =1 és b; = 0 minden i-re, igy ez egyszertsithets:

+2

P(S > E(S) + 1) < e w2,

Ha y olyan, hogy
P(S < y) =0.95,



akkor
P(S > y) = 0.05.

Hoeffding-et tgy hasznéalunk, hogy y3 = E(S) + ¢-t valasztunk, és akkor

2¢2

P(S > y3) =P(S > E(S) +1) <e nC-o?.

Ahelyett, hogy a baloldalt tennénk egyenlévé 0.05-dal, a jobboldalt allitjuk be 0.05-ra. Ekkor
ys fels6 becslés lesz a valodi y-ra.

__ 2t? . _ 2t2 -
e n-a)? =g 10000.(1-0)7 = ().05,

ahonnan
t =~ 123,

és
y3 = E(S) + ¢t = 5000 + 123 = 5123.
Hasonlitsuk 0ssze a Berry—Esseen alapjan kapott 5078 < y < 5087 korlatokkal.

3. Egy szabalyos érmét feldobunk 40000-szer. Annak a valdszinlségét szeretnénk megbecsiilni, hogy
legaldbb 22000 fejet kapunk.

(a) Probaljuk meg alkalmazni a CHT-t. Mit tapasztalunk?

(b) Adjunk felst becslést a valoszintiségre a Hoeffding-korlat alapjan.

(c) Adjunk fels§ becslést a valoszintiségre a Cramer-tétel alapjan. (A p paramétert Bernoulli

eloszlas Cramer-féle ratafiiggvénye I(z) = z1n (?1(:?;) +1In (%) )

Megoldas.

(a) Legyen
S=X1+ -+ X,,
ahol n = 40000 és X; értéke 1, ha az i-edik dobas fej, 0, ha irds. Ekkor

1 1

CHT szerint,

S —nm 22000 — nm 22000 — nm
P 22 =P ~0| ——mMm— | .
(5 < 22000) ( o/n - ovn ) ( ov/n )

n, m, o értékeit beirva

> (22000 — nm> _ (22000 — 40000 - 0.5
ov/n 0.54/40000

Ezzel a gond egyrészt az, hogy ®(20) nincs a tablazatban (bar ez bizonyos szempontbol csak
technikai gond), masrészt mar ®(3.09) = 0.999, tehat ®(20) joval kozelebb van 1-hez, mint
1073, és a CHT-t egyébként sem jé &tlet hasznalni ilyen esetben.

) = ®(20).

(b) Hoeffding alkalmazasahoz elészor is

a=0<X;,<1=b

- )

és tovabbra is E(S) = 20000. Ekkor

P(S > 22000) = P(S > 20000+ 2000) <
——
E(S) t

o 2t? _ _ 220002
e nkb—a)2 — e 40000(1-0)2 — 67200 ~ 1.38. 10*87.




(c) Cramér alkalmazasédhoz legyen

22 4
P(S > 22000) =P (S € [ 000 0000}) .
n

40000’ 40000
Ekkor Cramér szerint

n

Mivel [a,b] = [33888, 38888} teljesen jobbra van m = 0.5-t6l, és

min I(z) = I(a).
z€la,b]

Tehat

S 22000 40000 1 (22000
Pl=c — <e ™ (40000)
n 400007 40000 | / — '

ahol I(x):mln(ﬂ(’fl(l p))+ln< )
Behelyettesitve p = 3 = 0.5-et és 2 = 22050 = 0.55-ot I(x)-be,

I(x) =~ 0.0050084
adodik, és
P(S > 22000) < e~40000-1(55555) ~ 9.9 . 10788,
Osszefoglalva az egyes becslések P(S > 22000)-re

Hoeffding | 1.38 - 10787
Cramér 9.9-10758
a valésag | 2.18-10%9

4. Egy stadionban a mérkdzések sziinetében a nézék idit6t vesznek a biifében. Az egy nézd altal

vasarolt idit6 mennyiségének varhato értéke 1/2 liter és szordsa is 1/2 liter. Mennyi iditGvel
késziiljon a biifé a vasarnapi meccsre, ha tudjak, hogy 40000 jegyet adtak el, és azt szeretnék, hogy
legfeljebb 2% eséllyel ne tudjanak kiszolgalni minden szomjas néz6t? (Feltessziik, hogy akinek van
jegye, az el is jon. A biifében egyféle idit6t lehet kapni.)

Megoldas. Legyen X; az i-edik néz6 altal vasarolt iidit6 mennyisége, és a teljes iidit6 igény S =
X7 4 -+ X, ahol n = 40000. Feltessziik, hogy az X;-k fiiggetlen, azonos eloszlasuak, és

E(X;)=m=2 D(X;)=0=05.

A kérdés azon C érték, amire
P(S > C) = 0.02.
CHT-t alkalmazunk:

S—nm _C—nm C—-—nm
= — < = — < ~ = U.
P(S>C)=1-P(S<C)=1 ]P’( v 0’\/ﬁ> <I>< 0f> 0.98,

ahonnan tablézat alapjan
C—
onmo_ 2.05,
ovn
és
C = nm + 2.050y/n = 40000 - 1/2 + 2.05 - 1/2 - /40000 = 20205 (liter).

5. Egy varosban 40000 csalad él. Az egy csalad altal egy nap alatt termelt szemét mennyisége sem-

miképpen nem tébb, mint 50 liter; a varhato értéke 20 liter, szérasa 10 liter.

(a) Mekkora napi kapacitasu szemétégets lizemet épitsen az énkorméanyzat a haztartasi szemétnek,
ha azt szeretnék, hogy annak az esélye, hogy az {izem nem tudja feldolgozni az egy nap alatt
termel6dott szemetet, legfeljebb 1% legyen? Adjunk becslést a CHT alapjan.



(b) Miért nem alkalmazhat6 a CHT, ha az dnkormanyzat 1% helyett 10~8-0s biztonsagot szeretne?
Ebben az esetben adjunk becslést a Hoeffding-korlat segitségével.

Megoldas.

(a) Legyen X, az i-edik haztartas altal egy nap alatt termelt szemét mennyisége. Az Gsszes szemét
mennyisége ekkor S = X; + --- 4+ X,,, ahol n = 40000. Feltessziik, hogy az X;-k fiiggetlen,
azonos eloszlasuaak, és

E(Xl) :7’77,2207 D(Xl) =0 =10.

Ugy szeretnénk megadni a szemétégets iizem C napi kapacitésat, hogy
P(S > C)=0.01

teljesiiljon. CHT-t alkalmazunk:

S—nm _C—nm C —nm
frng — < frnd — < ~ _— = .
PS>C)=1-P(S<C)=1 IF’( Py ) <I>< Y ) 0.99,

ahonnan téblazat alapjan
C —nm
— =233
ov/n ’
és
C = nm + 2.330y/n = 40000 - 20 + 2.33 - 10 - v/40000 = 804660 (liter /nap).
(b) 10~3-nal kisebb valosziniiségek becslésére a CHT nem megbizhato; hasznaljunk inkabb nagy-
eltérés tételt. A feltételek szerint

a=0<X; <50=b,

igy a Hoeffding-tétel alkalmazhaté. E(S) = nm = 800000; C = E(S) + ¢ jeloléssel

—2¢2

P(S>C)=P(S >E(S)+1t) <e nt-a% =107°,

ahonnan kiszamitjuk ¢-t, majd C-t.

—2¢2

e 00060-0% =107 =t~ 30350,

és igy
C =E(S) 4+ t = 800000 + 30350 = 830350.
6. Az épiils kelet-szibériai kGolajvezeték mintegy 700 olajkut termelését gytijti majd Gssze és szallitja
Kina felé. Az olajkutak napi termelése véletlenszerd és fiiggetlen; semelyiké nem kevesebb, mint

490 hord6 és nem haladja meg az 1380 hordét, és az atlagos termelésiik egy nap Osszesen 560000
hordé.

(a) Mekkora legyen az olajvezeték kapacitasa, ha az lizemeltets azt szeretné, hogy a napi termelés
legfeljebb 10710 eséllyel legyen nagyobb a kapacitasnal?

(b) Adjunk becslést 10719 helyett 1076 és 1078 valoszintségre is.

(c) Mekkora kapacitasnal lesz a ttulcsordulas valoszintsége 07 Mekkora kapacitésnal lesz a tulcsor-
dulas valoszintisége 1/27 Hasonlitsuk Gssze a korabbi valoszintségekkel!

(d) A kutakrol részletesebb informaciot is kapunk, amibdl kideriil, hogy 400 kut termelése min-
denképpen 490 hordé és 1040 hordé kozé esik, a tobbi 300 kat termelése pedig mindenképpen
880 hordé és 1380 hordo kozé esik. Ez alapjan adjunk jobb becslést a sziikséges kapacitasra.

(Megjegyzés: a koolajvezeték valoban létezik, bar mostanra mar megépiilt, ESPO pipeline néven
érdemes rakeresni.)

Megoldas.



(a) A teljes napi termelés S = Xy + --- + X,,, ahol n = 700 és az X;-k az egyes kutak termelése.
Becslést kell adnunk olyan C kapacitasra, hogy a tulcsordulas valoszintisége

P(S > C) <1071,
A megadott informéciok alapjan E(S) = 560000 és
a=490 < X; <1380 =b.

Hoeffding alkalmazasahoz legyen C' = E(S) + ¢, és

22

P(S>C)=P(S >E(S)+t) <e nt-a?2,

A jobboldalt beallitjuk 10~ 1%-re és ebbdl kiszamitjuk ¢, majd C értékét.

_iz _#2 10
e n—-a)?2 — g 700-(13880-490)2 — () ,

ahonnan t =~ 79900, és

C =E(S) 4+t = 560000 + 79900 = 639900.

(b) 1078 vagy 10~ tilcsordulési valoszintiséghez tartozé C értékeket ugyanigy lehet kiszdmitani.
(c) 0 tulcsordulasi valészintséghez C' = 700 - 1380 = 966000 sziikséges. Osszességében

PS>C)| 05 | 105 | 107® [ 107 | 0
C ] 560000 | 621900 | 631500 | 639900 | 966000

(d) A részletesebb informéciot is figyelembe véve.

490 < X; <1040 400 kutra;
880 < X; <1380 300 kutra.

Hoeffding alapjan igy

22

]PJ(S > C) = P(S > E(S) + t) < @ 400(1040-490)% +300(1380-880)%7 — 10—10’

ahonnan ¢ ~ 47500, és
C =E(S) 4+t = 560000 + 47500 = 607500.
Tehat részletesebb informacio alapjan pontosabban tudunk méretezni.

7. Egy szennyviztisztito lizem n gyar szennyvizét dolgozza fel. Minden egyes gyar atlagos napi szenny-
viztermelése 100 tonna, a maximélis napi szennyviztermelése 200 tonna. A szennyviztisztitoé tizem
kapacitasa C' tonna/nap. Egy adott napon tilcsordulds van, ha a gyarakbol szdrmazo teljes napi
szennyvizmennyiség nagyobb C-nél.

(a) n =100 and C = 14000. Adjunk fels§ becslést a tulcsordulas valoszintségére.

(b) n = 100. Adjunk fels6 becslést C' értékére tgy, hogy a tulcsordulas valoszindsége legfeljebb
1076 legyen.

(c) C =12000. Legfeljebb mekkora lehet n tgy, hogy a tilcsordulas valoszintsége legfeljebb 10~°
legyen?

Megoldas. Hoeffdinget alkalmazunk mindharom esetben; X; az i-edik gyar szennyviztermelése,
amikrdl feltessziik, hogy fiiggetlenek. S = X; + --- 4+ X,, az Osszes szennyviztermelés, és

0=a<X; <b=200, EX; = 100.
(a) Mivel n = 100, ezért E(S) = nEX; = 100 - 100 = 10000, és

2 3 2
P(S > C) = P(S > 14000) = P(S > 10000 + 4000) < ¢ 7097 = ¢ 000-07 ~ 3.355 - 10,
—— =
E(S) ¢




(b) Ezuttal
2 242
HD(S > C) = P(S > E(S) + t) < e "("Q*G)2 — e 1002002 — 10_6
alapjan szamitjuk ki ¢-t, majd C-t; ¢ = 5256 és C' = 15256 adodik.

(c¢) C és p adott; n ismeretlen. Tovabbra is C' = E(S)+t = n-100+t, ahonnan ¢t = 12000 —n - 100,
. _ 262 2(12000—100n)2
P(S>C)=P(S>E(S)+t)<e nt-a? =¢ 1002002 = 10"°,
ami n-ben egy mésodfokiu egyenletre vezet, amelynek megoldasai n; = 67.4 és ny = 172.6.
Mivel noE(X;) > C, ezért a valodi megoldas nq, és lefelé kerekitve a valasz 67.

9. Egy orszagban két part van, A és B. Az A part tamogatottsaga 55%, a B parté 45%. Adjunk fels6
becslést annak a valészintiségére, hogy egy 1000 fGs felmérés a B part tamogatottsagat hozza ki
nagyobbnak.

Megoldas. Legyen X; értéke 1, hogy ha a felmérésben megkérdezett emberek koziil az i-edik az A
partra szavaz, 0, ha a B-re. Ekkor S = X3 +---+ X, az A partot tdmogatok szama a felmérésben,
ahol n = 1000; a kérdés P(S < 500).

Az X;-k fliggetlen, azonos eloszlasuak,
P(X; =1) =0.55, P(X; = 0) = 0.45,

ahonnan E(X;) = 0.55 és E(S) = 550.

Hoeffding alkalmazhaté

korlatokkal: )
2-50
P(S < 500) = P(S < E(S) — 50) < e 10000-02 = ¢ 5 0.00674.

(Egyébként Cramér is alkalmazhato.)



