
6. feladatsor
Markov-láncok, megoldások

2023. ®sz

3. Egy Markov-lánc átmenet-mátrixa a következ®: 0 1 0
2/3 0 1/3
0 1 0


(a) Rajzoljuk fel a Markov-lánc gráf-reprezentációját!

(b) Irreducibilis-e a Markov-lánc? Aperiodikus-e a Markov-lánc?

(c) Tegyük fel, hogy az 1-es állapotból indul. Mekkora a valószín¶sége, hogy 2 lépés múlva ismét az 1-es
állapotban van? És 3 lépés múlva?

(d) Tegyük fel, hogy az 1-es állapotból indul. Mekkora a valószín¶sége, hogy 100 lépés múlva ismét az
1-es állapotban van? És 101 lépés múlva?

(e) Hosszú távon az id® mekkora részében van az 1-es állapotban?

Megoldás.

(b) A Markov-lánc irreducibilis és periodikus 2 periódussal: a két periodicitási osztály {1, 3} és {2}.
(c) v0 = (1 0 0) és

v1 = v0P = (0 1 0), v2 = v1P = (2/3 0 1/3), v3 = v2P = (0 1 0),

így 2 lépés múlva az 1 állapot valószín¶sége 2/3, 3 lépés múlva viszont 0.

(d) A stacionárius vektor
vst = (x1 x2 x3) = (1/3 1/2 1/6).

A Markov-lánc periodikus, és 100 lépés múlva az 1-es állapot lehetséges, ezért a valószín¶sége köze-
lít®leg dx1 = 2/3. 101 lépés múlva az 1-es állapot nem lehetséges, ezért a valószín¶sége 0.

(e) Itt viszont nem számít a periodicitás, a válasz x1 = 1/3.

4. Jónás kedvenc számítógépes játékában 3 pálya van. Ha az 1-es pályát sikerül teljesítenie, továbblép a 2-es
pályára, de ha nem, akkor ismét az 1-est kell megpróbálnia. Ha a 2-es pályát teljesíti, továbblép a 3-as
pályára, de ha nem, visszaugrik az 1-es pályára. A játékot akkor nyeri meg, ha a 3-as pályát is teljesíti. A
3-as pálya után mindenképpen az 1-es következik. Az 1-es pályát 3/4 eséllyel teljesíti (az el®zményekt®l
függetlenül), a 2-es pályát 2/3 eséllyel, a 3-as pályát 1/2 eséllyel. Jelölje Xn azt, hogy n pálya után éppen
melyik pályán játszik.

(a) Gondoljuk meg, hogy Xn Markov-lánc. Adjuk meg az átmenetmátrixot. Milyen a Markov-lánc
irreducibilitás és periodicitás szempontjából?

(b) Tegyük fel, hogy most az 1-es pálya következik. Mekkora a valószín¶sége, hogy sikeresen teljesíti
mindhárom pályát egyhuzamban?

(c) Tegyük fel, hogy most az 1-es pályánál tart. Mekkora a valószín¶sége, hogy 2 pályával kés®bb ismét
az 1-es pályánál tart?

(d) Tegyük fel, hogy most az 1-es pályánál tart. Mekkora a valószín¶sége, hogy 20 pályával kés®bb ismét
az 1-es pályánál tart?

(e) Átlagosan a próbálkozások mekkora részét tölti az 1-es pályával hosszú távon?

(f) Mekkora a valószín¶sége, hogy 20 pálya múlva éppen megnyeri a játékot?

(g) Átlagosan hány pályát kell végigjátszania ahhoz, hogy egyszer megnyerje a játékot?

(h) Az els® pálya átlagosan 6 percig tart (sikerességt®l függetlenül), a második 12 percig, a harmadik 18
percig. Mennyi id®t tölt egy pályával átlagosan?

Megoldás.
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A Markov-lánc irreducibilis és aperiodikus (van pozitív elem a f®átlóban).
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(c) v0 = (1 0 0), és

v1 = v0P = (1/4 3/4 0), v2 = v1P = (5/16 3/16 1/2),

tehát annak a valószín¶sége, hogy 2 pályával kés®bb ismét az 1-es pályánál tart, 5/16.

(d) 20 játék már soknak tekinthet®, úgyhogy ezt már a stacionárius eloszlás alapján számoljuk. Ha
vst = (x1 x2 x3), akkor

1/4x1 + 1/3x2 = x1, 3/4x1 = x2, 2/3x2 = x3, x1 + x2 + x3 = 1,

ahonnan
vst = (x1 x2 x3) = (4/9 3/9 2/9),

és így annak a valószín¶sége, hogy 20 pályával kés®bb ismét az 1-es pályánál tart, 4/9.

(e) A válasz x1 = 4/9.

(f) Ahhoz, hogy megnyerje a pályát, az kell, hogy a 3-es pályán legyen és nyerjen; ennek a valószín¶sége
x3 · 1/2 = 1/9.

(g) Hosszú távon az egyes játékokban 1/9 annak a valószín¶sége, hogy nyer, így átlagosan 9 pályánként
egyszer nyer.

(h) Az ergodtétel alapján átlagosan

x1 · 6 + x2 · 12 + x3 · 18 = 32/3 ≈ 10.67

percet tölt egy pályával.


