Sztochasztika
7. feladatsor - Folytonos ideji Markov-lancok, megoldésok
2023. 6sz

3. Egy ligyvédi irodaban 3 iigyvéd dolgozik. Mindegyik tigyved egyszerre legfeljebb 1 tigyon dolgozik (és
minden elvallalt igyon csak 1 tigyvéd dolgozik). Az iroddba atlagosan havonta 1 felkérés érkezik Poisson-
folyamat szerint; csak akkor véllalnak el egy tigyet, ha éppen szabad valamelyik tigyvéd (ha tobb is szabad,
akkor sorsolassal dontik el, kié az tigy). Egy ligy atlagosan 3 honapig tart.

(a) Jelolje X; a foglalt iigyvedek szamat a t idépontban. Mit kell még feltenni a megadott informécidkon

kiviil, hogy X folytonos ideji Markov-lanc legyen? Adjuk meg az allapotokat és a generétort.

(b) Most éppen mindharom tigyvéd foglalt. Mekkora az esélye, hogy 3 nap mulva méar csak két tigyved

lesz foglalt (a 3 napot tekinthetjiik 1/10 honapnak).

(c) Hosszu tavon atlagosan hanyan dolgoznak egyszerre?

Megoldas.

(a) X, lehetséges allapotai 0, 1, 2, 3. Ha az iigyek Poisson-folyamat szerint érkeznek (azaz az érkezési

idskozok fiiggetlen, exponencialis eloszlastiak) és az egyes ligyek hossza is exponencialis eloszlast,
akkor X; folytonos idejd Markov-lanc. A generator
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mivel egy tigy atlagos hossza 3 hénap, ezért egy ligy befejezési rataja 1/3, viszont amikor tobb tigyvéd
is dolgozik, akkor annak a rataja, hogy valamelyikiik befejezi, aranyos az iigyek szamaval is.

3 napra rovid tava kozelitést alkalmazunk. v(0) = (0001), és
v(1/10) = v(0)eQ /10 ~ v(0)(I + Q/10) =
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tehat annak az esélye, hogy 3 nap mulva mar csak két ligyvéd lesz foglalt, kb. 1/10.

A hosszu tava viselkedéshez kiszamitjuk a vg, = (29 21 22 x3) staciondrius eloszlast. Ez egy Markov-
sor, tehat hasznalhatéak a dinamikus egyensily egyenletek:
1 2
1~x0:§x1, 1~x1:§x2, 1~x2:§x3, o+ a1+ a2 +23=1,

ahonnan
vst = (2/26 6/26 9/26 9/26),

igy az ergodtétel alapjan hosszi tavon atlagosan
2/26-04+6/26-14+9/26-2+9/26-3 =51/26 ~ 1.96

iigyvéd dolgozik egyszerre.

7. Egy betor6 atlagosan havi 2 betorést kovet el, kivéve, amikor bortonben van. Minden egyes betorésért
1/4 eséllyel kapjak el. Ha elkapjik, bortonbe kiildik. A bortonbdl atlagosan 4 honap utan szabadul és
1jbol nekilat a betoréseknek.
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Modellezziik a betérd allapotat folytonos idejii Markov-lanccal. Mik az allapotok? Irjuk fel a gene-
ratort.

Feltéve, hogy most éppen szabadlabon van, mekkora a val6sziniisége, hogy 10 nap milva is szabad-
labon lesz? (1 hoénap tekinthetd 30 napnak.)

Mennyi a valoszintisége, hogy jévére ilyenkor szabadlabon lesz?
10 év alatt az id6 mekkora részét tolti borténben?

Az okozott kar betorésenként atlagosan 100000 forint. Hossza tdvon havonta atlagosan mekkora kart
okoz a betors?



Megoldas.

(a) A betoronek kétféle allapota lehetséges: szabadlabon van vagy bérténben. Ahhoz, hogy az allapotéara
a Markov-tulajdonsag teljesiiljon, feltessziik, hogy a borténben toltott idGszakok hossza fiiggetlen,
exponencidlis eloszlasu, illetve a betoréseket Poisson-folyamat szerint koveti el.

A betorések rataja 2 (betorés/honap), viszont csak 1/4 eséllyel kapjak el, ezért a szabadlabrol bor-
tonbe térténé dtmenet rataja 2 - 1/4 = 1/2. Atlagosan 6 hénap utan szabadul, ezért a bérténbél

szabadlabra keriilés rataja 1/6, és
o120 12
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(b) Rovid tava kozelitést alkalmazunk:

. 10 11 -1/2 1/2
_ Q1/3 _ . = —
0(1/3) = v(0)e? 2 = w(0)(I +Q/3) = (10) [ oy ] + [ iy A ] (5/6 1/6),
azaz annak a valoszintisége, hogy 10 nap mulva is szabadlabon lesz, kozelit6leg 5/6.

(c) Jovore ilyenkor viszont mar hosszu tév, a v = (21 22) stacionarius eloszlast szamitjuk ki:
—1/21‘1+1/6$2=0, 1/2$1—1/6$2:0, T+ 20 =1,

ahonnan
vy = (z122) = (1/4 3/4),
tehat annak a valoszintisége, hogy jovore ilyenkor szabadlabon lesz, 3/4.
(d) 10 év alatt az id6 xo = 3/4 részét tolti bortonben.

(e) Havonta atlagosan 2 betorést kovet el, de csak akkor, amikor szabadlabon van, ami az id6 1/4-e,
ezért hosszu tavon az atlagos okozott kar
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1 2-100000 = 50000
forint havonta. Erdekesség, hogy a Markov-lanc realizaciojabél nem deriil ki, hogy mikor kovet el
betoréseket, de a kérdést ettsl még meg tudjuk valaszolni.

8. A Falab FC focicsapatanak 5 csatara van Osszesen. A csatarok koziil esetleg néhény sériilt. A csapat
mindig 3 egészséges csatarral jatszik (ha ennél kevesebb csataruk egészséges, akkor az Osszes egészséges
csatar jatszik). Ha egy csatar jatszik, akkor atlagosan 3 havonta sériil le. Egy sériilés atlagosan 1 honapig
tart. Ha egy csatar nem jatszik, nem sériil meg.

Jeldlje a sériilt csatarok szamat a ¢ idépontban X;.

(a) Modellezziik X;-t folytonos ideji Markov-lanccal!l Mennyiben ,modell” a Markov-lanc, azaz milyen
feltételezéseket tesziink és azok mennyire jogosak?
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) Irjuk fel a generatort.
)

d) Az id6 mekkora részében kénytelen a csapat csatar nélkiil jatszani?
)
)

Szémitsuk ki a stacionérius eloszlast.

Atlagosan hany csatarral jatszanak?
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Tegyiik fel, hogy éppen minden csatar egészséges. Becsiiljiilk meg annak a valdszintiségét, hogy ez a
kivetkezd 10 napban végig igy marad (a 10 napot tekinthetjiik 1/3 honapnak).

Megoldas.

(a) Azt kell feltenniink, hogy a sériilések kozotti idSkozok fliggetlen, exponencialis eloszlastak, valamint
a gyogyulas ideje is fliggetlen, exponencialis eloszlastuak. A sériilésekre nézve ez azt jelenti, hogy
Poisson-folyamat szerint kdvetkeznek be, ami altaldban jogos feltételezés. Az, hogy a meggyodgyulas
id6tartama exponencialis eloszlasi, nem feltétlen jogos, de a varhaté értéken kiviil més informécio
egyébként sincs megadva, ezért feltessziilk annak érdekében, hogy a Markov-tulajdonsag teljesiiljon.

(b) Az allapotok 0,1,2,3,4,5, a generator pedig

« 3/4 0 0 0 0
1 % 3/4 0 0 0
o 2 % 34 0 o0
@=10 0 3 =« 2/4 o0
0 0 0 4 x 1/4
00 0 0 5 =«



A sériilések ratajanal arra kell figyelni, hogy ha 3, 4 vagy 5 csatar egészséges, akkor 3 jatszik, tehat
a sériilési rata 3-szorosa egy jatékosénak. Ha csak 2 illetve 1 csatar rgészséges, akkor a sériilési rata
viszont csak 2/4 illetve 1/4.

Mivel egy sériilés atlagosan 1 hénapig tart, ezért a gydgyulasi rata 1 jatékos esetén ennek a reciproka:
1/1 = 1, viszont ha t6bb sériilt van, akkor barmelyikiik meggyogyulhat, igy a megfelel§ atmenet ratak
aranyosak a sériilt jatékosok szamaval is. (Masképp mondva: pl. 2 sériilt esetén annak a ratéja, hogy
valamelyikik meggyogyul, kétszerese 1 jatékos gyogyulési ratajanak.)

A fsatloban a *-ok helyére olyan negativ szamokat kell irni, hogy minden egyes sordsszeg 0 legyen.

Ez egy Markov-sor, tehat a stacionarius eloszlas kiszamitasdhoz hasznélhatjuk a dinamikus egyensuly
egyenleteket:

160'3/4:.%'1'1, .%'1'3/4:.%'2'2, .%'3'3/4:.1'3'3,
x4-2/4=x4-4, wz4-1/4=124"5,

tovabbé zg + 1 + 22 + x3 + x4 + x5 = 1, ahonnan

vst = (0.4738 0.3553 0.1332 0.0333 0.0042 0.0002).

Az idének atlagosan zg = 0.0002 részében kénytelenek csatar nélkiil jatszani.

Az ergodtétel alapjan atlagosan

csatarral jatszanak hosszi tavon.

Figyeljiink a megfogalmazasra! A rovid tava kozelités azt mondja meg, mennyi annak a valoszintisége,
hogy 10 nap mulva is minden csatar egészséges. De az, hogy 10 napon keresztiil végig mindenki
egészséges, picit mas. Ezt kiszamithatjuk agy, hogy T az els6 sériilés ideje. A sériilési rata 3/4, tehat
T ~ EXP(3/4), és a valasz

P(T>1/3)=1— (1 - 6—3/4'1/3) ~ 0.779.

(Egyébként ez elsérendben megegyezik a rovid tavia kozelitéssel.)



