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3. Egy ügyvédi irodában 3 ügyvéd dolgozik. Mindegyik ügyvéd egyszerre legfeljebb 1 ügyön dolgozik (és
minden elvállalt ügyön csak 1 ügyvéd dolgozik). Az irodába átlagosan havonta 1 felkérés érkezik Poisson-
folyamat szerint; csak akkor vállalnak el egy ügyet, ha éppen szabad valamelyik ügyvéd (ha több is szabad,
akkor sorsolással döntik el, kié az ügy). Egy ügy átlagosan 3 hónapig tart.

(a) Jelölje Xt a foglalt ügyvédek számát a t id®pontban. Mit kell még feltenni a megadott információkon
kívül, hogy Xt folytonos idej¶ Markov-lánc legyen? Adjuk meg az állapotokat és a generátort.

(b) Most éppen mindhárom ügyvéd foglalt. Mekkora az esélye, hogy 3 nap múlva már csak két ügyvéd
lesz foglalt (a 3 napot tekinthetjük 1/10 hónapnak).

(c) Hosszú távon átlagosan hányan dolgoznak egyszerre?

Megoldás.

(a) Xt lehetséges állapotai 0, 1, 2, 3. Ha az ügyek Poisson-folyamat szerint érkeznek (azaz az érkezési
id®közök független, exponenciális eloszlásúak) és az egyes ügyek hossza is exponenciális eloszlású,
akkor Xt folytonos idej¶ Markov-lánc. A generátor

Q =


−1 1 0 0
1/3 −4/3 1 0
0 2/3 −5/3 1
0 0 3/3 −3/3

 ;

mivel egy ügy átlagos hossza 3 hónap, ezért egy ügy befejezési rátája 1/3, viszont amikor több ügyvéd
is dolgozik, akkor annak a rátája, hogy valamelyikük befejezi, arányos az ügyek számával is.

(b) 3 napra rövid távú közelítést alkalmazunk. v(0) = (0 0 0 1), és

v(1/10) = v(0)eQ·1/10 ≈ v(0)(I +Q/10) =

(0 0 0 1) ·


1 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

+
1

10


−1 1 0 0
1/3 −4/3 1 0
0 2/3 −5/3 1
0 0 3/3 −3/3

 = (0 0 1/10 9/10),

tehát annak az esélye, hogy 3 nap múlva már csak két ügyvéd lesz foglalt, kb. 1/10.

(c) A hosszú távú viselkedéshez kiszámítjuk a vst = (x0 x1 x2 x3) stacionárius eloszlást. Ez egy Markov-
sor, tehát használhatóak a dinamikus egyensúly egyenletek:

1 · x0 =
1

3
x1, 1 · x1 =

2

3
x2, 1 · x2 =

3

3
x3, x0 + x1 + x2 + x3 = 1,

ahonnan
vst = (2/26 6/26 9/26 9/26),

így az ergodtétel alapján hosszú távon átlagosan

2/26 · 0 + 6/26 · 1 + 9/26 · 2 + 9/26 · 3 = 51/26 ≈ 1.96

ügyvéd dolgozik egyszerre.

7. Egy betör® átlagosan havi 2 betörést követ el, kivéve, amikor börtönben van. Minden egyes betörésért
1/4 eséllyel kapják el. Ha elkapják, börtönbe küldik. A börtönb®l átlagosan 4 hónap után szabadul és
újból nekilát a betöréseknek.

(a) Modellezzük a betör® állapotát folytonos idej¶ Markov-lánccal. Mik az állapotok? Írjuk fel a gene-
rátort.

(b) Feltéve, hogy most éppen szabadlábon van, mekkora a valószín¶sége, hogy 10 nap múlva is szabad-
lábon lesz? (1 hónap tekinthet® 30 napnak.)

(c) Mennyi a valószín¶sége, hogy jöv®re ilyenkor szabadlábon lesz?

(d) 10 év alatt az id® mekkora részét tölti börtönben?

(e) Az okozott kár betörésenként átlagosan 100000 forint. Hosszú távon havonta átlagosan mekkora kárt
okoz a betör®?



Megoldás.

(a) A betör®nek kétféle állapota lehetséges: szabadlábon van vagy börtönben. Ahhoz, hogy az állapotára
a Markov-tulajdonság teljesüljön, feltesszük, hogy a börtönben töltött id®szakok hossza független,
exponenciális eloszlású, illetve a betöréseket Poisson-folyamat szerint követi el.
A betörések rátája 2 (betörés/hónap), viszont csak 1/4 eséllyel kapják el, ezért a szabadlábról bör-
tönbe történ® átmenet rátája 2 · 1/4 = 1/2. Átlagosan 6 hónap után szabadul, ezért a börtönb®l
szabadlábra kerülés rátája 1/6, és

Q =

[
−1/2 1/2
1/6 −1/6

]
.

(b) Rövid távú közelítést alkalmazunk:

v(1/3) = v(0)eQ·1/3 ≈ v(0)(I +Q/3) = (1 0) ·
[

1 0
0 1

]
+

1

3

[
−1/2 1/2
1/6 −1/6

]
= (5/6 1/6),

azaz annak a valószín¶sége, hogy 10 nap múlva is szabadlábon lesz, közelít®leg 5/6.

(c) Jöv®re ilyenkor viszont már hosszú táv, a vst = (x1 x2) stacionárius eloszlást számítjuk ki:

−1/2x1 + 1/6x2 = 0, 1/2x1 − 1/6x2 = 0, x1 + x2 = 1,

ahonnan
vst = (x1 x2) = (1/4 3/4),

tehát annak a valószín¶sége, hogy jöv®re ilyenkor szabadlábon lesz, 3/4.

(d) 10 év alatt az id® x2 = 3/4 részét tölti börtönben.

(e) Havonta átlagosan 2 betörést követ el, de csak akkor, amikor szabadlábon van, ami az id® 1/4-e,
ezért hosszú távon az átlagos okozott kár

1

4
· 2 · 100000 = 50000

forint havonta. Érdekesség, hogy a Markov-lánc realizációjából nem derül ki, hogy mikor követ el
betöréseket, de a kérdést ett®l még meg tudjuk válaszolni.

8. A Faláb FC focicsapatának 5 csatára van összesen. A csatárok közül esetleg néhány sérült. A csapat
mindig 3 egészséges csatárral játszik (ha ennél kevesebb csatáruk egészséges, akkor az összes egészséges
csatár játszik). Ha egy csatár játszik, akkor átlagosan 3 havonta sérül le. Egy sérülés átlagosan 1 hónapig
tart. Ha egy csatár nem játszik, nem sérül meg.

Jelölje a sérült csatárok számát a t id®pontban Xt.

(a) Modellezzük Xt-t folytonos idej¶ Markov-lánccal! Mennyiben �modell� a Markov-lánc, azaz milyen
feltételezéseket teszünk és azok mennyire jogosak?

(b) Írjuk fel a generátort.

(c) Számítsuk ki a stacionárius eloszlást.

(d) Az id® mekkora részében kénytelen a csapat csatár nélkül játszani?

(e) Átlagosan hány csatárral játszanak?

(f) Tegyük fel, hogy éppen minden csatár egészséges. Becsüljük meg annak a valószín¶ségét, hogy ez a
következ® 10 napban végig így marad (a 10 napot tekinthetjük 1/3 hónapnak).

Megoldás.

(a) Azt kell feltennünk, hogy a sérülések közötti id®közök független, exponenciális eloszlásúak, valamint
a gyógyulás ideje is független, exponenciális eloszlásúak. A sérülésekre nézve ez azt jelenti, hogy
Poisson-folyamat szerint következnek be, ami általában jogos feltételezés. Az, hogy a meggyógyulás
id®tartama exponenciális eloszlású, nem feltétlen jogos, de a várható értéken kívül más információ
egyébként sincs megadva, ezért feltesszük annak érdekében, hogy a Markov-tulajdonság teljesüljön.

(b) Az állapotok 0, 1, 2, 3, 4, 5, a generátor pedig

Q =


∗ 3/4 0 0 0 0
1 ∗ 3/4 0 0 0
0 2 ∗ 3/4 0 0
0 0 3 ∗ 2/4 0
0 0 0 4 ∗ 1/4
0 0 0 0 5 ∗





A sérülések rátájánál arra kell �gyelni, hogy ha 3, 4 vagy 5 csatár egészséges, akkor 3 játszik, tehát
a sérülési ráta 3-szorosa egy játékosénak. Ha csak 2 illetve 1 csatár rgészséges, akkor a sérülési ráta
viszont csak 2/4 illetve 1/4.

Mivel egy sérülés átlagosan 1 hónapig tart, ezért a gyógyulási ráta 1 játékos esetén ennek a reciproka:
1/1 = 1, viszont ha több sérült van, akkor bármelyikük meggyógyulhat, így a megfelel® átmenet ráták
arányosak a sérült játékosok számával is. (Másképp mondva: pl. 2 sérült esetén annak a rátája, hogy
valamelyikük meggyógyul, kétszerese 1 játékos gyógyulási rátájának.)

A f®átlóban a *-ok helyére olyan negatív számokat kell írni, hogy minden egyes sorösszeg 0 legyen.

(c) Ez egy Markov-sor, tehát a stacionárius eloszlás kiszámításához használhatjuk a dinamikus egyensúly
egyenleteket:

x0 · 3/4 = x1 · 1, x1 · 3/4 = x2 · 2, x3 · 3/4 = x3 · 3,
x4 · 2/4 = x4 · 4, x4 · 1/4 = x4 · 5,

továbbá x0 + x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 1, ahonnan

vst = (0.4738 0.3553 0.1332 0.0333 0.0042 0.0002).

(d) Az id®nek átlagosan x0 = 0.0002 részében kénytelenek csatár nélkül játszani.

(e) Az ergodtétel alapján átlagosan

x0 · 3 + x1 · 3 + x2 · 3 + x3 · 2 + x4 · 1 + x5 · 0 = 2.958

csatárral játszanak hosszú távon.

(f) Figyeljünk a megfogalmazásra! A rövid távú közelítés azt mondja meg, mennyi annak a valószín¶sége,
hogy 10 nap múlva is minden csatár egészséges. De az, hogy 10 napon keresztül végig mindenki
egészséges, picit más. Ezt kiszámíthatjuk úgy, hogy T az els® sérülés ideje. A sérülési ráta 3/4, tehát
T ∼ EXP(3/4), és a válasz

P(T > 1/3) = 1−
(
1− e−3/4·1/3

)
≈ 0.779.

(Egyébként ez els®rendben megegyezik a rövid távú közelítéssel.)


