
8. feladatsor
Statisztika I - paraméterbecslés, megoldások

2023. ősz

2. Egy úton az autók λ paraméterű Poisson-pontfolyamat szerint érkeznek, λ azonban ismeretlen. T́ız
különböző egy perces intervallumban megszámoltuk az érkező autókat, és a következőket kaptuk: 0, 1,
2, 0, 3, 0, 0, 1, 0, 1. Adjunk ML-becslést λ értékére a minta alapján. Adjunk maximum likelihood-
becslést is λ értékére.

Megoldás. Az 1 perc alatt érkező autók száma POI(λ) eloszlású, ez a háttéreloszlás. A momentum-
becsléshez szükségünk van a várható értékére: X1 ∼ POI(λ) esetén

g(λ) = Eλ(X1) = λ,

és ı́gy
g−1(x) = x,

és a momentum-becslés az x̄ = 1
10 (0 + 1 + 2 + 0 + 3 + 0 + 0 + 1 + 0 + 1) mintaátlag alapján

λ̂ = g−1(x̄) = 0.8.

A maximum likelihood becsléshez szükség van a likelihood függvényre:
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a log-likelihood függvény pedig

l(λ) = − log(C) + 8 log(λ)− 10λ.

(A C egy pozit́ıv konstanst jelöl, a pontos értéke lényegtelen.) Megoldjuk a

d
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egyenletet:
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− 10 = 0,

aminek egyetlen megoldása a λ = 0.8, ami a λ > 0 lehetséges paramétertartomány belsejében van,
úgyhogy ez a maximum-likelihood becslés.

8. * Egy diszkrét idejű Markov láncnak két állapota van: 1 and 2. A P átmenetmátrix ismeretlen, a kezdeti
vektor (1, 0). A következő minta alapján adjunk ML becslést P -re.

1, 2, 1, 1, 2, 2, 2, 1, 2, 2

Hasonĺıtsuk össze a P̂ ML-becslés stacionárius eloszlását az 1 és 2 relat́ıv gyakoriságával a fenti sorozat-
ban. Magyarázzuk meg a különbséget.

Megoldás. Legyen

P =

[
p 1− p
q 1− q

]
;

ekkor az 1→ 1 átmenetek valósźınűsége p, az 1→ 2 átmeneteké 1− p, a 2→ 1 átmeneteké q és a 2→ 2
átmeneteké 1− q, a minta likelihood függvénye pedig

L(p, q) = (1− p)q(1− p)p(1− p)(1− q)(1− q)q(1− p)(1− q) = p(1− p)3q2(1− q)3,

mı́g a log-likelihood függvény

l(p, q) = log(p) + 3 log(1− p) + 2 log(q) + 3 log(1− q).

Ennek kell a maximuma a 0 ≤ p, q ≤ 1 tartományon. Ez egy 2-változós függvény, a maximumhelyen a
p és q szerinti derivált is 0 kell legyen:
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ahonnan p = 0.25, q = 0.4. Egyetlen megoldás a paramétertartomány belsejében, tehát a ML becslés

P̂ =

[
0.25 0.75
0.4 0.6

]
.

A P -hez tartozó stacionárius eloszlás (8/23 15/23), mı́g az eredeti mintában az 1 és 2 relat́ıv gyakorisága
(4/10 6/10). Az eltérés oka az, hogy az első és utolsó állapot a relat́ıv gyakoriság számı́tásánál teljes
súllyal esik latba, mı́g az átmeneteknél csak feleakkora súllyal, mint a közbülső állapotok, mivel a
közbülső állapotok mindig két átmenetben is szerepelnek.

Egy lehetséges korrekció, hogy az átmenetek közé beveszünk még egy átmenetet az utolsó állapotból az
elsőbe; ekkor a ML függvény

L(p, q) = (1− p)q(1− p)p(1− p)(1− q)(1− q)q(1− p)(1− q)q = p(1− p)3q3(1− q)3

lesz, és a ML becslés

P̂ =

[
0.25 0.75
0.5 0.5

]
,

aminek a stacionárius eloszlása (4/10 6/10), ami már tényleg megegyezik a relat́ıv gyakoriságokkal.


