8. feladatsor
Statisztika I - paraméterbecslés, megoldasok
2023. 0sz

2. Egy tdton az auték A paraméterii Poisson-pontfolyamat szerint érkeznek, A\ azonban ismeretlen. Tiz
kiilonb6z6 egy perces intervallumban megszamoltuk az érkez6 autdkat, és a kovetkezOket kaptuk: 0, 1,
2,0,3,0,0,1, 0, 1. Adjunk ML-becslést A értékére a minta alapjan. Adjunk maximum likelihood-
becslést is A\ értékére.

Megoldas. Az 1 perc alatt érkezé autdk szdma POI(A) eloszlasy, ez a héttéreloszlds. A momentum-
becsléshez sziikségiink van a varhaté értékére: X; ~ POI(\) esetén

g(A) = EA(Xl) = >‘7
és igy
g_l(l‘) =,
és a momentum-becslés az T = %(0 +14+2+0+3+0+0+1+40+1) mintadtlag alapjan
A=g"'(z)=08.
A maximum likelihood becsléshez sziikség van a likelihood fiiggvényre:
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a log-likelihood fliggvény pedig
I(A) = —1log(C) + 8log(A) — 10A.

(A C egy pozitiv konstanst jelol, a pontos értéke lényegtelen.) Megoldjuk a

d
al(/\) =0
egyenletet:
8
2 _10=
3 0=0,

aminek egyetlen megoldasa a A = 0.8, ami a A > 0 lehetséges paramétertartoméany belsejében van,
ugyhogy ez a maximum-likelihood becslés.

8. * Egy diszkrét idejli Markov ldncnak két dllapota van: 1 and 2. A P dtmenetmdtrix ismeretlen, a kezdeti
vektor (1,0). A kovetkezd minta alapjin adjunk ML becslést P-re.

1,2,1,1,2,2,2,1,2,2

Hasonlitsuk dssze a P ML-becslés staciondrius eloszlésat az 1 és 2 relativ gyakorisagaval a fenti sorozat-
ban. Magyarazzuk meg a kiilonbséget.

Megoldas. Legyen

q l1—q
ekkor az 1 — 1 atmenetek valdsziniisége p, az 1 — 2 dtmeneteké 1 —p, a 2 — 1 dtmeneteké g és a 2 — 2
atmeneteké 1 — ¢, a minta likelihood fliggvénye pedig

L(p,q) = (1 = p)g(1 —p)p(1 —p)(1 — ¢)(1 — @)g(1 —p)(1 — ) = p(1 — p)*¢*(1 — ¢)°,
mig a log-likelihood fiiggvény
I(p,q) = log(p) + 3log(1 — p) + 2log(q) + 3log(1 — q).

Ennek kell a maximuma a 0 < p,q < 1 tartomanyon. Ez egy 2-valtozos fiiggvény, a maximumbhelyen a
p és q szerinti derivalt is 0 kell legyen:
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ahonnan p = 0.25, ¢ = 0.4. Egyetlen megoldas a paramétertartomany belsejében, tehat a ML becslés
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A P-hez tartozo staciondrius eloszlas (8/23 15/23), mig az eredeti mintdban az 1 és 2 relativ gyakoriséga
(4/10 6/10). Az eltérés oka az, hogy az elsd és utolsé dllapot a relativ gyakorisdg szamitdsdanél teljes
stullyal esik latba, mig az atmeneteknél csak feleakkora sillyal, mint a kozbiilsé allapotok, mivel a
kozbiils6 allapotok mindig két atmenetben is szerepelnek.

Egy lehetséges korrekcid, hogy az dtmenetek kozé bevesziink még egy atmenetet az utolsé allapotbdl az
elsébe; ekkor a ML fliggvény

L(p,q) = (1 —p)g(1 —p)p(1 = p)(1 — ¢)(1 — q)q(1 — p)(1 — q)g = p(1 — p)’¢*(1 — q)°
lesz, és a ML becslés
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aminek a staciondrius eloszlasa (4/10 6/10), ami mér tényleg megegyezik a relativ gyakorisdgokkal.



