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Czir6k Emese

Fiigguény differencidlds dsszefoglalas

Differencidlszdamitds:

Def: Differenciahanyados:

Af(x) f(a+Ax)—f(a) fuggvényérték valtozasa o
= = — - - - — = hur iranytangense
Ax Ax fluggetlen valtozé megvaltozasa
Ha Ax egyre kisebb, vagyis tart 0-hoz, akkor a hdrok atmennek érintébe.
Def:
oy o flatd)—fl@ - fla+h)—f@_ . fO-f@ _, . . . .
f'(a) = lim = lim = lim ——— = érintl iranytangense

Ax—0 Ax h—0 h x—a X—a
Az f derivéalhat6é a-ban, ha a fenti hatarérték létezik, és véges. Ekkor f’(a) € R az f fliggvény a pontbeli
derivaltja (differencidlhanyadosa).
(Jobb és baloldali derivalt ugyanigy definialhatd, jobb és baloldali hatarérték felhasznalasaval.)
Tétel: f'(x) akkor és csak akkor létezik, ha a jobb és baloldali derivaltak 1éteznek, és ezek egyenlSk.
Def: Az f fiiggvény derivalhaté (differencidlhaté) egy intervallumon, a minden pontjaban
differenciédlhato.
Tétel: Ha egy fliggvény differencidlhaté egy pontban, akkor ebben a pontban folytonos is. (Tehat a
derivéalhatoésag , er6sebb”. Pl: |x| fliggvény a 0 pontban folytonos, de nem derivalhat6.)
Tétel: Az f fiiggvény x_0 pontbeli érinté egyenesének egyenlete: y = f'(xo)(x — x) + f(x0).

Derivdldsi szabdlyok:
Tétel: Ha f(x) és g(x) differencialhaté az x pontban, akkor f + g, cf (c € R), és f - g is differencialhato,

illetve ha g(x) # 0 esetén é és 5 is differencidlhat6 valamint:

(F) +9@) =) +g® (]’f=—j@)
, 9(x) 92(x)
£() = cf (%)
(FI) = /' U ILCRICRI OIS
(f@) - g@) = f'x) - g+ f(x) - g'(x) 9(x) 9*()

(F(90)) = £ (9() -g'®)

Tétel: Nevezetes fliggvények derivaltjai:

(x™) = nx1 , 1 , 1
t = t - _ _
(e%)' = e* (tgx) cos? x (arcctgx) 1+ x2
(@) =a*-lna (a€R) (ctgx)’ = — 1 (chx)" =shx
1 sin? x (shx) =chx
(Inx)' = p ( y 1 1
arccosx)' = — r_
) V1 —x? (thx) ch? x
(loga )" = —~— (arcsinx)’ 1 N 1
arcsinx)’ = cthx)' = —
(cosx)' = —sinx V1 —x2 ( ) sh? x
: r_ 1
(sinx)’ = cosx (arctgx)' = =
L’Hospital szabdly:
Tétel (L’'Hospital szabaly): Legyen f és g differencialhaté az a egy pontozott kornyezetében, agy hogy itt
gx)#0, g'(x) #0 éslim,_, f(x) =lim,_, g(x) = 0. Ekkor, ha limx_,a% = limx_,a%.
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Tétel (L'Hospital szabaly): Legyen f és g differencidlhaté az a egy pontozott kornyezetében, tgy hogy itt

gx)#0, g'(x) # 0 éslim,_, f(x) =lim,,, g(x) = co. Ekkor, ha limx_,ag,—gg = limx_)a%.

Fiigovényvizsgdlat:
Def: Az f fuggvény az xy-ban lokalisan névekvd, ha x,-nak van egy kis kornyezete, melyre igaz, hogy ha
Xo > x, akkor f(xy) > f(x), és ha x, < x, akkor f(xg) < f(x).
Def: Az f fliggvény az xy-ban lokalisan csokkend, ha x,-nak van egy kis kdrnyezete, melyre igaz, hogy ha
Xo > x, akkor f(xy) < f(x), és ha x, < x, akkor f(xg) > f(x).
Tétel: Ha f differencidlhat6 x,-ban és
1. f lokélisan né x, -ban, akkor f'(x,) = 0
2. f'(xp) > 0, akkor f lokalisan n6 x,-ban.
Tétel: Differencialhat6 figgvény esetén lokalis széls6érték létezésének
1. Sziikséges feltétele: f'(xy) =0
2. Elégséges feltétele:

a. f'(x) = 0és f'(x) elGjelet valt x, -ban
b. fl(x) =06és f"™) £ 0. (f"(x) > Oesetén lokalis minimum, f”(x,) < 0 esetén

lokélis maximum van)
Def: Az f fliggvény xy-ban konvex, ha xy-nak van egy kis kornyezete, melyre igaz, hogy a kornyezet
barmely két fliggvénypontjat 6sszekotve a hir a fliggvénygorbe felett halad.
Def: Az f fliggvény x,-ban konkav, ha xy-nak van egy kis kdrnyezete, melyre igaz, hogy a kornyezet
barmely két fliggvénypontjat 6sszekotve a hur a fliggvénygorbe alatt halad.
Tétel: Kétszer differencidlhato fliggvény esetén inflexids pont széls6érték létezésének
1. Sziikséges feltétele: f"'(x) = 0
2. Elégséges feltétele:
a. f"(xg) = 0és f" elGjelet valt xy-ban
b. f"(xg) =0 ésf""(x9) # 0
Mintapélddk:
1. A definici6 segitségével hatarozzuk meg a derivalt ftiggvény értéket az adott pontban!
a. fl)=x* f'(5) =1

A derivalt értéke az a pontban megkaphato a lim,._,, % hatarértékkel. Tehat:

x)—f(5 x% —52 x—5)(x+5
limf() f()=lim =lim¢=limx+5=5+5=10
xX—5 x—75 x-5 x —15 x—5 x—5 x—5

Tehat f'(5) = 10.

A derivalt értéke az a pontban megkaphato a lim,._,, % hatéarértékkel. Tehat:

CfO-f@) o VAx+5-vV4-1+5 | VAx+5-3
lim——= = lim = lim
x—1 x—1 x-1 x—1 x-1 x—1

_y (Vax +5-3)(V4x +5+3) _ . (Vax +5-3)(Vax +5+3)
%1 (x—l)(\/4x+5+3) xol (x—l)(\/4x+5+3)

I (4x +5) — 32 y 4x — 4

= l1im = lim

=1 (x — 1)(\/4x +5+ 3) =1 (x — 1)(\/T+5 + 3)

: 4(x - 1) : 4 _ 4 4 2
= lim =lim—=lim——— = — ==
=1(x—1)(V4x+5+3) *1Va4x+5+3 x1V4.1+5+3 6 3

Tehat f/(1) =2

3



BME Bevezet Matematika
BMETE90AX40

Els6 korben vizsgdljuk a folytonossagot, hiszen a differencidlhat6sag feltétele a folytonossag.
A két darab kulon-kiilon folytonos, hiszen a raciondlis tortfliggvény folytonos, kivéve a
nevez6 nullhelyén (ami itt nincs), illetve az egyszer(i polinom fiiggvény is folytonos.

Tehat csak az ,illesztési pontban” kell vizsgalnunk a hatarértéket és fliggvényértéket:

Jim £G) = Jim ax ~b=a=b
6

a0 =lm =773
f()=a-1—-b=a—->b

A folytonossaghoz az sziikséges, hogy a fenti hdrom megegyezzen. Tehata — b = 3.

Czir6k Emese

Nézziik ez utéan a derivaltat:

0-(x2+1)—6-(2x+0) —12x
) = (x% + 1)? T2+ 1)2 ha x <1
a—0=a hax=1
Tehat
, ~12-1
f—(1)=m=—
fill)=a

Ahhoz, hogy a fiiggvény derivélhaté legyen a bal és jobboldali derivaltnak meg kell
egyeznie. Tehdt a = —6. Ez alapjan pedig —6 — b = 3, vagyis b = —9.

ax® — bx* +2x%® ha x < -1

Legel6szor is alakitsuk kicsit at a fiiggvénytinket: f(x) = {cos(-w-x) ha—1<x<1
ax® —bx*+2x% ha x>1
Ez utan vizsgaljuk a folytonossagot, hiszen a differencialhat6sag feltétele a folytonossag. A
harom darab kiilon-kiilon folytonos, hiszen a polinom és cos fliggvények folytonosak. Tehat
csak az ,illesztési pontban” kell vizsgalnunk a hatarértéket és fliggvényértéket.
El6szor -1 pontban:
xEEriJr f(x) = xl_ir_nﬁ cos(—m-x) = cos((—n) . (—1)) =cosm=—1
xlir_nl_f(x) = xlir_nl_ ax® —bx*+2x2=a-(-1)°—=b-(-1D*+2 - (-1)?=a-b+2
f(-D=a-(-1D)°=b-(-D*+2 - (-1)2=a—-b+2
A folytonossdghoz az sziikséges, hogy a fenti harom megegyezzen. Tehata — b + 2 = —1.
Nézziik az 1 pontban:
xll_)l’111+ f(x) = xllgl*' cos(—m-x) = cos((—n) . (1)) =cos(—m) = —1
1ir{1_f(x) = lir’il_axﬁ—bx‘*+2x2 =a-(D=b-(D*+2 -(1)2=a—-b+2
X X
fM=a-W)°=b-(D*+2 -(1)2=a-b+2
A folytonossaghoz az sziikséges, hogy a fenti hdrom megegyezzen. Tehata — b + 2 = —1.
(Vizsgalhattuk volna egyszerre a +1 és -1 pontbeli hatarértékeket, mert a fliggvény mindkét

aga paros fliggvény.)
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Nézziik ez utan a derivaltat:
a-6x5—b-4x3+2-2x = 6ax® —4bx®+4x ha x < -1
f'(x) =<{sin(—nx) - (—m) = —mwsin(—mx) ha —1<x<1
6ax® — 4bx® + 4x ha x < —1
Tehat
fi(-1)=6-a-(-1)°—4b(-1)*+4-(-1) = —6a+4b—4
fi(-1) = —msin((-n) - (-1) ) = —m-sin(mr) = —w-0 =0
Ennek a kettének meg kell egyeznie, ahhoz, hogy az eredeti fliggvény derivalhat6 legyen,
tehat —6a +4b — 4 = 0.
Ugyanigy vizsgaljuk a derivaltat a +1 pontban.
ff()=6-a-(1)°>—4b(1)*+4-(1)=6a—4b+4
fi(1) = —wsin((-n)-1) = —w-sin(m) = —w-0=0
Ezeknek szintén meg kell egyeznie. Eszerint 6a —4b + 4 = 0. (Ez pont ugyanaz, mint az
el6z¢ feltétel, hiszen csak egy -1 szorz6 a kiilonbség.)
Tehét a és b-re a kovetkezé feltételeket kaptuk:
a—b+2=-1¢é6a—4b+4=0
Ezeket kicsit atalakitva kapjuk a kovetkez6 egyenletrendszert: 3a —3b = —9 és 3a — 2b =
—2.
Ezeket ha ezeket kivonjuk egymadsbol kapjuk, hogy —b = —7. Tehat b =7, és eszerint
a—"7=-3,techata = 4.

<x5+3x3—4x+1> é(x5+3x3—4x+1)’-(x2—1)—(x5+3x3—4x+1)-(x2—1)’;*

2 —1 (x%2 —1)2
() +Bx3)' —(4x) + (1)) - (x2—1) = (® +3x° —4x + 1) - () = (1)) =
- (2 — 1)?2 -
(Gx*+3:3x2—4-1-x°40)- (x2—-1)— (x> +3x3—4x+1)- (2x — 0)
B (7 = 1)?
GGx*+9x2—4) - (x2-1) - (x> +3x3—4x + 1) - (2x)
B 7 = 1)?
5x® + 9x* — 4x? — 5x* —9x? + 4 — 2x® — 6x* + 8x?% — 2x
B 7 = 1)?
3x0 — 2x* —4x? —5x2 —2x+ 4
- x*—2x%2+1

Magyarazat a lépésekhez:

f I

I F.ql
*: Alkalmaztuk a tort derivaltra vonatkoz6 szabalyt: (5) =Lo )9

gZ
**: Mindkét derivalasnal alkalmaztuk az 6sszeg derivéltra vonatkoz6 szabalyt: (f + g)' = f'+ g’
***: Az Osszes eset (x™)' tipust. Illetve egy helyen alkalmaztuk, hogy : (cf)" = cf’
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((x4 +2)-J1+ 2x3>’é (x*+2) -1+ 2x3 + (x* +2) - (\/1 + 2x3)’
= (% + @) VT2 + @t +2) - (@ +2x)2) =

= (3 +0) - V1+203 + (x* +2) - (A +2x%)2) 2
= ) TH2e + (e +2)- (a4 2697 1+ 2xd)) 2

13 %

Kok kKK

=(4x3) - J1+2x3+(x*+2)- <% 1+ 2x3)'1/2 (D' + (2x3)’)) =
= (4x3) -1+ 2x3 + (x* + 2) - e (1+2x3)"72-(0+2- 3x2))

=4x3-v1+2x3+(x4+2)'<2 \/711” 3 '(6x2)>
: X

4x3 -1+ 2 3+(x4+2)'6x2 4x3 /142 3+3x6+6x2
= 44X - X B ———TF 1 % G} X -
2-vV1+2x3 V1 + 2x3

Magyarazat a lépésekhez:
*: Alkalmaztuk a szorzat derivéltra vonatkozo szabélyt: (f - g)' =f'-g+f- g

*%

: Az (x*+42) tagra alkalmaztuk az Osszeg derivéltjara vonatkozé szabalyt (f +g) =f'+g/,
valamint a gyokot felirtuk %—dik hatvanyként.

*** Az el6bbi 9sszeg tagjai mind (x™)" tipustak.

ek Attértiink az ((1 +2x%)Y 2)’ tényez6hoz. Ez egy osszetett fliggvény. A kiilsé fiiggvény az x'/2, a
bels6 pedig 1 + 2x3. Ezekre alkalmaztuk: (f(g(x))) = f’(g(x)) -g' ().

% A megmaradt derivalt egy Osszeg derivéltja, erre megint alkalmaztuk az Osszeg derivalasi

szabalyat.  ****** A tagok derivaltjat pedig mar konnyen kapjuk az x™ derivéltja alapjan.
! , 4x 4x\'
7 ctgx x (7 ctgx)" (2 —5-cosx —7) — (7 ctgx) - (2 —5-cosx _7) *
2—-5cosx —— —5. _ax
p (2 5-cosx —— )
4x

7 (ctgx)' - (2 —5-cosx —4%) — (7 ctgx) - ((2)’ —(5-cosx)' — (?

N—r

I
) kk ok
=

(2—5-cosx—4'Fx)2

=7'%'(2—5-cosx—%)—(7ctgx)-(0—5-(cosx)’—%-(x)’)*i=:*
(2—5-cosx—4—7;6)2
-Sigzlx-(2—5'cosx—‘%x)—(7ctgx)-(0—5-(—sinx)—%-l)

(2—5-00536—4736)2
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7.(2—5.cosx—4Fx)_ (7 ctgx) 14—35-cosx—%+ (7 ctgx)
_ sin® x (54-x (—2 sinx) — %) _ sin? x (45x. zinx - %)
(2—5-cosx—?) (2—5-cosx—F)

Magyarazat a lépésekhez:

f r

I f.q!
*: Alkalmaztuk a tort derivaltra vonatkoz6 szabalyt: (5) =Lo )9

gz

**: Az els6 derivalasnal alkalmazzuk, hogy: (cf)’ = cf’, a masodiknal pedig az 6sszeg derivaltjara
vonatkoz6 szabélyt:: (f + g)' = f'+ g’

***: Ez utdn hasznaljuk az alap hatarértékeket, illetve tjra a (cf)’ = cf’ egyenlGséget.

wex%; Ujfent az alap hatarértékeket hasznalhatjuk.

* x5k Kok ok EEEE T

(xx)r faa} (elnx")' ] (exlnx)’ D exlnx (x . lnx)’ D pxlnx ((x)’ Inx + x - (lnx)’) o

1
=ex1nx,(1.]nx+x.;)=exlnx-(lnx+1)

Magyarazat a lépésekhez:

* x* tipust derivaldsnal érdemes alkalmazni, hogy valamely a esetén e!"® = a.

**: Logaritmus azonossag szerint Inx* = a - Inx

***. Ez utan derivaljuk a kozvetett fiiggvényt. A kiils6 fiiggvény e* a bels6 pedig x - Inx. Ezekre

alkalmazzuk a (f(g(x))) =f'(g(x) -g'(x)
**+* Hasznaljuk a szorzat hatarértékét: (f - g)' =f"-g+f- g

Az f(x) fuggvény x, ponthoz tartozo érintSjének egyenlete y = f'(xq) (x — xq) + f (xo).

Ez jelen esetben

xo =1 4431 7
° O =iz
(4+3x) - ((Inx)>+1)— (4 +3x)- ((Inx)3+ 1)

((Inx)3 + 1)2
(0+3)- ((nx)* +1) — @ +3x) - (3 (nx)? -2 +0)
((Inx)3 + 1)2
3- ()P + 1)~ (4 +30)-(3-(nx)? )
((nx)? + D)2
, 3-((ln1)3+1)—(4+3-1)-(3-(ln1)2~%)

r= (1) + 1)? =
_3 (@D -(4+3) (G- (P D_3-1-7-0_
((0)% +1)? 12

f'x) =

Tehat az egyenes egyenlete: y =3 - (x — 1) + % . Bzt atalakitva: 2y — 3x = 4.
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X =0
f(0)=1+sin(0-e?%*1) =1+sin0=1
f'(x) = (1 +sin(x - e2**t1))’ = 0 + (sin(x - e2**1))’ = 0 + cos(x - e2¥*1) - (x - e2¥+1)’
=cos(x - e?**t1) . [1-e2**! + x.e2X*1. (2x + 1)']
— cos(x . er+1) . [er+1 + erx+1 . 2]
f'(0) = cos(0 - e?0*1) . [e20+1 4 0. ¢20*1. 2] =cos(0-e)-[e+ 0] =1"-¢
Eszerint az érint6 egyenlete: y = e - (x — 0) + 1. Ezt atalitva: y = ex + 1.

o |

lim (1 —e*2)-cos(m - x) ot lim (0—(*2)-1)-cos(m-x)+(1—e*2)-sin(r-x) 7
x-2 x2—4 x—>2 2x—0

i e*2.cos(m-x)+(1—e*2)-sin(mr-x) n

N xl—rg 2x

~cos2m) + (1 —e®) -sin@n)-m  1-1+(1-1)-0-7 1
2-2 B 22 4

Il
Q
=)

(Inx) - sin (2 ) % sin (%x) + (Inx) - cos (%x) %

lim(Inx) - (tg (Ex)) = lim = lim = =
x-1 2 x=1 cos ( ) x=1 —sin (7 X) )
1 T\ T T
1 sm( )+1n1 cos(f) 7 1 1+0-0-7__E
B n _1.¢ Coom
sm(z) i 1 )
0./
i (1 1 )—l *—1 x  im e*—1—-x 6;H
20 x e*r—1 20 x(ex—l) x(ex—l) 20 x(ex—-1) )
I e*—-0-1
T 2201 (e*—1) +x- (X —0)
0
x_1 5LH e*
=}cl—r>l(l)ex—1+x~ex N }cl—%ex—0+1-ex+x-ex
20
T e0—0+e%+0-e0 2
2\ el 2\ 2
lim|{— ] = hm(—x) = 11m<—x>=—=0
Oy ~ /sin5x _ sin(5x) 5x 5 5
_ o /sin5x\°_ " [(cos(5x) -5 5 5 llm( )=llm —=1-===
]1m( ) = lim|———|=1-—=-— x—0 7x x>0 5x 7x 7 7
x>0\ 7x x—0 7 7 7
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A fuggvény folytonos, kivéve ott, ahol a nevez6 nulla, vagyis az x = —2 pontban. (Itt ugye a

fliggvény nincs értelmezve.)
Szélstértéke ott lehet, ahol a fliggvény derivaltja 0.
, 1-x—2)—-2(x+2)-1 x—-2-2x—4 —x—6
[ = (x+2)* - (x+2)* - (x +2)*
Ez akkor lehet 0, ha a szamlalé 0, vagyis, ha x = —6. Tehat széls6értéke LEHET az x = —6

pontban, de ezt ellendrizniink kell. Kétféleképpen tehetjiik ezt meg. Vagy a masodik derivalt

elgjelét vizsgaljuk az x = —6 pontban, vagy pedig azt, hogy az els6 derivélt elgjelet vélt-e az

X = —6 pontban.

Vizsgaljuk a masodik derivaltat:
f”(x)_—1-(x+2)4—(—x—6)-4-(x+2)3-1_—(x+2)4+4-(x+6)(x+2)3

(x + 2)* (x +2)*
n gy o T(COHD 4 (64+6)(6+2)° (-4 +4-(O)(-4° _—256+0 _
f (_ ) = (—6+ 2)4 - (—4)4 - 256 -

Mivel ez negativ, az eredeti fliggvénynek x=-6 helyen lokélis maximuma van.

Ugyanerre az eredményre jutunk, ha az vizsgaljuk, hogy milyen az elGjele az els6
derivéltnak. A nevez6 minden esetben pozitiv, igy csak a szamlalét kell vizsgalnunk. Ha x
kisebb, mint —6, akkor -x — 6 pozitiv. (tehét ott az eredeti fliggvény ott n6.) Ha pedig x
nagyobb, mint —6, akkor -x — 6 negativ. (tehat az eredeti fiiggvény csokken.) Vagyis az f'
valoban elGjelet valt, tehat lokalis széls6értéke van. Mivel el6tte n6, utdna csokken, a
szélséérték maximum.

Széls6érték ott lehet, ahol a masodik derivalt értéke nulla.

fl(x)=3x%-2

f"(x) =6x

Tehéat széls6érték ott lehet, ahol 6x = 0, vagyis x = 0-ndl. Azt, hogy itt valéban inflexi6s pont
van-e ugy tudjuk eldonteni, hogy vizsgdljuk a harmadik derivéltat, ami f"'(x) = 6. Ez
természetesen barmilyen x esetén pozitiv, tehét tényleg inflexiés pont van.
(Mésképp vizsgélhattuk volna a méasodik derivalt 6x elgjelét. Ez x = 0 -ban val6ban elGjelet
valt, tehat tényleg inflexi6és pont van.)



