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Komplex szamok dsszefoglalo

Definicio:

Czir6k Emese

Algebrai alak Trigonometrikus alak:

Barmely komplex szam egyértelmten felirhat6 Barmely nullatoél kiilonbozé komplex szam
z=a+bi egyértelmien felirhato

alakban, ahol a,b € R, ési = vV—1. z=r(cos¢ +isingp)

a = Re(2) valods rész alakban, aholr =20, -t < ¢ < m.

b = Im(z) képzetes/imaginarius rész r = |z| a komplex szdm hossza

¢ = arg(z) a komplex szam argumentuma.

A két alak kozti dtirds:

Algebrai--> Trigonometrikus Algebrai--> Trigonometrikus

r= /a2+b2=|Z| a=r-cos¢g

b b=r-sing
arctg (—) haa >0
¢ =arg(z) = “
T + arctg (E) haa <0
Megj: arctg(@) = tan™* ¢. Szdmoldgépen ez van!
Def: Z (a z komplex szam konjugaltja) az a komplex szam, melyre: Re(z) = Re(Z) és Im(z) = —Im(2).

Vagyis a + bi konjugaltja a — bi.
Hasznos tudni: z - Z = (a + bi)(a — bi) = a® + b? = |z|?

Mijveletek komplex szdamokkal:

i hatvanyok =1it=qi?=-1,3=—i,i*=1,i>=1i...

Ak+2 1 i4k+3 —
4

altaldnosan: i =1i,i =—

Algebrai alak:
(a+bi)x(c+di)=(atc)+ (bxd)i ,Valosrészavalossal, képzetes a képzetes résszel adodik dssze/vonodik

—i (negativ kitevére is!)

ki.”
(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (bc + ad)i ,Mindent mindennel 6ssze kell szorozni, és figyelembe venni, hogy
i2=-1"

Lehet6leg ne hatvanyozzunk algebrai alakban. Féleg ne sokadik hatvanyt. (lehet, mtikodik, de sokkal egyszertbb,
trigonometrikusan) Persze néha elkertilhetetlen (kés6bb példat is mutatunk rd):
(a + bi)? = a? — b? + 2abi

n

(a+bi)" = z (’;) ak - (bi)nk

k=0
In/a) l3l
_ L —ak _ Z n 4k+2 . —(4k+2)
I; (4k) att- (b)" 4 (4k + 2) @ (b)"
/ In/a) 3
+i

k=0

n 4k+1 n-(4k+1) _ Z n 4k+3 , n—(4k+3)\
;(4“1)“ (b (4k+3)a (b) /

Igen, ez ilyen undorité... ezért nem javasolt
Gyokvonas szintén kevésbé ajanlott algebrai alakban. Mtikodik, de legtobbszor cstinya. (késébb azért lesz példa ra.)
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Trigonometrikus alakban:

r(cos@ + ising) - s(cosw + i sinw) = rs(cos(p + w) + isin(¢ + w)) ,A hosszok Osszeszorzodnak, a szogek
0sszeadddnak”

Lehet6leg ne adjunk 6ssze/vonjunk ki trigonometrikus alakban... menne, de az ehhez sziikséges trigonometrikus azonossagokat
ritkan hasznaljuk, kevésbé kozismertek...

Hatvéanyozés/gyokvonas:
r(cos@ + isin )™ = r"*(cos(ng) + i sin(ngp))

2km 2km
’(/r(cosq) +ising) = '\‘/?(cos (2 + —) + isin (f + —)) k=012, ..,n—-1
n n n n

A gyokvondsnak tehat n megoldédsa van a komplex szamok korében!!!

Mintapéldak:
1) Adjuk megaz komplex szimot!
a) z+7=8 2Im(7)+3Re(z) = 16
Megoldas:
z=a+bi; Zz=a—bi; Re(z)=a;Im(z)=>b
(a+bi)+ (a—bi)=38
2b+3a=16
Az elsé6t atrendezve: a + bi + a — bi = 2a = 8 Vagyis a = 4.
Ezt beirva a masodikba: 2b + 3 - 4 = 16. Vagyis 2b = 4, tehat b = 2.
Tehatz = 4 + 2i

Tehat a két egyenlet: {

Megoldas:

Algebrai alakban: Trigonometrikus alakban:

Legyen z=abi. A maésodik alapjan: Alkalmazzuk, hogy

a=—2. A valés rész negativ, tehat a a = Re(z) = r cos(¢).

@ =m+tan™! (g) Eszerint —2 = r cos (%n) =r (— \/%) Tehat
Vagyis: %” =m+tan! (_%) Tehat V2 =r.

. 5@ . . 5m
% = tan~! (_%) Mindkét oldal tangensét Vagyis z = 2v2 (COST + lsmT)

b
— . Tehat b=-2
-2 Gyors szamolds utan latszik, hogy a két

megoldas ugyanaz.

. T
véve: tanz =1
szintén.

Vagyis z = —2 — 2i

3)

5-2i -3-2i (5-20)(-3-20) -15-10i+6i+4 _-19 4

——i

3:243-(—4i)+8i-24(8i):(—4i) =6 —12i + 16i — 32i®> = 6 + 32 — 12i + 16i = 38 + 4i
—3+2i —3-2i  (-3)2+22 13 13 13

4 2(cosT+ising) 4 (cosT +ising) =
8(cos( +4)+151n( +4)) 8(cos—+zsm )
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Atirjuk az % + \/Z—ii komplex szamot trigonometrikus alakra.

= O (@) = e
a>0 - <p=tan_1(\/T§) :%
Tehét%+?i = 1(cosg+ ising)

25
A feladat tehat: (cosg + isin g)

T

T, . 25 25w, . 25m T
cos—+isin— = COS— + ISIn— = CoS—
3 3 3 3 3

. . T
+isin—
3

Megoldas:

Ne felejtsiik el, hogy a komplex szamok korében vagyunk, tehat ketté megoldast kell kapnunk.

Meg lehet csindlni trigonometrikus alakban (képlet szerint) vagy algebrai alakban is.

Trigonometrikus alakban:

frjuk 4t a 25-t trigonometrikus alakra:
25=25+0i
r =25 = 25

—tan-1(2) = tan-1(2) =
a>0 - ¢ =tan (Z)—tan (E)_
tan10=0.
Tehat V25 = 3/25(cos 0 + i sin 0)
Az ismert tétel alapjan:
3/25(cos 0 + isin0) =
2 0 | 2km . .. (0 2km _
\/ﬁ(cos(g+7)+lsm(g+ )),k—O,l

2

Vagyis a két megoldés
5(cos 0 + isin0) = 5 illetve
5(cos(0 + ) + isin(0 + m))=-5

Algebrai alakban:

25=25+0i

Legyen V25 = z = a + bi

Tehat a z olyan, hogy z? = (a + bi)? = 25
Eszerint 25 = a? + 2abi + (bi)?

25 = a® + 2abi + b*i?

25 = a® + 2abi — b*

25 = a* — b? + 2abi

25+ 0i = a® — b* + 2abi

Mivel a valds részek és a képzetes részek is

egyenldk kell legyenek:
0 =2ab

Két (valos) szam szorzata csak akkor lesz 0, ha
az egyik maga is 0.

Tehat vizsgaljuk a két esetet:

1. ha a = 0, akkor az els6 egyenlet szerint:

25 = —b?, ami VALOS szamok kérében nem
lehetséges.

2. ha b =0, ekkor az els6 egyenlet szerint:
25 = a?, tehat a = +5.

Eszerint a két megoldas:
z=5+0iész=—-5+0i.

Szerencsére ez a két megoldds jott ki a
trigonometrikus alakban is. ©
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Megoldas:
Legyenz=a+bi, z+5i=a+ (b +5)i
|zl =VaZ +b2 , |z+5i| =/a® + (b +5)?
A feltétel szerint: |z| < |z + 5i].
Tehét: VaZ + b2 < /a2 + (b +5)2 Mivel mindkét oldal pozitiv, a négyzetre emelés nem okoz
problémat!
a?+b? <a?+ (b +5)?
a® + b* < a® + b* +10b + 25
0<10b+ 25
—25<10b
_S<p

2

Keressiik meg az (a,b) koordinatarendszerben ] @

azokat a pontokat melyre ez teljestil! =

Megoldas:

Legyen szokas szerint

z=a+bi |z|=Va%+Db?
z—2i=a+(b-2)i |z—2il=\a?+®b-2)?
z—i=a+(b-1i |z—il=a2+®B-1)? T

A feltételek szerint: —+

|Z| =< |Z_ Zil | | |/'7 /I | a

Va2 + b? < Va? + b? — 4b + 4 Mivel mindkét oldal pozitiv / // / l
négyzetre emelhettink.

a’*+b*<a*+b*—4b+4

0<—-4b+4

4b < 4

b < 1 Ez ugye egy egyenes és az altala hatarolt egyik félsik. (Abran pirossal)
A masik feltétel pedig;:

lz—il <1

Jva? + (b —1)? < 1 Mivel mindkét oldal pozitiv gond négyzetre emelhetiink

A két feltételnek egyszerre kell teljestilnie:
Ezek tehat a kor fels6 fele. Az abran kékkel jelolve.

Megoldas:

Legyenz = a + bi, Re(z) =a,Im(z) =b, |z| = Va? + b2

Az elsé feltétel szerint

|z| =9

VaZ + b2 > 9 Mivel mindkét oldal pozitiv egyszertien négyzetre emelhetiink.
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a’? + b? > 81 Ez egy (0,0) kozépponta, 9 sugar kor, és az azon kiviil es6 pontok. (Abran
pirossal.) Figyeljiink, hogy a korvonal is megfeleld!

A masik feltétel szerint:

Im(z) > Re(z) Vagyis

Figyeljiink, hogy maga az egyenes nem felel meg, azt szaggatott vonallal jelezziik!

A megoldés a két halmaz metszete, vagyis az melyek mind zold, mind pirossal jeloltek. Szenteljiink
kiilonos figyelmet a kor és az egyenes metszéspontjainak. Mivel ez a két pont olyan, hogy az els6
feltéelnek nem felelnek meg, mig a méasodiknak igen, ez a két pont nincs benne a végsé halmazban.
Ezt {ires karikaval szoktuk jel6lni. (a végs6é megoldast érdemes egy eliit6 szinnel megjel6lni, abran
kékkel)

Megoldas:
Ez egy masodfoku egyenlet, hasznaljuk a megoldo képletet, mely a komplex szamok korében is
mukodik.

—-D /DT -4B+ DA —4)  2+J4—4(12+4+4i—120) 2+ /4 — (64— 8)

2(3+10) 6+ 2i 6 + 2i
_2+V—60+32i 2+./4(-15+8)i 2+2vV-15+8i
N 6 + 2i N 6 + 2i - 6 + 2i

Az egyszertliség kedvéért kiilon szamoljuk ki a gyckvonast:
A gyokvonast lehet trigonometrikus alakban vagy algebrai alakban elvégezni:
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Trigonometrikus alakban: Algebrai alakban:
frjuk 4t a —15+ 8i szamot trigonometrikus LegyenV—15+8i =z = a + bi
alakba! Tehat

r=,/(~15)2 + 82 = /289 = 17

. —1(_8
Mivel a < 0 - ¢ = 7 + tan 1(_—15)
Tehat ¢ = 180° — 28,07° = 151,93°
Tehét a
—15+ 8i = 17(cos151,93° + isin 151,93°)
Vagyis a gyokvonds két lehetséges

eredménye:
151,93° . . 151,93°
\/17(cos 5 tisin— )=

—15+ 8i = (a + bi)? = a? + 2abi + (bi)?
= a® + b%i* + 2abi
= a? — b? + 2abi
Mivel a valds és képzetes részeknek meg kell
egyeznie a kovetkez6t kapjuk:
{_15 =a* —b* a,beR
8 = 2ab

A mésodik egyenletbdl fejezziik ki a-t!

8 _ 4 ] X
V17(cos75,97° + i sin75,97°) = 1 + 4i a=_-=.Ezt beirva az els6 egyenletbe:
. 2
Iletve: 15 = (ﬁ) — b? = =2 — p?
151,93° . b b
V17 (COS( + 180 ) A b? nem lehet 0, hiszen akkor a masodik
. /151,93° . egyenlet nem  lenne  igaz. Tehat
+ lsm( 2 +180 )) beszorozhatunk vele.
=+/17(cos 255,97° —15b% = 16 — b*

+isin255,97°) = -1 —4i
Pontos értéket csak akkor kapunk, ha menet
kozben sehol nem kerekitiink!

b* —15b* -16 =0

Legyen b? = y?2, ekkor

y? — 15y — 16 = 0 egyenletet kell megoldani.
_15+.,/(-15)2—4-(-16) 15 ++289

V1,2 2 2
B 15+ 17

2
Tehat a két megoldas y = b? = —1, mely a

VALOS szamok korében nem megoldhato,
illetve y = b? = 16.

. . R
Eszerint b = +4. Ebb6l pediga = - = +1
Tehat a két megoldas:
z=1+4i illetvez = -1 —4i.

Ez utén térjiink vissza az eredeti egyenletiink megoldé képletéhez:

2+2V-15+80 2+2(1+4i)
6 + 2i T 6+2i

2+2V=15+8i 2+2(—1—4i)

6+ 2i 6+ 2i

Mivel —1 — 4i = —(1 + 4i) elég az egyiket vizsgalni, hiszen valéjadban ugyanazok.

24+2(1+40)  2+2(1+ 40) 2 —2(1 + 4i)
6+2i  6+2i vagy 6+ 2
2+2(1+4i)) 242480 4480 24+4i 24+4i 3—i (2+4)(B—-i) 6+4+12i—2i
6+2i = 642 64+2i 3+1i 3+4i 3—i 9+1 B 10

10 + 10i
=—=1

10 +1
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2-2(1+4) 2-2-8i -8  —4 -4 3-i (—4DB-i) -12i—-4 —4-12i
6+2i = 6+2 642 3+1 3+4+i3-i  9+1 10 10
2 6,
5 5
Tehat a komplex egytitthatds egyenlet két megoldasa: (1 + i) és —% — gi.



