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Czir6k Emese

Sorozatok Osszefoglalds

Definicié:A sorozat a (pozitiv) természetes szamokon értelmezett fiiggvény. Az ay; ay; as; ... ay ... sorozatot
an-nel jeldljtik.

Def: Egy sorozat korlatos, ha létezik K, hogy a sorozat minden elemére (n € N), |a,| < K.

Def: Egy sorozat monoton né, ha minden n € N esetén a, < a,;;. Szigord monotonitds esetén az
egyenldség sincs megengedve.

Def: Egy sorozat monoton csokken, ha minden n € N esetén a,, > a,, . Szigord monotonitas esetén az
egyenldség sincs megengedve.

Mijveletek sorozatokkal:

_ L _ (an) _ (%
M@n) = ) @)+ (Bu):= (@ +b)  (@n)(B) = (@ by)  haby # 0,50 = (b—)

Sorozat hatdrértéke:

Def: Azt mondjuk, hogy egy a, sorozat konvergens, ha létezik egy olyan A valds szam, melyre teljestil,
hogy barmely & > 0 hibakorlat esetén taldlhaté olyan N(e) kiiszobindex, hogy minden n > N(g) esetén
|a, — A| < e. Azt mondjuk, hogy A a sorozat hatarértéke, jeloléssel: lima,, = A.
Def: Ha a,, divergens, de barmely K valds szamhoz talalhatunk olyan N(K) kiiszobindexet, hogy barmely
n > N(K) esetén a, > K, akkor azt mondjuk, hogy a sorozat hatarértéke oo. Jeloléssel: lima, = oo. (ett6l
még divergens!!!) Hasonléan lehet —oo hatarértéket definialni.
Tétel: A hatarérték egyértelm.
Tétel: Halima, = A éslimb,, = B, akkor lim(a,, + b,) = A+ B.

Halima, = 4, akkor limc - a,, = c A.

Halima, = 0és limb, = 0, akkor lima,b,, =0

Halima, = A4 éslimb,, = B, akkor lima,b,, = AB

Halima,, = 0 és b,, korlatos akkor lima, b, = 0

Halima,, = 4, akkor lim|a,| = |4|

Halim b, = B # 0, akkor limi = %

Halimb, = B # 0 éslima, = 4, akkor lim‘;—” = %

n

Haa, >0 éslima, = A > 0, akkor lim,/a,, = VA

Ha lim a,, = oo, akkor limaL =0

Halim a,, = 0, akkor limﬁ = o0

Tétel: Ha a, b, olyanok, hogy minden n esetén a,, < b,, akkor lima, <limb,.

Tétel: (rendérelv/szendvics szabaly, stb...) Ha a,, b,és ¢, olyanok, hogy minden n esetén a, < b, < c,,
tovabba tudjuk, hogy lim a,, = lim¢,, = 4, akkor lim b,, = A4 szintén.

Tétel: Ha a,, monoton és korlatos, akkor konvergens.

Tétel: (nevezetes hatarértékek)

0, halal <1 limn* = oo, hak>1
lima™ = L haa=1 lim—=0, lim— =0, hak=>1
0, haa>1 i Tk ) =

divergens egyébként limnka™ = 0,ha |a| < 1ésk € N
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o nt
lim%/p =1, hap >0 lim— =0 kl>1
lim3n =1 nk
n" z
lim— = o0 Tk
! lim =
il logn
llmz—n = 00 . "
. lim (1 + E) =e
lim— = o k>1 n

Tehat a nagysagrendi sorrend:

n" > nl > 2" » nk > n% > logn
Tétel: Ha lim a,, = A létezik, akkor a,, badrmely részsorozata is A -hoz tart.
Tétel: Minden sorozatnak van monoton részsorozata.
Tétel: Korlatos sorozatnak van konvergens részsorozata.
Tétel: (Cauchy-féle konvergencia kritérium). Az a, sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha minden
€ > 0 szamhoz létezik egy N(¢) kiiszobindex, hogy minden n,m > N(¢) esetén |a,, — a,,| < €.
Def: Egy a, szdmsorozat Cauchy-sorozat, ha minden &€ > 0 szdmhoz létezik egy N(¢) kiiszobindex, hogy
minden n,m > N(¢) esetén |a,, — a,,| < €. (Vagyis egy sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha Cauchy-
sorozat.)

Sorozat torléddsi pontjai:

Def: At € Rvagy at = + az a,, sorozat torlédasi pontja, ha a t minden kornyezete a sorozat végtelen sok
elemét tartalmazza. (Tehat létezik az a,, sorozatnak egy részsorozata, amely t-hez tart. )

Tétel: Egy val6s szamsorozat akkor és csak akkor konvergens, ha egy valds szdm az egyetlen torlodasi
pontja. (lima, = oo, hat = oo az egyetlen torl6dési pontja, —oo hasonléan.)

Def: § := az a, sorozat torl6dasi pontjainak halmaza.

Tétel: Ha a torlodasi pontok halmaza korlatos, akkor van ezek koziil legnagyobb, vagyis legnagyobb
torlédasi pont.

legnagyobb torlédasi pont, ha S felulrél korlatos
Def (limesz szuperior): lim sup a,, = im a,, = { —00, haS =@ vagy S = {—oo}
0, kilonben
legkisebb torlédasi pont, ha S alulrél korlatos
Def (limesz inferior): lim infa, = lima, = { 00, haS = @vagy S = {o}
— o0, kulonben

Tétel: Ha a sorozatnak létezik hatarértéke, akkor lima,, = lima,, = lima,,.

Mintapélddik:
1. Szamoljuk (definici6 szerint) a hatarértéket!
a a,= n3+3n
: n2+2
Megoldas:
. n3+3n .
lim—— = oo, mivel
nZ+2
n3+3n n3 n3 n® n

= = =—==>K > 3K N(K) = |3K
n:+2 n?24+2 n?+2n?2 3n2 3 -on (K) = [3K]

Vagyis barmely K értékhez taldltunk egy kiiszobindexet (3K) -t, hogy az annal nagyobb indext
tagok, mar biztos nagyobbak, mint K. Eszerint lim a,, = .
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Megoldas:
lim —n? 4+ 3vn —9 = —0 , mivel
n? n?
—n2+3\/1_l—9£—n2+3\/ﬁs*—n2+7=—7£1( - -n?<2K -n=>v-2K

A * egyenl6tlenség akkor igaz, ha 3vn < g Ezt konnyti beldtni, hogy a 37. tagtdl teljesul:

3\/ﬁ<§<—>6<%<—>6<\/ﬁ<—>36<n.

Tehat a fenti becslés miikodik, ha n > 37. Nézziik, tehat hogy K-hoz milyen N(K)
kiiszobindex kell.

N(K) = max{37, [V-2K]}
2. Adjmeg egy megfelels kitszsbindexet!

Megoldas:
Valaki megmondta, hogy a hatarérték 3. Tehat a hatarérték definicidja szerint minden e-hoz van

egy kiiszobindex melyre:

la, —A| < €
3n2+4n+7 _3n*+4n+7 3n*+3n+3| [3n®+4n+7—(3n® +3n+3)
n24+n+1 T n2+n+1 n24+n+1| n2+n+1
n+4 n+4 n+4n 5n 5n 5 5
= =" < << —=<-<¢ - -<n
n2+n+1 n+n+1-" n?2+n+1"n%2" n?2 " n £

A * egyenlGség teljestil, hiszen minden n € N esetén mind a szdmlal6, mind a nevez6 pozitiv.

Tehat az E] épp jo kiiszobindex lesz. Tehat N(e) = E]

Megoldas:
Megint valaki ,megstgta”, hogy mi a hatarérték. Tehat a definici6 alapjan:
la, —A| < ¢
10° —n3 10° —n? n® —10° n? n3 1
- 0| = =" < < < < ¢
4n5 + 3n3 — 6n 4n5 + 3n3 — 6n 4n®>+3n3—6n" 4n5+3n3—6n ~ 4n> T 4n?

1< , 1<
- — - —
4£_n 4€_n

A * teljesiil abban az esetben, ha 10° < n® azaz ha 102 < n, hiszen ebben az esetben a szamlalo
negativ, a nevez6 pozitiv. Vigydzzunk arra, hogy a kiiszobindex legalabb ekkora legyen.

Tehat a kiiszobindexnek épp megfelel a \g és a 103 koziil a nagyobbik.

Tehat: N(&) = max{sf%, 103}.

Megoldas:

polinom

polinom LPUSU sorozat hatarértékének vizsgéalatakor mindig egyszertsitsiink a legnagyobb

kitevéjt n hatvannyal!
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Ez ebben az esetben n*
n* n 1 1 1
o o2n*4+3n+6 | 23t3-z+63  2+43-3+6-7 243.-046-0 2
lim = lim—2 It L = lim 1 = ==
3n* —8n? 4 5n 3n_4_8n_2+5£ 348141l 3+8:0+5-0 3
n* n* n* n? n3

Az utolso el6tti 1épésben kihasznéltuk, hogy % — 0, ha k > 1. Szintén kihasznaljuk, hogy a

hatarértékek ha léteznek, akkor 6sszeadddnak.

Megoldas:
Ismét egyszer(sitsiink a legnagyobb kitevéji n hatvannyal, ez most n®.
n? on 1 1 1 1
_ n*+8n-3  pst8iz—3-% 3487 -3-% 0+48.-0-3-0
lim———"—s——=lim— 3 = lim = =
5n°+3n3 +1 n n 1 5+3i+1i 5+3:0+0

Felhasznéltuk, hogy % — 0, ha k > 1, hogy a hatarértékek ha léteznek, akkor dsszead6dnak.

Megoldas:
Ismét egyszer(sithetiink a legnagyobb kitevével, ami jelen esetben n*.
n* .n® 1 1 1
_n*+8n2-1  jat8z-1lz 1485 -1-7 148.0-1-0 1
e s - M2 (=M T 1T 0+z2 0430 0

n n
F+2F+3 F+2?+3F

n*
Felhasznéltuk, hogy % — 0, ha k > 1, hogy a hatarértékek ha léteznek, akkor 6sszeadddnak.
Figyelni kell, hogy az % hatarérték nem automatikusan oo!!! Onnan tudjuk, hogy +o (és nem

—0), hogy minden n € N esetén mind a szdmlal6, mind a nevezé pozitiv, igy a tort értéke is

pozitiv!
Megoldas:
Ismét egyszer(sithetiink a legnagyobb kitevével, ami jelen esetben n®.
-n®  _n? 1 1 1
_ -nS+6n?+1 s téstl-gy —l+465+1-% 1460410 -1
lim————=lim— = lim = =—=-0
n3—2n+5 n_,n 51 i—2i+5i 0—-2-0+5-0 0
s 4ns TS DT

Felhasznéltuk, hogy % — 0, ha k > 1, hogy a hatarértékek ha léteznek, akkor 9sszeadddnak.

Figyelni kell, hogy az % hatarérték nem automatikusan oo!!! Onnan tudjuk, hogy itt -co hogy

,elég nagy” n € N esetén (az elég nagy jelen esetben akkora, hogy n® > 6n? + 1, vagyis ha
n > 2) a szamlal6 negativ, mig a nevez§ pozitiv, igy a tort értéke is a méasodik tagtdl kezdve
mindig negativ!

Megoldas:

Ha jobban megnézziik, akkor ebben a kifejezésben is csak n hatvanyok, szerepelnek, mind a
nevez6ben, mind a szamlaléban. Itt is a legnagyobb kitevSjti n hatvannyal érdemes
egyszertsiteni. Ahhoz, hogy konnyen latsszon, hogy melyik is ez érdemes mindent valéban
n hatvanyként felirni!
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2 1 1
2 2 1 n3 n2 1 — 3\/— + 1 —
Cm3-3V2n+41l _ n3 —3VZnz+1 | - 3V2Zztly 2 3
lim = lim = lim = lim
ns +nV3 nZ +nV3 nz n'3 141
nZz " n? n2-v3
_0-3V2:0+0 0
1+0 1
Felhasznéltuk, hogy % — 0, ha k = 1, hogy a hatarértékek ha léteznek, akkor 6sszead6dnak.
n
f. llm( ) =?
)
Megoldas:

aktorialis . p Rr et 2 o : & 23 2z “
faktortells tipust hatarértékektél nem szabad megijedni, a faktorialisak egyszertisitése utan
faktorialis

gyakran egyszert Zoiin tipustt kifejezések maradnak. Ugyanez vonatkozik az (") -t
tartalmazo kifejezésekre.
5 S ! l l 13!
(") n! T \@m-2r 2 m=-3)-3) (- 2)t- 2 nl
(n—3)!3!
@33t 31 (n=3)-(n—4)~-—-1 3!
————=1lim =lim———oc =
Mo =221 20-n—2)-n—3)-(n—4) -1 21(n—2)
1
li ° = li ° = li °n ___0 —0—0
M- Mm—2” "on_,1 2-2:0 2

n n
Felhasznéltuk, hogy % — 0, ha k > 1, hogy a hatarértékek ha léteznek, akkor 6sszead6dnak.
4. Szamoljuk ki a kovetkez6 hatérértékeket!
a. limvV9n2+7 —vV9n? +2n+5 =?
Megoldas:
A , 00— 00” tipustt hatdrértékekre nem tanultunk tételeket, ennek értéke barmi lehet. Igy

»ugyeskedntink” kell.
a—b (,00 — ") tipusu kifejezéseket megszorozhatjuk Z—:Z -vel, igy a hatéarértékiik altaldban

konnyebben kiszamithato.

VOn2 +7+vVon2 +2n+5

VoOnZ+7+vVn2+2n+5
(9n +7)—OOn?+2n+5) —2n+2

= lim
oz £ 7 +VonZ + Zn + 5 Von? +7 +vV9n? +2n+5
Megint egyszertsitentink kellene a legnagyobb n hatvannyal. Vegyiik észre, hogy a

limy/9n2 +7 = \/9n2 + 2n + 5 = lim (v/9n2 + 7 — \Jon? + 2n + 5)

szamlaloban ez n', mig a nevezdben ez ~ Vn? = n szintén. Tehat egyszer(sitsiink n-nel.

1
—2n+2 —2 +25
m
\/9n2+7+\/9n2+2n+5 \/9n2+7+\/9n2+2n+5
n n
2421 2422
= lim - zn =lim = n - ==
n 1 n n 1
\/9F+7F+\/9F+2P+5F \/9+7P+\/9+2ﬁ+5ﬁ
—242-0 -2 1

T V9+7-0+V9+2.0+5-.0 3+3 3
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Felhasznaltuk, hogy % — 0, ha k > 1, hogy a hatarértékek ha léteznek, akkor 6sszead6dnak,
illetve, hogy ha létezik a hatarérték, akkor lim \/a_n = ,/lima,.

Megoldas:
PR ) SR e . a+h_
Barmilyen mas a — b tipusu hatarértékkel is eljarhatunk ugyanugy: szorozzuk meg —-vel
V4n* +n—2 + 2n?
limy/4n* +n — 2 = 2n? = lim (4n* + n — 2 — 2n?)-
Van* +n —2 + 2n?
(4n +n-2)— (4n*) n-—2

= lim
Vin* +n— 2+ 2n? Van*+n—2+ 2n?

MUEGYETEM 1782 Czirok Emese

A szamlaloban a legnagyobb kitevé egyértelmtien az n, mig a nevezében ~ vn* = n?

Tehéat ezzel egyszertsitsiik a tortiinket.

n 1 1 1
n—2 —2—2—2 n 27z
V4n# 242 2~ \/44' 2 2 2_“ 4n -
n*+n—2+2n n*+n-— n n n 1
 nz "a? bt 2t
0-2-0 _0

" VE+0—-2-04+2 4

Ko6zben felhasznaltuk, hogy % -0, ha k>1, hogy a hatarértékek ha léteznek, akkor
Osszeadodnak, illetve, hogy ha létezik a hatarérték, akkor lim \/a_n = ,/lima,.

Megoldas:
A probléma ugyanaz, mint eddig, a oo — oo hatdrértékkel nem tudunk mit kezdeni a
nevezSben sem. Ekkor szintén bévithettink a két tag 6sszegével.

1 1 n+vn?+n+5  n+Vvn?+n+5

= 11m

lim = lim :
n—vnZ+n+5 n—vnZ+n+5 n+vn24+n+5 n?—(n*+n+5)
n,vn2+n+5 n* n 1
navaTanas gt 1ttt S

= lim = lim = lim

—n-—>5 —n_c1 _1-cl
n n
1+ 141451
y t 1ty t5 32 14+Vyit0+5-0 2 ,
= lim = e —
n

Megoldas:

A csak exponencidlis tagokat tartalmazoé tortkifejezések miden tagjat alakitsuk k - a™ alakra
(de legalabbis ugyanolyan kitevékre), majd egyszertsitsitk a(z abszolat értékben)
legnagyobb alapt taggal. Ez utan tudjuk hasznélni az a™ hatarértékére vonatkozo tételt.

A legnagyobb alapt tag jelen estben 5™.
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5, (=" 5\" , (—1\"
gy ssteenrn el 25(g) +(F)
hm5—n = lim o = lim £ = lim NG
5 )
25-1+0
== =%
Felhasznéltuk, hogy ha 1étezik, akkor a hatarértékek osszeadddnak, illetve hogy a™ — 0, ha
la| < 1.
Megoldas:
o gnlggants gn.g-l43n.33 %-8n+27'3n . %'8n+27'3n
lim n+3.3n = lim 23.2n.3n = lim 8- (2 . 3)n = lim 8-6m
Ebb6l az alakbol mar konnyen latszik, hogy a legnagyobb alapt tag a 8™.
n n n n
lgni27.3n 1.8 273 l-(§) +27-(§) L1270 2
lim&——— = = im8 8 8" _ ;88 8 _8 =—8 -0
8-6m g.o" 6\" 8-0 0
g 8- (g)

A hatérérték azért lett oo (és nem —o0), mert barmilyen n € N esetén mind a nevez6, mind a
szamlalo pozitiv, igy a tort értéke is minden esetben pozitiv.

Felhasznéltuk tovabba, hogy ha létezik, akkor a hatdrértékek osszeadddnak, illetve hogy
a™ - 0, hala| < 1.

Megoldas:
3l ggntz 3.3 p2.pm 3-(BHM44:2"  3-9" 442"
lim 2n+2 . gn+i = lim 22.2n.5.65n = {m 4.2n.5.5n = lm 20.2n.5n
_ 3-9n+4-2n_1_ 3:9"+4-2"
R T I e TN E T &
Innen mar latszik, hogy a legnagyobb alapa tag a 10™.
Tehat:
9" 2" 94\" 2\"
g3 942t 3'W+4'W_1. 3'(ﬁ) +4'(ﬁ) _3:0+4-0_o0
M0 aor T T, 1m T o (I T 201 200
0™ '(1_0)

Megoldas:
A csak exponencidlis és n hatvany tagokat tartalmazé tortkifejezések hatarértékének
kiszamitasakor alakitsuk az exponencidlis tagokat azonos kitevéjivé, majd egyszertsitstink

a legnagyobb alapt exponencidlis taggal. Ez utdn mar hasznalhatjuk, hogy % - 0,hak>0,
hogy n*a™ - 0, ha |a| < 1, illetve, hogy a™ — 0 szintén ha |a| < 1.

271 371 2 n 3 n
34 5 3(4 )
Lownast  wanast eyt wimaim w(g) +(g)
2n — 3n3 2n _ 3,3 n _ 353 4n 1 7 —
2 3n 2 3n 4" —3n 4_n_3n34_n 1”—3113(%) 1-0 1

0+0 0
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Megoldas:
Az '/n hatvanyok tipust kifejezések hatérértékét éltaldban rendérelv felhasznaldsaval
tudjuk kiszamolni. Becstiljiik a gyokjel alatti tagok mindegyikét a legkisebbel, illetve a
legnagyobbal. Igy egy als6 és felsé becsléshez jutunk, melyek hatarértékét ki tudjuk
szamolni.

V3 < "lon3 +3 < V2n3+3n3< Ysnd = %(%)3
Hasznaljuk, hogy lim ’{/5 =1,hap > 0, illetve lim V/n = 1.
Tehat

limV3 =1<lim [2n® 4+ 3 <lim¥5-(¥n)’ =1-1° =1

Tehat a rendérelv miatt lim V2n3 + 3 = 1.

Ez a feladat tulajdonképpen hasonl6 az el6z6hoz, hiszen két polinom hanyadosa szintén egy
polinom. Itt is a rendér elvet alkalmazhatjuk. Ne felejtsiik el, hogy ha a nevez6t csokkentjiik,
akkor a tort értéke n6, mig ha a nevezét noveljiik, a tort értéke csokken.

n[27 n[27n2 | 27n2 n| 2702 n 27n? n[27n2 +7n —3
—< = < < <
17 17n? 8n? + 9n? 8n2+9 8n2—-5n+9 8n?—-5n+9

n| 27n?2+7n _ n|27n%2 +7n?  n|27n247n2 n|34n? n|34
< |=—x< < = = |=
8n2—-5n+9 8n2 —5n 8n? — 5n? 3n2 3
Hasznéljuk, hogy lim ’i/z; =1,hap > 0, igy a becslés mindkét ,vége” 1-hez tart, igy a kezdeti
hatérérték is 1.

LA B 72 G T S Lon| 27 .
= o _— _— = e d _— =
m 7= g2 s+ |3 M I8z —5n+9

Megoldas:

Ha tobb nagysagrendt tag is szerepel a tortkifejezésben, akkor a nagysagrendi sorrendben
leger6sebbel egyszer(sitsiink, majd hasznaljuk ki a nagysagrendeket Osszehasonlit6
tételeket. Ez jelen esetben a n™.

n!  n?®
2504 n? 25 mtow 25-040 0
lim = lim = =—=0
25n" o5 " 25 25
nn

n

n 25
Kihasznaltuk, hogy limnl:l =00 > lim% = 0 illetve, hogy limrrll—n =00 - lim% =0.
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Megoldas:

_ 3\ _3\" 1
llm(l——> =11m(1 +—> =e 7’ =—
n n e

. a n
Hasznaljuk, hogy lim (1 + ;) =e“

Megoldas:
polinom\Polinom P . L. . .. A
(polinom) esetben, ha a harom polinom ugyanolyan fokd, illetve a féegytitthat6juk

egyenld, akkor probaljuk olyan alakba atalakitani, hogy az (1 + %)n egy részsorozatanak a
hatarértékét kelljen kiszdmolnunk.

i (n+5)”_1_ (n—2+7>"_l_ (n—2+ 7 )"_1_ (1+ 7)
m n-—2 - n-—2 - n—-2 n-—2 - m n—2

n

2
n-2 2 n-2 Z
n

= tim (1 + ’ ) i+ ! ) =tim(1+ ’ R EE:
—m n—2 n-z) — '™ n—2 n_ 2
n n

n-2 n
Vegyiik észre, hogy a lim (1 + L) sorozat az (1 + Z) sorozat részsorozata (hiszen csak
n-2 n

kett6vel elvannak tolva az elemei: az elébbi sorozat minden eleme egyenlé a masodik
sorozat kett6vel kés6bbi elemével), igy nyilvan a hatarértékiik is megegyezik. A szorzat
masik tényez6jének hatarértékét mar korabban részletesen targyaltuk.
2
7 n-2 Z 0 2
lim(1+—) 1+ =e7-(1+—) =e’ 12 =¢’

n—2 n_ 2 1-0
n n

Megoldas:
i (3n+5>3"_1, (3n—4+9)3"_1, (3n—4+ 9 )3”_1, (1+ )3”
MGn—a) T2 ) T Ga—a -4/ T\ 302
9 3n—4 9 4
=in(t+5=) (rma)
M T 3=
1 4
9 3n—4 9. E
im(1e) (1
im +3n—4 +3E_4.1
n n
. 9 \3n* 9\" . ) At gLl
A lim (1 + m) sorozat az (1 + Z) sorozat részsorozata, igy a hatarértékiik is
megegyezik.
1 4
3n—4 9.= . 4
lim(1+ ) 1+ —2— =e9-<1+£) =e% 1% =¢?
3n—4 n_,.1 3—-4-0
3——4-—
n n
Masik megoldés:

Egyszertsitsiik a tortet 3n-nel!
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3n 5\ 5 \3" 5 \3n

3 5 A - —

lim (3” al 5) o im(3@™ 3 i (+z) _ . (+5)
3n—4 3_Tl_i 4 3n —4 3n

3" 3n (1-35) (1+35)

. . i1 5\" . X oz
Mivel mind a szamlalé részsorozata az (1 +Z) sorozatnak, mig a nevezd részsorozata

az(l + _74)11 sorozatnak.

1+ 5

. ( 3n € _ 9

lim ) N 6_4—e
+3n

TLZ

i n2+3n_l_ n?+5-2 nz_l_ n?+5 2 nz_l_ (1 2 )
m nZ+5 —m nZ+5 - m n2+5 n2+5 —m nZ+5

_2 le _2 n2+5 _2 -5
=1im(1+—) =lim(1+n ) -(1+ )

n?+5 Z+5 n?+5
1 -5
=1 (1+ 2 )n2+5 L ) e (1+ 2 0)— 2.1
- m n2+5 n2 1 ¢ 1+5-0/
ﬁ+5 o~
=e_2
Masik megoldés:
2 n? n? n?
n?+3\" n_2+3i2 1"‘% (1+%) e3
. . n n . n . n -2
im =lim| 5¥——— = lim =lim—————=—=¢
245 2 1 n? " g5
n Tl_2+5_2 1+—2 (1+i) €
n n n nZ
Megoldés
5 5
2n 1\?" /2n 1 7 \2" 1
2n+5 - —_— - - - —_
lim(2n+7)n — lim ' m ) ' m =lim(1+2n) . 1+7m
2n+3 n, o1 2n o1 3)" \1+3-
2n 2n 2n 2n (1'*'% 2n
e’ (1+7 0)5_ .
“e3 \1+3-0
Mashogy:
i <2n+7)2”+5_1_ (2n+3+4)2”+5_1_ (2n+3+ 4 )2’”5
M\ T3 R N P MM\ 3T 3
4 2n+3 4 2
=im(1+5.25) (1t 5s)
mi\lt o3 tomt3
2
4 2n+3 4.1 4'0 2
=hm(1+ ) 11+ 2 =e4-(1+—) =et-1=e¢*
2n+3 n 1 2+3-0
2-+3-2
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Megoldas:
Mivel a nevezé és szamlaloé legnagyobb kitevdjii tagjanak nem egyforma az egyttthatdja, igy
nem fogjuk tudni , kénnyen” 1 + % alakra hozni. Becsiiljiik tehat a kifejezést!

A j6 becsléshez érdemes megsejteni, hogy mi lehet a hatarérték. Mivel 6n + 1 > 4n + 5, igy a
tort értéke mindig egynél nagyobb, s6t egyre nagyobb, igy az n- dik hatvany is egyre
nagyobb lesz. Igy sejtésiink legyen az, hogy a hatérérték végtelen. Igy becsiiljiik a kifejezést
alulrél valamivel, aminek a hatarértékérdl tudjuk, hogy végtelen.

oen+ 1\" 6n \" 6n \" 6my\" 67"
lim (—) > lim( ) >* lim( ) > lim (—) > lim (—) = 00
In+5 4n + 5 4n +n 5n 5

A * egyenl6tlenség azért teljesiil, mert ha n > 5, akkor a nevez6 minden esetben nétt, igy a

tort értéke csokkent. Vagyis a hatarérték legfeljebb akkora lehet, mint az el6z6.
n n
Tehat: lim (6n:) =0 - lim (6n+1) = o0

4n 4n+5

Megoldas:
Az el6bbi esettel ellentétben itt a nevezé mindig nagyobb, mint a szamlalo, igy a tort értéke

mindig 1-nél kisebb. Igy varhatéan nem lesz végtelen a hatarérték.
Emeljiik ki a legnagyobb n hatvanyt a nevez6bdl, és a szamlalobol is!

2n 1\" 1\"
. <2n+2)"_. (2n+2)n_. (Zn)”(ﬁ+2-ﬁ) 4 Qn)" (1+ﬁ)
B R I L S A O 3\
1n
2 (1+3) e
:llm<—) . n:o-_3=0
7 3 o3
1+—1—

Megoldas:
Mivel a szamlaloban lev6 n? és a zérojelben levé n nem azonos n hatvanyok, igy nem fogjuk

n
tudni az (1 + %) sorozat egy részsorozataként felfogni. Megint becstilntink kell!

n2

3 3\"\"
lim (1 + E) = lim <(1 + ;) > >*1lim(23)" = lim 2" > lim 2" = o
A * egyenl6tlenséget gy kaptuk, hogy (1 + ;) hatarértéke e?, tehat a hatérérték definicitja

miatt az (1 + %)n egy megfeleléen nagy N kiiszobindextdl kezdve kozelebb van az e3-hoz,
mint e3 — 23.

Vagyis ett6l a bizonyos N kiiszobindext6l kezdve az 6sszes elem nagyobb, mint 23. (Ez egy
elég er6s becslés, hiszen e ,joval” nagyobb, mint 2, és e3~20,1 és 23 = 8 szintén nincsenek
kozel egymashoz. De a becslés miikodik, tehat nekiink épp megfelel.)
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Megoldas:

Ha paros, akkor (—1)" = 1, ha pératlan, akkor pedig (—1)" = —1.

Tehat, ha n paros (vagyis n = 2k), akkor lima,, = 2" = oo. Tovabb4, ha n paratlan (vagyis ,
n = 2k + 1) akkor lima,, = 27" = —oo.

Tehat: § = {—oo, oo};man = oo;lima, = —o.
Megoldas:

e Han péaros, akkor sm( )— 0. Tehat:

2
_ n2+nzsin(n %) _ n2 _ % _ 1
fim 2n?2+n+7 =1m2n2+n+7=11m n* n =l 1 1
27t t7 2:1+5+7
1 1

T2+0+7-0 2
e Han4-gyel osztva 1 maradékot ad, akkor sm( —) = 1. Tehat:

_ n2+nzsin(n %)  nZ4n? _ v _ 2
B Y W
25t 5+ 7 214+ 5+7
—_— 2 —
S 240+7-0
e Ha pedig n 4-gyel osztva 3 maradékot ad, akkor sin (n g) = —1. Tehat:
y n2+nzsin(ng) y n? —n2 y 0 ) 0
im = limz—————==lim = lim
2n2+n+7 2n2+n+7 n? n 1 1 1
2 7t 7777 214547
— 0 —
S 240+4+7-0

Tehat  §={,1,0},lima, = 1,lima, = 0.

Megoldas:
i A L 33T 3G 309"+ ()"
Mg MM 59 gn M 51 g.gn M7 519 9n
9" (—4)" —4\"
_ 3'7"’% _ 3'1”+(—) 3+0 1
- 9 o _ 9) _ _
= lim 1 g7 = lim 1 =5 049 3
5:gn+9 gm 5-gnt9-1n

Vegytik észre, hogy a negativ alapt exponencialis tag csak akkor okoz problémaét, ha épp az
a legnagyobb abszolat értékd, hiszen ellenkez6 esetben az egyszer(isités utdn egy 1-nél
kisebb abszolut értéki (negativ) szamot kapunk, melynek n-dik hatvanya 0-hoz tart.

Tehat: S = { } lima, = lima, = lima, = ;
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Megoldas:
— n n n
(—4)"+3-3" (ﬁl) +3-i—n _ (—1)"+3-(%)
1T an = lim 1 a7 = lim 1
1-zmt+zm L-m+1"

Itt épp az el6z6 feladat végén emlitett probléma mertl fel. Az (—1)" divergens. Ha n péros,
akkor értéke 1, ha n pératlan értéke -1.
Tehat:

e han paros
n

1+3-(%) _1+3-0

lim

e han paratlan
37’1
i —1+3-(1) _—=1+3-0 .
mT 1041

1 gm+1n

Tehat: S = {—1; 1},lima, = -1 lima, =1




