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1. fejezet

Valoszintliségszamitasi bemelegités

Fliggetlen azonos eloszlasu (i.i.d. = independent identically distributed) va-
loszintiségi valtozokra vonatkozo hatareloszlas-tételekkel fogunk foglalkozni.
Célunk: (1) a valoszintiségszamitasi fogalmak és tények felfrissitése; (2) ké-
s6bb belatni, hogy a statisztikus fizika érdekes jelenségei (pl. fazisatalakulé-
sok) éppen e ,sima” valoszintségszamitasi tényektdl valo lényeges eltérésekben
nyilvanulnak meg.

Legyenek

517527637 cee

i.i.d. valoszintiségi valtozok, melyeknek (egyszertiség kedvéért) minden mo-
mentuma véges. Nyugodtan feltehetjiik, hogy

E () =0
(egyébként tekintsiik a & = & — E (¢ ) valosziniiségi valtozokat). Jeloljiik
o :=E (52) < 00
Erdekel: & + & + - - - + &, aszimptotikus eloszlasa, minél pontosabban.

1.1. Nagy Szamok Gyenge Torvénye

1. Tétel (NSZT).

P<|€1+§2+---+fn| >5) 0

n

amint n — 00.

tankonyvtar.math.bme.hu Téth Balint, BME TTK



1. VALOSZINUSEGSZAMITASI BEMELEGITES 5

NSZT bizonyitasa

2. Lemma (Markov-egyenlStlenség). Legyen X nem-negativ valdsziniségi
valtozo és 6 > 0. Ekkor

Pa>®gEg) (1.1)

Markov-eqyenldtlenség bizonyitdsa:

E(X)>E (Xlxss) > 0P (X >06).

Alkalmazzuk az (1.1) et:

E(G+&+---46)°) _ o
(& ;252 )):%—m.

P&+ &+ +&]|>nd) <

1.2. A karakterisztikus fliggvény

Legyen X tetszéleges valoszintiségi véaltozo. Karakterisztikus fiiggvénye a
kovetkezs:
g:R—=C, g(u) := E (exp{iuX}).

Azaz g(-) az X valoszintségi valtozo eloszlasfiiggvényének a Fourier-Stieltjes
transzformaltja.
A karakterisztikus fiiggvény néhény alaptulajdonsaga:

e Korlatos:
g(0)=1 ¢és YueR: |g(u)| <1

e Pozitiv definit:

k
Yui, ug,...,u, € R, Vzi,20,...,2, € C: Z g(u; — uj)zz; > 0.
ij=1
(1.2)
e Egyenletesen folytonos:

Ve>0 30>0: lu—v| <6 = |g(u) —gv)| <e.

Téth Balint, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu



6 A STATISZTIKUS FIZIKA MATEMATIKAI MODSZEREI

e Momentumok és a karakterisztikus fliggvény derivaltjai: Ha
E (| X*]) < oo,
akkor a g karakterisztikus fiiggvény n-szer folytonosan differencialhato
és

9" (0) ="E (X*), k=0,1,2,...,n.

Egyszert bizonyitasok és tovabbi fontos tulajdonséagok: [26]. (De ki-ki
maga is megprobalhatja.)

Kérdés: Mely R o u — g(u) € C fiiggvények lehetnek karakterisztikus
fiiggvények?

3. Tétel (Bochner-tétel). AR > u s g(u) € C fiigguény pontosan akkor ka-
rakterisztikus fiigguénye egy valdsziniségi eloszlasfiggvénynek, ha g(0) = 1,
u = 0-ban folytonos, és pozitiv definit az (1.2) értelemben.

Néhéany nevezetes eloszlas és karakterisztikus fliggvényeik:
— BER(p), Bernoulli-eloszlas. Paraméterei: p,q € [0,1], p+ g = 1.
P(X=1)=p, PX=0)=¢ g(u) = q + pe™,
vagy
PX=1)=p PX=-1)=g g(u) = cosu +i(p — q) sinu.
BIN(n,p), binomialis eloszlas. Paraméterei: p,q € [0,1], p+¢=1,n € N.

n

P(X=k) = (k>pkq”k, k=0,1,...,n; g(u) = (q —i—pem)n.
POI(p), Poisson-eloszlas. Paraméterei: p > 0.

k
P(X =k) :e’“%, kO, 1,...; g(u) = exp{p (" — 1)}.

UNI(a,b), egyenletes eloszlas. Paraméterei —oo < a < b < oc.
T —a eiub _ eiua

tankonyvtar.math.bme.hu Téth Balint, BME TTK



1. VALOSZINUSEGSZAMITASI BEMELEGITES 7

— EXP()), exponencialis eloszlas. Paraméterei: A > 0.

A

P X<z)=1—-¢ 0<zx<o0: = .
(X <a)=1l-c™, 0<z<oo; g(u) =

— GAU(m, c?), Gauss vagy normalis eloszlas. Paraméterei m € R, o > 0.

1 x —m)2 2,,2
P(X <z)= 27ra/ e~ dy; g(u) = exp{imu — a2u }

1. Hazi feladat. Ellendrizziik a fenti karakterisztikus fiiggvények formulait!

1.3. Centralis Hatareloszlas Tétel

4. Tétel (CHT).

e €, 1 z 2
P(§1+§2+ + & <:v) _ / e 2.2 dy.
Vn 270 J—oo

CHT bizonyitisa: Karakterisztikus fliggvények modszerével. Felhasznaljuk
a karakterisztikus fiiggvényekre vonatkozo kovetkezs (igen fontos) tételt:

5. Tétel (Hatareloszlas-tétel karakterisztikus fiiggvények modszerével). Le-
gyenek X,,, n=1,2,... és X waldszintségi viltozok. FEloszldsfiigguényeik

F.(z) =P (X, <x), F(z) =P (X < x)
és karakterisztikus figguényeik
gn(u) = E (exp{iuX,}), g(u) = E (exp{iuX}).
A kovetkezd két allitds ekvivalens:
(1) Az F(-) eloszldsfigguény folytonossdgi pontjaiban, x-ben pontonként

(2) u-ban pontonként
gn(u) = g(u).

Téth Balint, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu



8 A STATISZTIKUS FIZIKA MATEMATIKAI MODSZEREI

Bizonyitds. Pl. [26]. O

Alkalmazzuk a fenti tételt

valoszintiségi valtozokra. Ekkor

() = B <exp{iu€1 - 52%' . 5”})

= (E (exp{iu& /v/n}))"
= (1 —u?c?/(2n) + o(1/n))"

—u?02/2

— €

1.4. Nagy Eltérés Tétel
Legyen & nem elfajult val. valtozo és
Fz) =P (£ <xz)
az eloszlasfiiggvénye. Ertelmezziik a kovetkezd fiiggvényeket:
Z R — (0,00], Z(A\) == E (e¥),

A

I:R — (o0, 00], I(\) :=InZ(\)
Legyenek
A:=inf{A e R: Z(\) < o0}, A:=sup{\ € R: Z()\) < oo}

Feltessziik, hogy
A<0< A

Ez a feltevés a & valdszintiségi valtozé momentumai novekedési sebességét
korlatozza.

tankonyvtar.math.bme.hu Téth Balint, BME TTK



1. VALOSZINUSEGSZAMITASI BEMELEGITES 9

6. Allitas (I(-) fiiggvény tulajdonsagai). : Az I : (A, A) — (—o0,00) fiigg-
VENY

(1) végtelenszer differencidlhatd és
(2) szigorian konvex.

Az Allitds bizonyitdsa: (1) Differencialhatosag: ha A < A < A, akkor minden
n € N-re
ZM(\) =E (€"e¥) < oo
amibél I(-) differencialhatosaga is egyenesen adodik.

(2) Konvexitas:

. E (¢eX¢ > yeMdF
= E((fe*f)) B G%iAde(iw =E ()

iy = BEX) (E (éekf>>2

E (eX) E (eX)

JX PevarGy) ([ yevdF(y)\
T )\ LR ) (€) >0
ahol £¢&) [ R
* L EVAF (y)
P (é@\) < x) = FA(ZL‘) = m

eloszlasfiiggvényt valoszintségi valtozo.
O

1.5. Konvex konjugalas/Legendre-transzforméacio

Legyen I : R — [0, 00| a kovetkezd képpen értelmezve:

I(z) := sup (A —I(N). (1.3)

Mivel
lim I'(\) = inf{z € supp(F)} =: z, (1.4)
lim I'(\) = sup{z € supp(F)} =: 7, (1.5)

Téth Balint, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu



10 A STATISZTIKUS FIZIKA MATEMATIKAI MODSZEREI

ha z € (z,7), akkor a )
') =z (1.6)
egyenletnek létezik egyetlen \*(z) € (A, A) megoldasa és

I(z) = x\*(z) — I(\*(2)) (1.7)

7. Allitas (I(-) fiiggvény tulajdonsagai:). Az I : (z,7) — (0,00) fiiggvény
(1) végtelenszer differencidlhatd,

(2) szigordan konvez,

(3)
I(E(£)) =0, (1.8)

(és természetesen I(x) > 0 minden x # E (§)-re).
(4) 1(-) alulrdl félig folytonos, kovetkezésképp:

I(z) =lim I(z +¢), I(z) =1lim I(Z — ¢),

— e—0 e—0

(5)

rdz,z]—re: I(z)=o0.

Allitds bizonyitdsa: (1) Differencidlhatosag: I(-) differencialhatosaga egye-
nesen kovetkezik /(-) differencialhatosagabol.

(2) Konvexitas: (3.4)—(1.7)-bsl
I'(z) = M (z) + (m - f’(A*(x))) N (@) = A (2).
Még egy differencialas utan, (3.4)-et ajbol felhasznélva,
" x/ TI () % -t
I"(z) = \(2) = (1 (A (a:))) > 0.

(3) Vilagos, hogy
A(E(€) =0
amibdl, (1.7) atjan (1.8) adodik.

tankonyvtar.math.bme.hu Téth Balint, BME TTK



1. VALOSZINUSEGSZAMITASI BEMELEGITES 11

(4) Az alulrol félig folytonossag abbol kovetkezik, hogy I(-) folytonos fligg-
vények csaldadjanak szuprémuma (def. alapjan).
(5) A (1.3), (1.1) és (1.5)-bé] kovetkezik.
O]

8. Tétel (NET, H. Cramér). Legyenek &; i.i.d. valdsziniségi vdltozok, F(-)
eloszlasfiggvénynyel és (a,b) valds intervallum. Ekkor

_llnP <§1+§2+.”+§n € (a,b)) — inf I(x).

n n a<z<b

1. Megjegyzés. Kevésbé preciz, de szemléletesebb megfogalmazdsban:

P(§1+£2+---+§n

n

~ x) = exp{—nl(x) + o(n)}. (1.9)
Cramér-tétel bizonyitdsa: Feltehetjiik, hogy

m:=E() <a<b.
(1) Felsd becslés: Legyen A > 0

P<€1+€2+”'+§ne(a,b)> SP(§1+§2+'“+fn>a)

n n

< ef)\omE (e/\ﬁ)”

= exp{—n(Xa — I(\))}.
Markov-egyenldtlenscoet hasznaltuk az exp{A(&1 + &o + -+ + &)} vald-
szintiségi valtozora, majd a I fiiggvény értelmezését.

A fenti egyenl6tlenség minden \ > 0O-ra igaz, kovetkezésképpen

P <€1 Tet € (a, b)) < exp{—nsup(Aa — I(\))}.

n A>0

Mivel a > m esetén A*(a) > 0, azt kapjuk, hogy

sup (Aa—I(N) = sup (Na—1I(N)=I(a),

0<A<o0 —00< A< 00

és veégiil

n

P (61 Tl b € (a, b)) < exp{—nl(a)}.

Téth Balint, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu



12 A STATISZTIKUS FIZIKA MATEMATIKAI MODSZEREI

(2) Also becslés: Legyeny € (a,b)N(z, Z), (y—e,y+e) C (a,b) és A* := N (y).
Legyenek 7,65, ...

S e AP (2)

Jo eV =P (2)

eloszlasu i.i.d valoszintségi valtozok. Ha F,-el, illetve F-el jeloljik a

S +&+ -+ &, illetve & + &+ -+ - + £ valoszintiségi valtozok elosz-
lasfiiggvényeit,

P (& <) = F(z) =

Foz): =P +&++§ <a),
akkor
dF(x) = Z(\) "M "dF,(x),  dF,(z) = Z(\)"e N dF(x).

Ezt hasznalva a kovetkez6 egyenl6tlenségsorozatot kapjuk:

P(&+&+~wfn @m)

P<§1+§2+ &,

/ y+z—:
n(y—e)

n(y+e)
20" / e (2)

(y—e)

Vv

E(y—s,y—irs))

n(y-+e)

(Z()\*> —\*( y+z-:)) / dF;(Z)

(y—e)
-t (EEEEHG )

n
Mivel, a NSzT alapjan
P<€+S+

n

”+&em@)%1

kovetkezik, hogy

> — inf [
ag;<b <y>

lim mf —InP (

n—oo M

€1+§2+"'+5;§€( b))

n

tankonyvtar.math.bme.hu Téth Balint, BME TTK



1. VALOSZINUSEGSZAMITASI BEMELEGITES 13

[

2. Hazi feladat. Szamoljuk ki az I(\) és I(z) fiiggvényeket a GAU(m, 0?),
EXP(u), BER(p), BIN(n,p), GEOM (p) és POI(\) eloszlasokra.

3. Hazi feladat. Ugyanezen eloszlasokra ,bizonyitsunk naivul”, azaz (1.9)
alapjan és a

n! = e "n"v2mn (1 + o(1))

Stirling-formula segitségével nagy eltérés becslést.

A fejezethez kapcsolodo irodalom: [26], [3], [6], [18], [1], [31], [30].

Téth Balint, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu



2. fejezet

A statisztikus fizika targya;
kanonikus eloszlas; Ising-modell

2.1. A statisztikus fizika targya

Sok azonos, egymassal kolcsonhato kis (elemi, atomi, ...) komponenshdl
felépiil nagy rendszer globalis viselkedésének leirasa.

o Sok:

1. limeszben végtelen sok: termodinamikai limesz, vagy

2. eleve végtelen: végtelen rendszerek Gibbs-allapotai.
Mi az els§ megkozelitést fogjuk tekinteni.

o Globdlis viselkedés: Néhany, un. intenziv paraméterrel jellemezhetd (pl.
hémeérséklet, nyomés, kémiai potencial). Tovabbi relevans mérhetd
mennyiségek: (extenziv) atlagok (pl. stirtiség, méagnesezettség).

o Fgyensuly: 1d6tdl fiiggetlen, statikus jellemzdk.
o Nemegyensuly: Id6beli fejlédés, id6fiiggs jelenségek.

Mar az egyensuly definicidja is gond. Kielégits, de matematikailag szinte
kezelhetetlen:

B . dinamika .
tetszbleges nemegyensuly ———  egyensiily.
t— o0

tankonyvtar.math.bme.hu Téth Balint, BME TTK



2. A STATISZTIKUS FIZIKA TARGYA 15

2.2. A kanonikus eloszlas
o Alapottér:
) := {a rendszer lehetséges allapotainak halmaza}.

Egyel6re véges, kés6bb lesz lokalisan kompakt, metrikus is. Természetes
Borel o-algebraval.

e Hamilton-fiigguény:
H:Q—R

H(w) az w allapot energiaja.

o Kanonikus/Gibbs-eloszlds:

dp(w) = Z(lﬁ) exp{—BH (w)}di(w). (2.1)
Ahol:

o v: a priori szabad mérték az allapottéren (természetes — pl. szim-
metria — megfontolasok alapjan valasztjuk meg),

o B =1/T > 0: inverz hémérséklet,

o exp{—fH(w)}: Boltzmann- (vagy Gibbs)-faktor, az w &llapot re-
lativ silya,

o Z(pP): allapotOsszeg, stat-szumma, particios fliggvény — szerepe:
normal6 tényezd, hogy a p valdsziniségi mérték legyen.

o Egyensilyi statisztikus fizika: fizikailag relevans valtozok (ie. f:Q —
R fiiggvények) p szerinti eloszlasat, statisztikai tulajdonsagait vizsgél-
juk.

Indoklas: Tekintsiink egy véges rendszert
Q={1,2,...,n}

allapottérrel és v a priori eloszlassal (pl. egyenletes). Tovabba, N azonos
el6bbibdl allé szuper-rendszert, aminek allapottere

QN = {w = (w1, wa, ..., wN)|lwr €Q, k=1,2,...,N}.

Téth Balint, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu



16 A STATISZTIKUS FIZIKA MATEMATIKAI MODSZEREI

Egyszertiség kedvéért egyelére hanyagoljuk el a komponens rendszerek kol-
csonhatasi energiajat. Ekkor a szuper-rendszer teljes energiaja

Hy(w) = H(wi) + H(wz) + -+ + H(wn).
Legyen a szuper-rendszer (komponensenkénti atlag) energidja adott:

1
NHN(L_U) € (e,e+de)

Keérdés: e feltétel mellett mi az w; (vagy barmely wy) eloszlasa?
Vilasz: pontosan a (2.1)-beli p, azzal a [-val, amely mellett

(H) = %[)H(w)e_ﬁmwdy(w) =e.

A valdszintségszamitdasi probléma: Legyenek &1,&,, ... i.i.d. valoszintségi
valtozok F'(z) = P (§ < x) kozos eloszlasfiiggvénnyel.

9. Allitas (Nagy eltérés kovetkezménye).

lim lim P
e—0 N—oo

(flE(a,b) | £1+£2++€N

N G(x—s,x+5)>

_L be—b’y
- Z(ﬁ)/a dF(y)7

ahol = *(x) az
/ e MydF(y) = =

e}

egyenlet egyetlen megolddsa. (Fizikus jelolés: —f az eldzd fejezet A-ja.)
Bizonyitds helyett formdlis szdmolds: Legyen & diszkrét

P(E=E)=p, > pp=1
k

eloszlasu. Ekkor
P (61 — E, ‘ S+&E+ -+ &y c (:B—e,:c+5))

N
P(a=E)P (52+§;V+_“1'+5N e (Mze b Nizte)o E’“))

B P (—51“2;'"%” €E(x—e,z+ 6))
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2. A STATISZTIKUS FIZIKA TARGYA 17

Cramér tételét alkalmazva:

P (51 & tv SN o eat s)) ~ exp{—NI(z) + o(N)}

p §2+53++€N <N(£E—€)—Ek N($++€)—Ek)
N -1 N—1 ’ N —1

— Py o))

~exp{—(N — 1)I(x+

azaz

P<§1:Ek|§1+§2t\f'“+&v E(x—a,x—i—a))

~ peexp{(NI(z) = (N = D)I(z + (z — E;)/N)) = (o(N) — o(N))}
= prexp{l(z) — I'(x)(z — Ei) + o(1)}
— exp{I(x) — zI'(x)} exp{I'(x) Ex } pi.-

Az utols6 1épésben a
o(N) = o(N) = o(1)

becslés a Cramér-tétel bizonyitasanal finomabb érvelésbdl kovetkezik. E rész-
leteket mell6zziik. A fenti kifejezésekben

I'(z) = XN (2) + (v — '\ ()N (2) = N (2),= -8
I(z) — xl'(z) = I(z) — 2\ (z) = —I(\"(z)) = —In Z(B).

Azaz pontosan a jol normdlt kanonikus eloszlast kaptuk!

4. Hazi feladat. Legyen (vy,vs,...,vy) € RY egyenletes eloszlast a

2 2 2

vy | Uy Un
a4 24 4 N_ N
2+2+ —|—2 €

gombfeliileten, ahol € € (0, 00) rogzitett. Hatarozzuk meg vy hatareloszlasat:

lim P (v, <z) ="
N—oo
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18 A STATISZTIKUS FIZIKA MATEMATIKAI MODSZEREI

5. Hazi feladat. Legyen (11,25, ...,2x) € RY egyenletes eloszlast az
1+ 22+ -+ xy = Ne
szimplexen, ahol € € (0, 00) rogzitett. Hatarozzuk meg x; hatéareloszlasat:

lim P (v, <z) =7
N—o0

6. Hazi feladat. [26] III. fejezet, 34. feladat (154. oldal): A kanonikus
eloszlds eqy alternativ jellemzése: Legyen

P (¢ = E;) = pi, Zpizl

diszkrét eloszlas (F;= energia értékek, spektrum). Az eloszlas g; referencia-
eloszlasra vonatkozo relativ entropidja:

Di
S=—> p;ln—,
2y
az dtlagos (,,belsd”) energia:

a szabad energia:

1
F=U--=8S.
B

Hatarozzuk meg azt a p; eloszlast, ami a szabad energiat minimalizdlja.
(Hasznaljuk a Lagrange-féle multiplikator modszert.)
Vélasz: a keresett eloszlas éppen a

L
b= Z0)

e PPig,

kanonikus eloszlés.
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2. A STATISZTIKUS FIZIKA TARGYA 19

2.3. Az Ising-modell

,,- - - S0k elemi aprobol Gsszedlld nagy rendszer ...”7. A legegyszertibb valasz-
tas: az elemi, apr6é komponensek két dallapotiak: {—1,41}. Az N darab
elemibdl all6 nagy rendszer allapottere:

Oy = {-1,+1}" ={a = (01,09, ..., 0n) : 0 = %1}, Q| =2
(Az egyes o0;-k ,klasszikus spinek”.)

A Hamilton-fiigguény: egy spin energiaja onmagaban = —ho;; a legegy-
szertibb kolcsonhatas: (i, j) par kolesonhatasi energidja = —J; jo,0;. A rend-

szer teljes energidja:

1 N N
HN<Q) = —5 Z Ji,jo-io-j — hZal
i,j=1 =1

Az elsG Osszegben az ¢ = j ‘atlos’ tagoknak semmi jelentGsége: akar el is
hagyhatjuk 6ket. Ez az Ising-modell Hamilton-fiiggvénye.

Interpretdacio: o;-k kis mégnes ticskék, amik igy: 1 vagy igy: | tudnak
allni; kélcsonhatnak egy h kiils6 magneses térrel és paronként egymassal. Ha
Jij > 0: az (i, 7) spin par energidja igy: 11, || kicsi, igy: 1, {1 nagy, azaz:
szeretnek pdrhuzamosan allni: ferromdgneses kolesonhatds. Ha J; ; < 0: az
(7,7) spin par energidja igy: 11, JJ nagy, igy: 1), |1 kicsi, azaz szeretnek
ellen-pdrhuzamosan allni: antiferromdgneses kélcsonhatds. Egyel6re tobbnyi
re a ferromagnesessel fogunk foglalkozni.

J;; tartalmazza a rendszer geometriai strukturdjdt. Néhany nevezetes
példa:

o 1 dimenziés modell:

- 1 ha —jl=1
Z,j,"'€{1727""N}’ Jz,j:{o ha i'l_j}%l

és peremfeltételek.

o d dimenzios modell:

1 ha |i—jl=1

1 ! e d R
1,7,--- € NCZ°, Jij {0 ha i— | #£1

és peremfeltételek
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20 A STATISZTIKUS FIZIKA MATEMATIKAI MODSZEREI

o Ising-modell tetszsleges G = (V, £) grafon:

i, €V, Ji,j_{o ha (i,j)¢g

o Curie— Weiss-modell = az el6bbi G = Ky-el

B 1 ha i
Za]a"'€{1727"'7N}7 Ji,j:{](\; ha Z:.]

Az igazan érdekes dolgok N — oo termodinamikai limeszben torténnek!

2.4. A nyomas / szabadenergia

Az dllapotdsszeg €s a nyomds (vagy szabadenergia — fizikai interpretacio sze-
rint, erre visszatériink):

Zn(B,h) =Y exp{—BH(c)}

geQn
3 N N
= Z exp{§ Z Jijoio; + 5hZUi}
TEQN Q=1 i=1
1
pN(ﬁ, h) 3:5—NIHZN(ﬁyh)

Miért érdekes? (Azon tul, hogy Zx a Gibbs-mérték normalo faktora.) Fizi-
kailag relevans mennyiségek meghatarozhatoak beléle. Pl. az atlagos mdg-
nesezettség igy:

(SN, o) 1 9zZy
N BN Oh

_ Ipn

m(B.h) = (8.n) = 2

(8, h).

Vagy a szuszceptibilitds (azaz a méagnesezettség érzékenysége a kiils6 méagne-
ses tér valtozasara), igy:

. 1 aZPN
- 52 Oh?
A nyomas valoszintiségszamitasi jelentése: fix 5 mellett h — py (5, h)

analog a nagy eltérés tétel-beli A — I (M) logaritmikus momentum generald
fiiggvénnyel.

. 16mN

xn(B,h) = EW(ﬁa h)

(B, h).
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10. Allitas (A termodinamikai nyomés konvexitésa). Fiz § mellett, h —
pn (B, h) konvex figguény.

Nyomds konvexitdsanak bizonyitdsa.

1 9
= 5 g (B1) (2:2)

11 PzZy 1 (1 aZy\
 NpB2Zy 0h? N \BZy Oh

N i)
(E

2. Megjegyzés. Ez az Allitds egy dltaldnosabb (késdbb tdrgyalt) konvewitds
specidlis esete.

XN(ﬁa h)

O

Milyen érdekességekre szamithatunk N — oo termodinamikai limeszben?
Tegyiik fel, hogy a kovetkezd limeszek 1éteznek

P(3.H) = Jim p(5.h), (23)
m(@.h) = Tim ma(5 ), (2.4)
X(ﬂvh) = ]\}LI%OXN(BJL)? (25)

és hogy limy .o, és 0/0h felcserélhetsk, azaz

_1dp

m(B,h) = B%(ﬁ,h) (2.6)
_1om 1%

x(B,h) = E%(/gv h) = @%(5, h) (2.7)

Ezeket szigorian be fogjuk latni: a (2.3), (2.1), (2.5) termodinamikai lime-
szek épeszii esetekben léteznek, a (2.0), (2.7) azonossagok pedig érvényesek
azokban a (3, h) pontokban, amelyekben a limeszfiiggvények szép simak.

e Magas homérsékleten 3 < fB.: h > p(B,h) konvex, analitikus (hason-
16an A — I(\)-hoz). Es

lim m(5, h) = m(f3,0) = 0.

h—0
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Azaz: a rendszer bels6 Zo szimmetridja nem séril. A o; valoszintiségi
valtozok ) ._, 0;/N normélt &sszegének viselkedése kvalitative nagyon
hasonl6 az i.i.d. val. valtozokéval.

Alacsony homérsékleten f > [.: (Ferromagneses kolcsonhatas (J; ; >
0) esetén.) h — p(B,h) konvex, de h = 0-ban nem analitikus: els6
derivaltja szakad (ellentétben A — I(X)-vel).

}lliir(l)m(ﬁ, h) =m(5,0+) >0

lim m(8, b) = m(8,0-) = ~m(3,0+) <0
Azaz: a rendszer bels6 Z, szimmetriaja séril. A o; valoszintségi val-
tozok Zf\il o;/N normalt osszege a NSzT és a NET szempontjabol
egyarant az i.i.d.-kt6l mingségileg lényegesen eltéré modon viselkedik.
B > B., h =0 paraméter értékeknél elsdrendi fdazisditmenet van.

A kritikus homérsékleten 8 = B.: A szuszceptibilitas divergal

lim x(5,0) = x(B, 0) = o0,

B—Be
(2.2) alapjan allithatjuk, hogy a CHT sérdl: a kritikus fluktudciok a
normalisaknél lényegesen (nagysagrendileg) nagyobbak. 5 = ., h =0
paraméter értéknél mdsodrendid fdzisdtmenet van.

A fejezethez kapcsolodo irodalom: [25], [26].
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3. fejezet
A Curie — Weiss-modell

3.1. A modell; termodinamikai limesz és termo-
dinamikai fiiggvények
Az allapottér:
Qy :={c=(01,09,...,0n) : 0, = £1}.

A Hamilton-fiiggvény:

‘Mean field’ (‘atlag tér’) elmélet, mert minden spin egy
|
het = ; o;+h

effektiv, atlagos magneses térrel hat koleson. (% helyett valaszthatnank per-
sze % kolesonhatési egytitthatokat: a J-t beolvasztjuk a 5-ba.) A modellnek
trividlis a geometriai strukturdja! Minden spin-par egyforman hat koleson.
Jeloljiik a teljes magnesezettséget M-el:

N
M:=> o Me{-N,—-N+2,...,N—2 N}.
=1
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24 A STATISZTIKUS FIZIKA MATEMATIKAI MODSZEREI

Ekkor

Hy= -~ —hM 1
N 2 N h ) (3)

azaz a Hamilton-fliggvény csak M-en keresztiil fiigg a o spin konfiguraciotol.
Legyen r (illetve N —r) a 1 (illetve |) spinek szdma:

N+ M N-—-M
po M N . refo,1,2,...,N).
2 2
Az allapotosszeg:
N
Zy(B,h) = > exp{-BHx(a)} = > en(r),
geQn r=0

ahol

en(r) = (];[) exp {%(% — N)*+ Bh(2r — N)} .

Nyilvanval6, hogy

o In ZN T maxo<r<n IHCN(T)
ORI T T N 32
Legyen
2r — N
r = TN , r e [—1,1].
A Stirling-formula alkalmazaséval a kovetkezé kifejezést kapjuk:
Iney(r) = N(Bha — ®g(x)) + o(N), (3.3)
ahol
l—z, 1—2 1+x, 1+x B2?
1 1 - h -1,1
Pp(r) =9 "2 2 2 2 2 2 eel-Ll
00 ha x & [—1,1]

Felhasznalva (3.2)-t és (3.3)-at a termodinamikai nyomasra a kovetkezd kife-
jezést kapjuk

Bp(B,h) = sup (Bhx — ().

—1<z<1
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Természetesen sup_;.,; helyett sup, cg-t is frhattunk volna. Azaz: rogzi-
tett 8 mellett, h — p(B,h) pontosan = — B~'®Pg(z) konvex konjugaltja.
Sziikségilink lesz a x — ®g(z) fiiggvény elsé két derivaltjara:

1.1
Piy(z) = 5 In . i_i — Br = tanh ™! (z) — B,
1
B =1 P

Az x — ®p(z) és x — Pj(x) fliggvények grafikus képe az 1. és 2. dbran
lathato. Lényeges kiilonbség van 5 < 1 és [ > 1 kozott! Mig 5 < 1-re
x +— ®p(r) szigortan konvex, x +— ®p(x) szigortian novekvs, § > l-re ez
nem all. A kritikus hémérséklet: 3. = 1.

IDE JONNEK AZ ABRAK

3.2. A termodinamikai fiiggvények meghataro-
Zasa

Legyen m(f3,h) a
o)y (m) = Bh (3.4)

,J0” megoldéasa: ahol egy megoldas van ott a megoldas, ahol tobb megoldas
van (ketts vagy harom) ott az a megoldés, amelyiknek az elGjele megegyezik
h elGjelével (1d. a 2. abrat). Az aldbbiak a (3.1) egyenlet ekvivalens alakjai:

tanh™'(m) — Bm = Bh (3.5)
m = tanh (8(m + h))

A nyomésra a kovetkezd kifejezést kapjuk:

Bp(B,h) = Bhm — @z(m)

1. 1—m?
:ﬂhm—gln o —mtanhl(m)—l—ng
1. 1—m?
=——In
2

+ m(Bh — tanh™'(m)) + ng

(3.5)-6t felhasznalva azt kapjuk, hogy

1-m2(8,h) B
2

1 m*(B, h).

Bp(B, h) = —%ln
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A szuszceptibilitas kiszédmolasa: az

ap_l( 1 —5> om

ST B\ 1—m? " on
egyenletbdl azt kapjuk, hogy
1Om 1 —m?2(B,h)

Mindebbdl lathato, hogy

(1) B < B. = 1re (azaz T > T, = 1-re): h — m(fS, h) monoton noévekvs,
analitikus; h — p(B, h) szigortan konvex, analitikus; x (5, h) véges.

(2) B > B, = lre (azaz T < T, = 1-re): h — m(fS,h) monoton névekvs,
de h = 0-ban nem folytonos: m(3,0+) = —m(5,0—) > 0; h — p(5,h)
szigoruan konvex, de h = 0-ban nem analitikus: az elsé derivaltja szakad;
X(B, h) véges.

(3) B = B = lre (azaz T = T, = 1-re): h — m(fS, h) monoton noévekvs;
h +— p(B, h) szigoruan konvex, h # 0-ban analitikus, de x(5.,0) = co.

A (3.4) dllapotegyenlet grafikus megjelenitései a 3. dbran lathato fazisdi-
agrammok.

3.3. Kritikus exponensek

Altalanos fizikus hit, hogy egy Ising-szerti ferromagneses modellben, a (T, h) =
(T.,0) kritikus pont kornyékén a termodinamikai fliggvények szinguléris vi-
selkedése a kovetkezd

m(T,04) ~ |T —T.|° amint T /T,
X(T,0+) ~ | T =T, |77 amint TN\ T,
X(T,04) ~ |T = T,| ™ amint T /T,
\m(T., h)| ~ |h|'/° amint h—0

ahol a kritikus exponensek, igymond, univerzdlis jellemz&k — csak nagyon
altalanos paraméterektdl (pl. a dimenziotol) fiiggenek. A Curie — Weiss-
modellre a kévetkez6 exponenseket talaljuk

1
f=3 y=49'=1 §=3.
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7. Hazi feladat. Szamoljuk ki a fenti exponenseket a Curie— Weiss-
modellre.
IDE JON A HARMADIK ABRA

3.4. Mindezek valdszintiségszamitasi hattere/je-
lentése

Tekintsiik a
O'1+O'2+“'+O'N

valoszintségi valtozot a > 0, h = 0 paraméterekhez tartozd Gibbs-eloszlas
szerint. Ezt hasonlitjuk 0ssze az els6 6rakon targyalt

SG+&++En

i.i.d. 0sszegek viselkedésével, ahol a &;-k egyenkénti eloszlasa azonos a o;-jével:
1

Nagy szamok torvénye:

N 2
> i1 O 20lnZ 0
E (—’]—Vl") =N o5 (00 =255(8p(5.0)) = m*(5,0)

N 2
N o, 4 *InZz 4 0
Var (Z—Tﬂ’> =3 g B0 = 555 (00(8,0) 0.

Amibdl kiévetkezik, hogy
e Magas homérsékleten, 5 < (.:

Zi]\il 0i P

0
N —
csakigy, mint az i.i.d.-k esetében.
o Alacsony homeérsékleten (6 > B.):
N
P (ET(’ € (£m(8.0)] - =, £lm(3,0) +e>) -2

Azaz: Alacsony hémérsékleten a NSzT sértil.
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Nagy eltérések: Jelolés: A = Sh

Zn(B.h) _ S
m =E (exp{)\;m}> )

Az els6 jegyzet jelolésével, az I (M) logaritmikus momentumgenerald fliggvény
fizikai jelentése: a nyomds:

N

I(\) = ]}ignoo%lnE (eXp {AZUD = Bp(B,h) — Bp(B,0).

=1

o Magas homérsékleten: A — I()\) konvex és analitikus, csakigy, mint
az 1.1.d.-k esetében.

e Alacsony hémérsékleten: A — I(\) konvex de A = 0-ban torik, ellen-
tétben az i.i.d.-k esetével.

A nagy eltérések valoszintiségének exponencialis lecsengését vezérls I(x)
rata fliggvény fizikai jelentése: a szabadenergia:

I(z) = — lim llnP (m R~ m) = ®g(z) — inf Pg(x).

N—oo N N —1<z<1

e Magas homérsékleten: = +— I(x) szigorian konvex, csakigy, mint az
i.i.d.-k esetében.

o Alacsony hémérsékleten: x +— I(x) nem konvex, ellentétben az i.i.d.-k
esetével. Azaz: alacsony hémérsékleten (7' < T.) a megszokott NET
séril.

3. Megjegyzés. Véges dimenzids “tgazi’ geometriai struktirdval rendelkezd
modelleknél azt fogjuk ldtni, hogy a megfeleld fiigguény — a szabadenergia
— ugyan konvex, de nem szigorian konvex, van egy lapos (linedris) része,
ugy néz ki, mint a ®g(z) figgvény alsé konver burkoldja. Ami szintén a
megszokott NET sériilését jelzi.
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Normalis fluktuaciok magas hémérsékleten: A varhato érték:

Zij\il i\ _ _

A szérasnégyzet:

Zﬁilai i _ 1
E (W) —XN(@O)—)X(@O)—Q-

11. Tétel (CHT magas hémérsékleten). Ha § < . = 1, akkor

(S5 ) 2 ol

Magas hémrsékleti CHT bizonyitdsa karakterisztikus fiigguények maodszerével.

Legyen
o (Ve [N 2N

. Z]\il 0; SO(U)
E | exp ¢ tu=""—— —.
( { VN #(0)
o(u)-ra a kovetkezd kifejezést kapjuk:
N
< dx 2 N VBT +iu
o —z%/26—N
= —c€ 2 ex 2r — N
[y (7)o e )

* dx 2?2 {cosh (\/Bx + Zu)] N
oo V2T VN

* dx
— e e x+zu
/_oo V2T Xp{ \/_ }

Akkor

1 2
= 1_ Be 2(1-p)
Azaz N
E (exp {ZUM}> — 672&731’),
VN
amibdl az allitas kovetkezik. ]
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Kritikus fluktuacidk: A kovetkezd nem centrdlis hatareloszlas-tételt bi-
zonyitjuk a spinosszeg kritikus hémérsékleti fluktuécidira:

12. Tétel (R. S. Ellis és Ch. M. Newman tétele). § = . =1 és h =0

paraméter értékek mellett

N o v oevt2g
p (Z“ 9 _ x) . —f;gO y (3.7)

N3/4 f—oo e—y4/12dy'

Ellis és Newman tételének bizonyitdsa. Legyen X a o;-ktél fliggetlen stan-
dard Gauss eloszlast valoszintiségi valtozo. Belatjuk, hogy

p( X X\ _ Loen{-No(y/N"dy (38)
N1/4 N3/4 ffooo eXp{_N'l/}(y/Nl/4}dy7 .
ahol
72
P(z) = Con In cosh x. (3.9)
Mivel
X p 0
N1/4 —

és (3.8) jobb oldala konvergél (3.7) jobb oldaldhoz, amint N — oo, (3.8)-bol
a Tétel allitasa kovetkezik.

A kovetkez6 levezetésben Zy normald faktorokat jelol: a kiilonbozé kép-
letekben nem foltétleniil azonosokat. Legyen

Fy(y) =P (Z 0 < y)

a spinosszeg eloszlasfiiggvénye és

Gn(y) =P (Zfz <y> )

ahol a &-k (3.0) eloszlasu i.i.d.-k Vilagos, hogy (3.1) alapjan

1
dGn(y) = Z—Ne’WdFN(y)- (3.10)

tankonyvtar.math.bme.hu Téth Balint, BME TTK



3. A CURIE - WEISS-MODELL 31

(3.8) bizonyitasa kovetkezik:

X SN o al
P( 4+ ==l Z<:C>:P<\/NX—|—Z@<N3/4:&)
i=1

N1/4 N3/4
1 N3/4z oo 2 _ 9un + 2
1 N3/4g 2 00 2
ol o o
1 N3/4g 2 oo z
iZ—N N exp{—Qy—N}/wexp{yﬁ}dGN(Z)dy
1 N3/4g 2
éZ_N . exp{—g—N}exp {Nlncosh—}dy
1 N3/4Z' N 2
5 exp{ —N M—lncosh(y/]\f) dy
ZN —00 2
1 N3/4Z'
gZ_ exp{—Nv(y/N)}dy
N J—c0
2L Ny /N
= exp{—N¢(y/N"'")}dy,
N J—c0

ami pontosan (3.8). Az els§ lépésben azt hasznéltuk, hogy fiiggetlen valo-
szintiségi valtozok Osszegének eloszlastiiggvénye az egyes eloszlastiiggvények
konvoluci6ja. A masodik 1épés trividlis. A harmadik lépésben (3.10)-et hasz-
naltuk fel. A negyedikben azt, hogy

E <exp {yé&}) = (cosh(y))"

Az 6t6dik lépés ujbol trivialis. A hatodikban a 1 fliggvény (3.9) definiciojat
hasznaltuk. Végiil a hetedik lépésben egy y := N3/4y valtozocserét hajtot-
tunk végre. ]

A fejezethez kapcsolodo irodalom: [2], [5].
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4. fejezet

Ising-modell Zd-n;
termodinamikal limesz

4.1. Egydimenziés Ising-modell
Fizikai tér: egydimenzios diszkrét torusz 4,7, -+ € Z/L

g 1 ha |(i—j)modL|=1
“ 10 ha |(i—j)mod L|#1

A Hamilton-fliggvény (mint rendesen):
| L L L L
Hp (o) = ) ”ZZI Ji,j0i0; — h;m == ; 0i0i+1 — h;%,
periodikus peremfeltételekkel, azaz L + i =i mod L Az allapotisszeg:

L L
Z1(B,h) = Z eXp{BZUz‘Uz‘—H + 5h20i}-
i=1 i=1

geQy,

Legyen T'=T(/3,h) a kovetkezs 2x 2-es méatrix
T= ( B BN

Z(B,h) = TrT".

13. Allitas.
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Bizonyitds: Egyszerd szamolas. 0]
8. Hazi feladat. Igazoljuk a |3. Allitast.
Kovetkezésképp a T méatrix sajatértékeit kell kiszamolnunk, amelyek a
A% —2)e” cosh(Bh) + 2sinh(283) = 0
karakterisztikus egyenlet gyokei:
A12(B, ) = ¢ cosh(Bh) + (€2 sinh?(B, h) + e 2)"/*
A nyomésra a kovetkez kifejezést kapjuk:

5p(8, ) = lim Bp(8,h) = Tim 10 (AE(B, B) + ME(3, )
= Inmax{\; (5, h), \2(5, h)}.

Azaz

Bp(B,h) =In (eﬁ cosh(Bh) + \/ew sinh?(8h) + 6—25> :

Tehat az egydimenzios, els6 szomszéd kolcsonhatast modell termodinamikai
nyomésat explicit moédon ki tudtuk szamolni, de az eredmény nem nagyon
izgalmas: minden pozitiv 8 mellett h — p(f, h) analitikus. Nincs kritikus
jelenség, fazisatmenet. Altaldban: eqydimenzids, rovid kolesonhaté sugari
modellekben nincsen fazisatmenet.

9. Hazi feladat. Szamoljuk ki a termodinamikai nyomést a Bethe-racson
(azaz a g > 2 foku homogén fan). Ez elég hosszadalmas szamolas, de megéri
a faradsagot, mert tanulsagos.

4.2. Ising-modell Z%n

Fizikai tér: z,y,--- € Z% (vagy annak egy véges része).

7o 1 ha |z—y|l=1
Y10 ha |z—y|#1
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34 A STATISZTIKUS FIZIKA MATEMATIKAI MODSZEREI

Legyen A C Z% véges, téglatest alaku része a d dimenzids egész racsnak. A
Hamilton-fiiggvény:

Hy(o) ——% Z UxO'y—hZO'm.

z,yEA zEA
lz—y|=1

Szabad peremfeltételeket valasztottunk (valaszthatunk volna ujboél periodi-
kus peremfeltételeket). Az allapotosszeg termeészetesen:

Za(B,h) = Z exp{g Z Jny—FﬂhZO'x}.

[AS N z,yEA z€EA
|z—y|=1

Az els6 alapkérdés a termodinamikai limesz létezése, azaz 1étezik-e a kovet-
kez6 hatarérték:

) . 1
p(BR)= lim o, (B0) = lim oo Zy (8 R) (@)

Ahol A, 7 Z% azt jelenti, hogy A, C A, és U,A, = Z%. Legyen
O A = {x € A :dist(z,A°) < r}.
Azt mondjuk, hogy A,, ' Z% van Hove értelemben, ha A,, 7 Z4 és (Vr < o0)-

re

|07
A

14. Tétel (A termodinamikai limesz létezése.). Ha A, / Z* van Hove
értelemben, akkor létezik a (/.1)-beli limesz és a termodinamikai nyomds
fuiggetlen a vdlasztott A, sorozattdl.

Bizonyitds. Két dimenzidban, névekvs oldalhossztu négyzetekre fogjuk belat-
ni a tétel allitasat. Az altalanositéas tetszéleges van Hove értelemben névekvs
A,, tartoméanyokra kissé hosszadalmas, de elvileg nem nehéz. Altalanosités
tetszbleges dimenziora trivialis.

Legyen A tetsz6leges véges halmaz és Hy, H) két Hamilton-fiiggvény 2,-
n. Jeloljik

[Hy — Hj|| := max |Hy(c) — Hj ()] -
a€Qn
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Vildgos, hogy minden g € (5-ra

e BllHA—H | =BHA (@) < o=BHA(@) < oBI|HA—H] | =B (@)

amibdl egyenesen adodik, hogy

Hy— H\| | Hy— H\|
_|| A|A| AH +pA(57 h) Sp/\(ﬂ7h‘) S w +pA(ﬁ, h),
azaz \Hy — |
pa(B,h) — Ph(B,h)] < # (4.2)

Legyen A, = (—%, 21> N Z? és p, = pa,. Els6 lépésként tekintsiik az n = 2
oldalhosszu négyzetek névekvs sorozatat. A Aqr+1 négyzetben tekintsiik a

kovetkezs két Hamilton-fiiggvényt:

H2k+1 (Q) = HAQk-H (Q),

Hyi(0) = Hyo (gl ) + H o (el @) + H o (el o) + Hwlalw),
ok ok ok ok ok ok ok ok

,Ag,i) a Ayt négyzet négy természetes negyede. Azaz: H' a

négy, egymassal nem kolcsonhatod negyed belsd energidinak 6sszege. Vilagos,
hogy

ahol A

ok 3+

p/2k+1 (67 h) = P2k (ﬁ7 h)
(1.2)-t alkalmazva azt kapjuk, hogy

1
[pars1 (B, h) — par (B, h)| < ok
amibdl egyenesen kovetkezik, hogy
—00
letezik és
‘ka(ﬁa h) _p(ﬁa h’)| < ok—1"

Masodik lépésként tekintsiink tetszéleges oldalhosszi négyzeteket. Az el6bbi
érvelés konynyen altalanosithato a kovetkezs képpen: VEk, 1 > 1-re

EN N

Téth Balint, BME TTK tankonyvtar.math.bme.hu



36 A STATISZTIKUS FIZIKA MATEMATIKAI MODSZEREI

Ebbél pedig az adodik, hogy

(B, h) —p(B, h)| <

< [pi(B, h) = o (B, h)| + |pias (B, 1) = par (B, h)| + [p2x (B, h) — p(B3, 1)
2 2 2

k-val végtelenhez tartva pedig

~| D

(B, h) —p(B, h)| <

10. Hazi feladat. A A 7 Z? téglalapokra valo altalanositas.

4. Megjegyzés. (1.2) alkalmazdsdval azt is lathatjuk, hogy a termodinami-
kai nyomds fiiggetlen a vdlasztott peremfeltételektdl.

O

4.3. Kicsit dltalanosabban

Megengedhetiink tobb-spin kélcsonhatést is:

ACZ? |[Al<oo: Ja€R, oa=]]o0n

z€A

A formdlis Hamilton-fliggvény:

Eltolasinvariancia:
(VA : |A] < 00), (Vz€ZY): Jay, = Ja.

A modell ferromdgneses, ha VA J4 > 0. Eddig vizsgalt — legegyszertibb —
eset:

h  ha A= {x}
Ji=<1 ha A={zy},jlx—y|=1
0 egyébként
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Végességi feltétel:

> % < 0. (4.3)

Ertelme: spinenkénti atlagos energia véges. Parkolcsonhatés esetén: Jiayy 1=
Jy—y 6s a (1.3) feltétel: Y _q
abs.J, < .

11. Hazi feladat. A termodinamikai limesz létezésének tétele eltolasinva-
ridns kolesonhatassal, (1.3) feltétel mellett konnyen altalanosithato.

4.4. A nyomas konvexitasa

Legyen A C Z¢ véges és A, B C A. Konnyen ellendrizhetd, hogy
07\

m = <UA>A,
VAN
0T0T (0a0B)A — (0A)A(TB)A,
amibdl kovetkezik, hogy
{J} = pa
és a termodinamikai limeszben
{J}=p

a {J} paramétereknek egyiittesen konver figgvénye. Hasonlé médon lathato,

hogy
1
—=T—0p
B

is konvex.
Két at all elgttiink:

(1) p(B, h) explicit kiszamolasat kisérelhetjiik meg bizonyos — tobbnyire két-
dimenziés — modellekben;

(2) p(B,h) kvalitativ elemzése, explicit kiszamolas nélkiil.

Az explicit kiszamolés kiilon tudoméany (,exactly solvable models” 1d. pl.
[2]), a 2-d Ising-modell megoldéaséaval kezd6dott (Lars Onsager, 1944), [2] a
tokéletes irodalom. Mi a masodik utat — azaz: a kvalitativ elemzését — fogjuk

kovetni.
A fejezethez kapcsolodo irodalom: [2], [13], [28].
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5. fejezet

Analitikussag I:
Kirkwood — Salsburg-egyenletek

5.1. Az Ising-racsgaz

Az Ising-racsgaz modell teljesen ekvivalens az eddig targyalt méagneses Ising-
modellel. Jelen céljainkra (e jegyzeten belill) kényelmesebb formalizmust
biztosit. Viszont mindvégig hangsulyozni fogjuk az ekvivalenciat: az ered-
ményeket végiil atfogalmazzuk a mégneses Ising-modellre is.

Fizikai tér: x,y,--- € Z vagy annak egy véges A része. Az allapottér:

Qp i={n = (Na)wen : 1 = 0,1} = {0, 1}*.

Ertelmezés: n egy racsgaz mikroszkopikus allapotat irja le. Racspontonként
legfeljebb egy részecske lehet (kemény mag): n, = 0 — nincs részecske az
x € A racspontban; n, = 1 — van részecske az x € A racspontban. A teljes
részecske szamot |n|-el jeloljik:
In| = an
€A
A Hamilton-fiiggvény:

Hy(n) = % Z O(z — y)ngny,.

RIS

Ertelmezés: az x,y € Z% racspontokban il6 részeske-par kolesonhatési ener-
gidja ®(x — y) = ®(y — x). Feltessziik, hogy

o(0) = 0.
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Azaz: nincs ‘Onkolesonhatas’. Stabilitasi feltétel (1d. az el6z6 fejezet (1.3)
feltételét):
D 1@(2)] = M < oo. (5.1)
z€Z4
Legyen

pi=> o(z). (5.2)
A nagykanonikus allapotosszeg:

Za(B,1) = Y exp{—BHx(n) + B _n,}
neQp zEeEA
|A]

= 2NQa(B,N),
N=0

ahol p a kémaiai potencidl,

z = exp{fu}
a fugacitds és

QA(B,N)= > exp{—BHa(n)}

Qadnin|=N
a kanonikus allapotosszeg. (A szavak persze nem fontosak, de j6 megjegyezni
6ket: azonos mennyiségeknek mas-mas a fizikai jelentésiik attol fiiggéen, hogy
mégneses- vagy racsgaz modellként értelmezziik a probléméankat. )

Ekvivalencia a magneses Ising-modellel:

1
g = U”“’; , oy =2m, — 1, (5.3)
(I) _
Oz —y) = —4J,_,, Joy = —%, (5.4)
M ZxGZd (I)(QZ)
— 2h - 2 T h/ - = — ) .
u ZZ J SRR — (5.5)

pgéz(ﬁa ,u) = pmégnes(ﬁ’ 2h + 90/2)7 pmégnes(ﬁa h) = Pgaz (67 M/Q - @/4) (56)

5.2. Korrelacios fliggvények

Jeloljiik F(Z%)-vel a Z¢ racs véges részhalmazainak halmazat:

F(2Y = {A e P2 :|A| < o0}
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Véges A C Z%ra definialjuk a kovetkezd korrelacios fiiggvényt:

pa i P(A) = 0.1, pa(4) = (J] naa.

€A
Es a termodinamikai limeszben
- F(ZY — [0, 1 A) =1 A 5.7
pi F@) 0.1, p(4) = lim pa(4) (57)

amennyiben a hatarérték létezik és egyérelmid. Célunk: a p(-) korrelacios
fliggvény elemzése.

Ha méagneses nyelven beszélnénk a kévetkezs korrelacios fiiggvényt tekin-
tenénk:

ma(A) = ([T ooda = ([T @ne = D)a

€A z€A
= 37 ()R (B)
BeP(A)
12. Hazi feladat. Az alabb targyalt t alkalmazva

mutassuk meg, hogy

pa(A) =271 3" my(B).

BeP(A)
Tehat megint azt latjuk, hogy a récsgéz és a magneses megfogalmazas

ekvivalens egymassal: egyikbdl a masikat konnyen megkaphatjuk. Kizarolag
kényelmi okokbol valaszottuk a racsgaz inerpretéciot.

5.3. Szamolas

Legyen A € F(Z%) és x € 7. Ertelmezziik a kovekezoket:

Wz, A) =) &z —y) (5.8)

yeEA
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Ezek fizikai értelme vilagos: U(A) az A halmazt teljesen elfoglalo részecs-
kék egymaéssal valo teljes kolesonhatési energiaja, Wz, A) pedig az z-ben
levs részecskének az A halmazt teljesen elfoglalod részecskékkel vald teljes
kolcsonhatéasi energidja. Ezek segitségével az allapotosszegre és a korrelécios
fliggvényre kovetkezé kifejezéseket kapjuk:

Zyn= > ZPlexp{—BU(B)}

B:BCA
pa(A) = ZLA > APlexp{-pU(B)}
B:ACBCA
- Y Mep{-pUAu o) (5.9)
ZA C:CCA\A

Legyen A # () és valasszunk egy tesz6leges © € A-t. Jeloljik A" = A\ {z}.
C'N A= 0 esetén a kovetkezs azonossag adodik:

UAUC) =W (z,A)+W(z,C)+UA'UC).
Ezt felhasznélva (5.9)-bdl a kévetkezo kifejezést kapjuk:

pa(A) = A awia T W0 AUl O), (5.10)

Z
A C:CCA\A

5.4. Mobius inverzios formula

Legyen A véges halmaz. Ertelmezziik az f : P(A) — R fiiggvények halmazan
a kovetkezd két transzformaciot:

15. Allitas (Mobius inverzios formula). Tetszdleges f = P(A) — R fiigg-
vényre
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Mobius inverzios formula bizonyitdsa:

f=3 fm= Y 3 (e

B:ACBCA B:ACBCA C:BCCCA
= > O D (FD)N= N f(C)oa = fA).
C:ACCCA B:ACBCC C:ACCCA

L0 S G S LA 0 I N ) LA B N d(e)
B:ACBCA B:ACBCA C:BCCCA
= > O Y (=P =N f(C)oca = f(A).
C:ACCCA B:ACBcCC C:ACCCA

[
5.5. Szamolas folytatasa
A t alkalmazva (5.9)-bdl a kovetkezd azonosségot kapjuk:
—Mexp{-pU(A)} = > (=1)PMpa(B). (5.11)
B:ACBCA
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Ezt behelyettesitjiik (5.10)-be

pa(A)

=z exp{—AW (z, A)}
x Y exp{=pW(z,C)} D (=)W (D)
c:ocmA AUCCDCA

2z exp{—pIW (z, A)}
<Y en{=AW (O} Y ()P (A UE) — pa(AUE))
C:CCA\A E:CCECA\A

3, exp{—08W (z,A)}

< S| Y ()P exp{—pW (z,C)}

B:ECA\A Lc:ocE
éZeXp{—BVV(x A)}
< 3 TL(Ee 1) (oAU E) - pp(AU B)) (5.12)

E:ECA\AyEE

(pa(A' UE) - pr(AU B))

A fenti levezetés els6 lépése (5.11) behelyettesitése (5.10)-be. A masodik
lépésben £ = D\ A. A harmadik lépésben a két 6sszegzés sorrendjét cseréltiik
fel. Végiil a negyedik lépésben a W (z, C') (5.8)-beli definiciojat helyettesitjiik
be.

Ertelmezziik a kovetkezs magfiiggvényt:
K:Z'x F(Z') - R,  K(x,D):= [ (" 1), (5.13)
yeD
Természetesen K(x, () =1 és K(z,D) =0, ha z € D. A K(z, D) magfiigg-
vényt felhasznalva (5.12)-bél azt kapjuk, hogy
pa(@) =1
és
Se—BW (z,4)

e (5.14)

pa(A) =

< |oa) X K(D) (pa(A'UD) —pa(AU D))

(Z);ADCA\A
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haze A#Pés A=A\ {z}.
A alédbb definidlt Banach-térben fogunk dolgozni:
B={f:F(Z)>R|Ifl:== sw [f(A)]<oc}.

AeF(z4)

Természetesen pa(-) (és p(-), amennyiben az (5.7) limesz létezik) eleme a B
Banach-térnek. Jeloljiik I15-val a kovetkez6 projekcié operatorokat B-ben:

A1) =), anol () ={; 0 421

Trividlis ellenérizni, hogy 11, korlatos, sét
[MIAll = 1.

Minden @ # A € F(Z%)-hez rendeljiik kanonikus mddon egy x4 € A elemét
— pl.  Z% egy tetszoleges, de fix linearis rendezésében lehet 4 = min A,
ami egyértelmtien meghatarozott. Tovabba legyen A’ = A\ {z4}. Az alabbi
eredmények természetesen fiiggetlenek lesznek az x4 € A elem kanonikus ki-
valasztasatol. Adott z > 0 mellett értelmezziik a kovetkezd linearis operatort
B felett:

(K. f](A)
0 ha A=

—BW (x4,A)
=¢ ha A#0

- 1+ ze AW@Ea4)
x| F(A) + X pern, K, D) (F(A'U D) = f(AU D)) |

0#£DCAc
16. Allitas. Minden z > 0-ra a K, operdtor korldtos €s

2eP(M—¢p)

BM _ _
|51 < T2 or0r= (2exp{e 1} —1). (5.15)
ahol M és ¢ az (5.1), (5.2)-ben megadott konstansok.

Bizonyitds. Az (5.15) korlat két egyszerd becslésbdl adodik. Elgszér:

“W(ra, A) ==Y dly—za)= > Oly—za)—p< M-y,

yeA yEZMNA
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amibdl adodik, hogy

Ze_ﬁw(waA) Zeﬁ(M_w)

0< 14+ ze=BW(za,4) = 14 zeBM—¢)" (516>

Mésodszor:

1
> K@, D)< ) |K(x, D)
DeF(zd): DeF(zd):
0#£DCAc D0

2% J[lerew -1

DeF(zd): YED

D20
3 H {|e_6¢’(y) — 1| +1} -1
y€eZ4
%exp{z {e‘ﬁq)(y) -1} -1
y€Z4
%GXP{Z (@ _ 1)} 1
y€eZa
%exp{eﬂM -1} -1 (5.17)

Az els6 lépés trivialis. A méasodik lépésben a KC(z, D) magfiggvény (5.13)-
beli értelmezését hasznaltuk. A harmadik lépés egy egyszerii kombinatorikai
azonossag. A mnegyedik lépésben az 1 4+ a < €% a € R egyenlGtlenséget
hasznaljuk. Az 6todik 1épés ujbol trivialis. Végil a hatodik 1épés a e® +
e < e+ 1, ab > 0 egyenlétlenségbdl kivetkezik. (5.16)-bol és (5.17)-bol
kovetkezik (5.15). O

13. Hazi feladat. Ellendrizziik a bizonyitas harmadik 1épésében szerepld
kombinatorikus azonossagot.

Jeloljiik 1-el a B Banach-tér kévetkezd nevezetes elemét:
1(A) =day.

(5.14)-bél, tovabba I1,, K, és 1 definiciojabol lathato, hogy pa a kévetkezd
B-beli inhomogén linearis egyenletet elégiti ki:

par = 1 +1IA K. pa
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(5.15)-bél lathato, hogy ha

1 e~ BM=p)

z < S exp[eP — 1} =1 =c1(P), (5.18)

akkor
K| <1 (5.19)

és kovetkezésképpen az I — I, K, operator invertalhato. Azaz
pr = (I —TLK,) ' 1.

Ebben a kifejezésben végrehajthatjuk a A 7 Z? limeszt és azt kapjuk, hogy
(5.18) feltétel mellett
p=I—-K,) 1.

A jobb oldali
(I - Kz)il = ZK?
n=1

Neumann sorfejtés (5.19) miatt abszolut konvergens és z € [0, ¢1(8))-ban
analitikus.
Koénnyen belathato, hogy a

ngy — 1 —ny,

un. részecske-lyuk transzformécioval egy ekvivalens racsgaz modellt kapunk,

azonos hémérsékleten és
eBv
7 =— (5.20)
z

fugacitassal. (A részecske-lyuk transzformécionak a méagneses Ising-modell +
spin-tiikrozési transzformacioja felel meg.) A fenti érvelést erre végrehatva,
majd az (5.20) transzformaciot mégegyszer — visszafelé — végrehajtva azt
lathatjuk, hogy a korretacios fiiggvények a

z > 2™ (exp{e”™ — 1} — 1) = »(B) (5.21)

tartoményban is analitikus fliggvényei z-nek. ¢;(3) csokkend, mig co(5) no-
vekv§ fliggvénye [-nak, tovabba
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Kovetkezik, hogy létezik egy 5* € (0, 00), ugy, hogy
B<B = alB) <alB). (5.22)

Végiil (5.18), (5.21) és (5.22) alapjan arra kovetkeztetiink, hogy ha f < §*
akkor z — p analitikus az egész z > 0 fugacitas tartomdnyban. A z — p
analitikussdgabol a z — p analitikussaga is konnyen adodik, mivel a korrelé-
ci6 fliggvény értéke az egyelemii halmazon pontosan a nyomasnak a kémiai
potenciél szerinti els6 derivaltja:

_1lop_ o
p({z}) = 33_/1 —2’82-

Belattuk tehat a kovetkezd tételt:

17. Tétel (Kirkwood—Salsburg-sorfejtés konvergencidja és analitikussag,
racsgaz nyelven). Fiz 5 > 0 mellett a

€ (—00,Iney(8)) U (Inca(8), 00)

tartomdnyban a p — p nyomds és a p — p korreldcios fiigguény a kémiai
potencidal analitikus fligguénye.

Ez (5.3)=(5.0) segitségével konnyen atfogalmazhaté a magneses Ising-
modellre. Legyen

c3(B) = 2¢5 (M%) (exp{e”™ —1} —1).

18. Tétel (Kirkwood —Salsburg-sorfejtés konvergenciaja és analitikussag,
magneses nyelven). Fiz 5 > 0 mellett a

h € (—oo,—Inecs3(5)) U (Incz(5), 00)

tartomdnyban a h — p nyomds és az h — m korreldcios figgvény a h kilsd
mdgneses tér analitikus fligguénye.

A fejezethez tartozo irodalom: [13], [28].
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6. fejezet

Analitikussag 1I: Lee és Yang
tétele

6.1. Egy kis komplex fliggvénytan

Az alédbbi két klasszikus komplex fiiggvénytani tétel és bizonyitasuk megta-
lalhato példaul a [29] konyvében.

19. Tétel (Vitali tétele). Legyen D C C korldtos, egyszerien dsszefiiggd,
nyilt tartomdny olyan, hogy DNR # 0 és f, : D — C, n € N, fiigguények
teljesitsék az alabbi hdrom feltételt

(i) analitikusak a D tartomdnyon,

(ii) egyenletesen korldtosak D-n, azaz (IM < 00) gy, hogy
SUPy,en SUP.ep [ fn(2)] < M,

(i)
(Vze DNR): lim f,(x) = f(z).

n— o0

_ Ekkor: f analitikusan kiterjeszthetd D NR-r6l D-re és ha D' C D, akkor
D'-en az f, fligguénysorozat egyenletesen konvergdl f-hez, azaz

lim sup | f(2) — £(2)] = 0.

n—o0 Zeﬁ
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20. Tétel (Hurwitz tétele). Legyen D C C korldtos, nyilt tartomdny, f,,
n € N és f # 0 analitikus fligguények D-n értelmezve, gy, hogy

(Vz € D) : f(z) = lim f,(2).

Ha zy € D k-szoros multiplicitdsi zérushelye f-nek és U olyan kérnyezete
zo-nak, amelyben f-nek zq-n kivil mds zérushelye nincsen, akkor létezik egy
olyan N € N, hogy minden n > N-re f,-nek, multiplicitasokat is figyelembe
véve, pontosan k darab zérushelye van U-ban

6.2. Alkalmazas az Ising-modellre

A jol ismert parkolesonhatasos Ising-modellt tekintjiik A C Z%n:

HA(Q) = —% Z JZ'J‘O',L'O'j — hZO'Z

i,jEA i€A
Vezessiik be a
z = exp{fh}

fugacitas valtozot és a tovabbiakban fiiggvényeinket komplex z € C\ {0}-ra
kiterjesztve értelmezziik. Az allapotdsszeg:

ZA(B,Z) = Z ZZZEAW exp{g Z Ji,jaiaj}-

oEQA 1,jJEA

Legyen A,  Z% Van Hove értelemben és tekintsiik (rogzitett 3 paraméter
mellett) az

Inz

fa(2) = (Za, (8, 2)"1 = exp{Bpa, (8, 7)}

fliggvényeket. Ezekre a fliggvényekre probaljuk meg a fenti tételeket alkal-
mazni.

Legyen D C C\ {z : |z| < €} olyan tartomany, mint a ben.
Ellenérizziik az f, fliggvénysorozatra a feltételeit:

(i) Véges A-ra
C\ {0} 2 z— Z(B,2) € C,
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és kovetkezésképpen
D>z fu(z)eC

is, természetesen analitikus.

(i) Az f, fliggvények n-ben egyenletes korlatossaga abbol kovetkezik, hogy

|An]

1Za(8,2)] < | 2max{|z], |2| "} exp{Bsup > [Jil}

ic7.d
€L jezd

A fenti egyenlGtlenség jobb oldalan az exponens a stabilitasi feltétel
miatt véges.

(iii) f, pontonkénti konvergenciaja D N R-en pedig nem egyéb, mint a ter-
modinamikai limesz létezése valos z (valos h) esetén.

alapjan tehat kovetkezik, hogy az f, = exp{fpa,} figgvé-
nyek a D tartomanyban konvergalnak egy analitikus f fliggvényhez, amely
exp{Sp} kiterjesztése valosrol komplex z-kre.

Tegyiik fel, hogy D olyan tartomany, amelyben, véges sok A kivételével,
ZA(B,2)-nek nincsen zérushelye, azaz Zx(B3,z), A € F(Z?), zérushelyeinek
nincsen torloddsi pontja D-ben. Ekkor alapjan kovetkezik,
hogy a fenti limesz f fliggvénynek sincsen zérushelye D-ben és kovetkezés-
képpen

D>z—Inf(z)eC

is analitikus. Belattuk tehat a kovetkezot:

21. Allitas. Legyen T C C\{0} a Zx (B, 2), A € F(Z%), zérushelyei torldddsi
pontjarnak halmaza. Ekkor

(€\ {OP\T) ampw,l”ﬁe@

analitikus.

A fazisatmeneti paraméterek azonositasihoz tehat meg kell hataroznunk
az T' C C halmazt.
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6.3. Lee és Yang kortétele

22. Tétel (Lee és Yang kortétele). Legyen A véges halmaz és A = (Aivj)ijeA
valos szimmetrikus mdtriz, amelynek mdtrizelemei teljesitik a
[Ail <1

feltételt. A

Pa(z) = Zz's‘ H H A

ScA i€S jEA\S

|A|-foku komplex polinom zérushelyei a {z € C: |z| = 1} komplex egységko-
ron vannak.

nek egyenes kovetkezménye az aldbbi
23. Tétel. Ferromdgneses pdarkélcsénhatdasi Ising-modell esetén (J; ; > 0)
minden rogzitett 5 > 0 mellett h — p(B, h) analitikus a h # 0 tartomdnyban.

Masképp szolva: fazisatmenet csak h = 0-ban lehetséges.

Kovetkezmény bizonyitdsa:

Za(B,2) = Z Z2ien i eXp{g Z Jijoioj}

oEQA i,JEA
_ N 2SI g (P B o -
_Zz exp{QIZJw+2'Z Jij ,@ Z Jii}
SCA 1,j€S 1,jEA\S 1€S5,j€A\S
_ B
~ et S S T Ao f
1,jEA SCA i€S jeA\S

ahol
Ai,j = exp{—ZBJivj}.

Vilagos, hogy ferromagneses kolcsonhatés esetéan a felté-
telei teljesiilnek a

Pa(z) = 2 eXp{—g > T} Za(B.2)

1,JEA
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polinomra és kovetkezésképp minden A € F(Z4)-re és minden 3 > 0O-ra
ZA(B, z) zérushelyei a komplex egységkoron vannak. Ebbdl allitasunk koz-
vetleniil adodik. O

Lee — Yang-tétel bizonyitisa: POTOLANDO
O

6.4. Konklazio

A Kirkwood — Salsburg és a Lee — Yang-elméletbdl egytittesen az adodik, hogy
ferromagneses parkolcsonhatéasi Ising-modell fazisdtmenetei csak a

h=0, T<T"<o

paraméterértékek mellett lehetségesek. A Kirkwood — Salsburg-bol kapott T
természetesen nem optimalis (nagyobb a valodi T,-nél). (Abra a tablan.)
A fejezethez kapcsolodo irodalom: (28], [13], [29], [19], [20].
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7. fejezet

Fazisatmenet az Ising-modellben:
Peierls moédszere;
Griffiths-egyenlStlenségek és
kovetkezményeik

7.1. A fazisdtmenet Peierls-féle bizonyitasa

Kétdimenzios modellel fogunk foglalkozni. Altalanositas magasabb dimen-
ziora magatol adodik. Tekintsiik a A C Z? tartomanyban az elsé szomszéd
kolesonhatasu ferroméagneses Ising-modellt h kiilsé méagneses térrel és szabad
peremfeltétellel:

H, (o) = —g Z OOy — hZUx. (7.1)

le—y|=1 €A
z,yEA

Vilagos, hogy a nyomés péros, a méagnesezettség pedig péaratlan fiiggvénye
h-nak:

pa(B, —h) = pa(B, h),
mA(ﬁ, —h) = —mA(ﬁ, h)

Ezek a tulajdonsagok természetesen a termodinamikai limeszben is 6roklgd-
nek.
Célunk a kovetkezs tétel belatasa:
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24. Tétel (Rudolf Peierls tétele). Tekintsiik a fenti Ising-modellt d > 2-ben.
Létezik B. < 0o (T. > 0), 1gy, hogy rogzitett > B. (T < T.) mellett

ggWNBJU==gg£g%/mdﬁJU=ﬂnM%+0)>0, (7.2)

ami h — m(fB, h) pdratlan volta miatt pontosan az elsérendd fdzisatmenetet
jelenti.

Peierls tételének bizonyitdsa. A (7.1)-ben szabad peremfeltétellel definialt Ha-
milton-fliggvény mellett értelmezziik Hx-t +peremfeltétellel:

Hy(o) = Hy(o) = J Y o,
z€EO0~A
ahol 0~ A a A tartomény bels6 hatara:

0 A ={x e A:dist(z,A°) = 1}.

Pa, a-val jeloljiik a Hx-nak megfelel termodinamikai mennyiségeket. A ter-
modinamikai limesz létezésének bizonyitasakor lattuk, hogy a limesz mennyi-
ségek nem fliggenek a peremfeltételtsl:

AlimQPA(ﬁah) :p<67h) = hmzﬁ/\(ﬁ7h>7 (73)
Sz AT

lim ma(B,h) =m(B,h) = lim mu (5, h).
AN 72 A 72

(7.2) bizonyitasa a kovetkezd harom lépésbél fog allni:

1. (ez lesz a lényeg!) Belatjuk, hogy elég alacsony hémérsékleten (azaz
elég nagy [ mellett)
ma(8,0) > a >0 (7.4)

A-ban egyenletesen — azaz a pozitiv a konstans csak p-tol fiigg, A-tol
nem.

2. h— p,f, h) konvexitasa miatt (ezt mar belattuk!) (7.4)-bél kovetkezik,
hogy h > 0-ra
PA(B, k) > pa(B,0) + ah.
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3. A fenti egyenlGtlenség természetesen a termodinamikai limeszben is
oroklsdik, tehat (7.3)-at hasznalva

p(B,h) > p(B,0) + ah.

Ebbdl pedig — p konvexitasat megint hasznalva — egyenesen adodik

(7.2).

A mésodik és harmadik lépés trivialis, tehat hatra van még (7.4) bizonyi-
tasa.

g € Q, egy-egyértelmiien azonosithato egy A = A (a)UA_ (o) felosztéssal
a kovetkez6 modon:

A(o)={z€eA:0, =+1}, A(og)={zeA:0,=—-1}.
Természetesen

[A(@)| +[A-(2)| = [A],
A(@)] = [A-(@)] = ) o (7.5)

zEA

E két azonossaghol adodik, hogy
(IA-]g

([A+] = [A_Dg
=1-—2 Vo
A Al

ma(3,0) =

ahol (...); a +-peremfeltétellel és h = 0 kiils6 magneses térrel értelmezett
Gibbs-eloszlas szerinti atlagolast jelenti.

Nevezziik elemi kontirnak a Z? + (3, 1) (Whitney-féle) dualis racsnak egy
egyszeri korét, ami ugyanaz, mint a Z?2 racs éleinek egy olyan véges részhal-
maza amely a racsot két diszjunkt (egy véges és egy végtelen) Osszefliggd
részre osztja. A tovabbiakban jeloljik |vy|-val a v kontur hosszat. Legyen
'y a A = AUOJTA-n beliili kontirok halmaza. (0tA a A tartomany kiilss
hatéra.)

o € Qy (vagy AL) egy-egyértelmiien azonosithato egymast 4t nem metszé
['s-beli konturoknak halmazéval is. Adott v € I'y mellett legyen

konturjai kozott

(o) = 1 ha « jelen van
Xy\2) = kontturjai kozott

g
0 ha ~ nincs jelen o
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A legkézenfekvsbb izoperimetrikus egyenlGtlenség felhasznalasaval adodik,

hogy ,
RNETED 3 G )

2
ia-@iy = 5 (B oo (7.6)
el
ahol ~
(r(o))y = Tz MO O] (r.7)
2 geq, XP{—=FH(a)}
Adott v € I'y mellett legyen
A, ,={c €, :vjelen van ¢ konttrjai kozott }
At ={c €Q, : g kontirjai éldiszjunktak y-tdl }
és
—0, ha ~ koriiljarja x-et

Ry Qp — Qy, (Rya)e = { o, ha < nem jarja korill z-et

Azaz R, a v altal hatérolt tertileten beliili spineket megforditja, a tobbieket
érintetlentil hagyja. Vegyiik észre, hogy R, bijekciot létesit Ay, és A}
kozott és ) )

0 € Ap,1a Hp(o) = Hy(Ryo) +2J |y].

Ezt felhasznalva, (7.7)-bél azt kapjuk, hogy

D DN o)
e e exp{— Bl (o)}
_ Coenn, (=52}

" Yoen; op{—AHA(0)}
— 289N

Ezt behelyettesitve (7.6)-ba azt kapjuk, hogy
2

iy <X (T) e = nm G e @y

YELA
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ahol vy (r) az r hosszu konturok szama A-ban
va(r) =y eTa: =7}
Elemi leszamolasbol konnyen adodik a kovetkezd fels§ becslés v (r)-re:

0 ha r paratlan
va(r) < {|A] 431 ha  r  péros

Végiil ezt a becslést hasznélva (7.8)-bol azt kapjuk, hogy

w éz exp{2(log3 — 28J)k},

ami tetsz6legesen kicsi, ha § elég nagy. Ebbdl és (7.5)-bol kovetkezik, hogy
ma(B,0) tetszdlegesen kozel lehet 1-hez elég nagy 5 mellett — A-ban egyen-
letesen. [

7.2. Griffiths — Kelly — Sherman-féle korrelacios
egyenlGtlenségek

Legyen A véges halmaz és tekintsiink rajta egy dltaldnos (tehat nem feltét-
lentil par-) kolesonhatasos Ising-modellt. Azaz legyen

PA)sA— JseR

Z JAUAa

A Hamilton-fiiggvény

ahol

UA:HUi'

€A
A A, B, J4 paramétereket rogzitve tartjuk és az ezektsl valo fliggést e részen
beliil nem jeloljiik. A kovetkezé tételt fogjuk belatni:

25. Tétel (GKS-egyenlStlenségek). Ha a kolcsonhatds ferromdgneses, azaz
VA€ P(A): Ja >0, akkor a kovetkezd egyenldtlenségek teljesiilnek:

GKSI : (VB CA): (o) >0, (7.9)
GKSII : (VB,C CA): (opoc) — (op) (oc) > 0. (7.10)
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Azt mér régen tudjuk, hogy

( >_l@1nZ
0B —ﬁ 8JB’

1 &*ImZ  10(op) 10{(oc)
lopoc) ={on) 00) =G 1570 = 5 0de " 5 0Jn

Map = (0poc) — (o) (0¢) = kovariancia matrix és ebbdl kovetkezik ter-
mészetesen, hogy pozitiv definit. A (7.10) egyenlStlenség a matrixelemek
egyenkénti pozitiv voltat allitja, ami a pozitiv definitségtsl logikailag telje-
sen fliggetlen.

A tétel tehat azt allitja, hogy ferromégneses kolcsonhatas esetén a o, A C
A valoszintségi valtozok varhatoértékei és korrelacioi egyarant nem-negativak.
(7.10)-bol az is kovetkezik, hogy a (op) varhatoértékek a Jo ferromégneses
kolesonhatasi egytitthatoknak monoton novekvs fliggvényei.

GKS-egyenldtlenségek bizonyitdsa: o € §2, spinkonfiguraciok egy-egyértelmi-
en azonosithatok F € P(A) részhalmazokkal a kovetkezd modon:

o, =1—2xg(i), E={ieA:o;,=—-1}.
Ebben a reprezentacioban a op spinszorzatok a kdvetkezs fliggvények
op:P(A) = {-1,1},  op(E):=(-1)PEl
P(A) kommutativ csoportot képez a
AB=(AUB)\ (ANB)
szimmetrikus differencidval, mint szorzéassal. A csoport semleges eleme az ()
iires halmaz és minden elem 6nmaga inverze B~! = B. Konnyt ellendrizni,

hogy a o fiiggvények eleget tesznek a kovetkezs azonosagoknak: (VB,C, E €
P(A)) :

UB(E) = UE(B)7
O'Bc(E) = O'B(E)Jc(E), 7.11
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(7.9) bizonyitdisa: Ebben a reprezentacioban

Z{op)=Y_ op(E)exp{B > Jaoa(E)} (7.13)
ECA ACA
i O'B(E)Z% Z JAlaAl(E)JAzaAQ(E)---JAnUAn(E)
ECA n=0 " Aj,As,., A CA
N5 > Jaday o Ja, Y 0(B)oa (B)oa,(E) ..o, (E)
n=0 n Aq,Ag,...,ApCA ECA

Az els lépésben (op) definiciojat hasznéaltuk, a masodik lépésben az ex-
ponencidlist sorba fejtettiik, a harmadikban pedig az Osszegzések sorrendjét
cseréltiik fel (konvergencia problémék nincsenek). De (7.11)-et hasznalva

> 08(E)oa,(E)oa,(E)...0a,(E) =Y opaa,.a,(E)

. 2|A‘ ha B:AlAQAn
o 0 ha B?éAlAQAn

Ezt a kifejezés behelyezve (7.13) jobb oldalara azt lathatjuk, hogy ferromég-
neses kolesonhatés esetén Z (op) nem-negativ tagok osszegeként allithato eld,

ami bizonyitja az els6 (7.9)-et.

5. Megjegyzés. A fenti bizonyitdsbol az is ldtszik, hogy ha B = A1A, ... A,

olyan Ay, ..., A,-ekkel amelyekhez tartozo Jyu, kélcsonhatdsi egyiitthatok po-

zittvak, akkor (op) > 0. (Ez a megjegyzés potolja a hidnyzo ldncszemet a
bizonyitdsdaban. )
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(7.10) bizonyitdsa:
Z*({opoc) — (oB) (0c)) (7.14)
=Y exp{8Y Jaoa(B)} > on(F)oc(F)exp{B > Jaoa(F)}-

EcA AeA FeA AeA

— > op(E)exp{BY_ Jaoca(E)} Y oc(F)exp{B Y Jaoa(F)}

EcA AeA FeA AeA

2> (oB0(F) = os(B)oc(F))exp{B Y  Ja(0a(E) +0a(F))}

EcA FeA Ael

EXN (1 0p(EF)) ope(F)exp{B Y Ja(1+ oa(EF)) oa(E)}

EEA FeA AeA
=D (1-05(6) D _osc(F)exp{B Y Ja(l+04(G)) oa(F)}
GeA FeA AeA
Az els6 lépésben (opoc) — (op) (0¢) definiciojat hasznaltuk. A masodik 1é-
pésben az Osszeget egyszeriien atrendeztiik. A harmadik lépésben a (7.11)
és ( ) azonossagokat hasznaltuk ki. Végiil a negyedik lépésben — kihasz-
nalva, hogy P(A) csoport a szimmetrikus differenciaval, mint szorzassal — a
G = EF 0Osszegzési valtozot vezettiik be.
Rogzitett G mellett legyen
jA = Jx (1 + O'A(G))
Vil4gos, hogy )
Ja >0
és a (7.11) jobb oldalan 1évS belss sszeg (7.9) alapjan nem-negativ:
> opo(F)exp{B)  Jaoa(F)} >0
FeA AeA

Mivel 1 — o5(G) szintén nem-negativ, (7.11) jobb oldalan a G szerinti Osszeg
minden tagja nem-negativ. Ezzel (7.10)-et is belattuk.
[

7.3. A GKS egyenl6tlenségek néhany alkalmaza-
sa

1. (7.9) bizonyitasanak végén tett megjegyzésiinknek megfelelGen ezt hasz-
naljuk a bizonyitasanak egy lépésében.
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2. Peierls bizonyitasabol és (7.10)-b6l adodik fazisdtmenet bizonyitdsa az
olyan eltolasinvarians ferromagneses Ising-modellekre Z%n, amelyekre
Ja =0 ha |A] paratlan és J4 > ¢ >0ha A= {z,y}, [vr —y| = 1.

3. A Dyson-féle hierarchikus modellre vonatkozé eredményekbdl és (7.10)-
bél kovetkezik fazisatmenet egydimenzios hosszi tdvi pdrkdolcsonhatdsi
Ising-modellre: J,, ~ (z —y) 2

4. Korrelacios fliggvények létezése a termodinamikai limeszben (monoto-
nicitas atjan) a Kirkwood — Salsburg-féle konvergencia tartoméanyon ki-
viil is.

A fejezethez kapcsolodo irodalom: [28], [13], [24], [10], [11], [12], [14].
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8. fejezet

A klasszikus Heisenberg-modell:
tukrozési pozitivitas és infravoros
korlatok

8.1. Folytonos szimmetriaju modellek

Legyen
§ 7 = {F= (1, 0) €RV 10} 4o o) = 1)

a v dimenzids egységgomb (feliilet) és tekintsiink egy olyan racs spin-modellt,
amelynek egyes spinjei S*~! elemei. Azaz az allapottér:

= ("N = {5 = (3(x)),_, : d(z) € "}

[] d5(x)

TEA

Az Q, éllapottéren a

empha priori mértéket tekintjiik, ahol dd(z) az x € A réacspont feletti S~
gombfeliileten a Haar-mérték. A modell Hamilton-fiiggvénye:

Ha(G) = —5 a(z)-a(y), (8.1)

ahol A C Z<¢ téglatest alakii részhalmaz és periodikus peremfeltételeket te-
kintiink. (Ennek elsésorban kényelmi okai vannak.) Az egyensulyi Gibbs-
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8. A KLASSZIKUS HEISENBERG-MODELL 63

eloszlas Qp-n:

— 1 — —
dpn(@) = 7 exp{=FHA(2)} [ 1 do(). (8.2)
zEA
v = 1 esetben ez pontosan a mér jol ismert Ising-modell: a Hamilton-

fiiggvénynek és a Gibbs-mértéknek globalis Z, belsd szimmetriaja van (spin-
titkrozés), ami d > 2-ben alacsony hémérdékleten a termodinamikai limesz-
ben spontan moédon sériill’ — elsd rendid fazisdtmenetet mutat. Ennek oka
(és bizonyitasi modja) a Peierls-jelenség: a konturok jol definialtak és egy
kontir energidja a hosszaval aranyos.

A v > 2 esetek a fentitdl lényegesen eltérnek. Ekkor a globélis belsé szim-
metria O(v), a v dimenzids tér forgatascsoportja. Ez v > 2 esetekben nem
diszkrét, hanem folytonos csoport. Kérdés: ez tud-e sériilni, mely dimenzi-
okban? Vilagos, hogy a Peierls érv itt nem alkalmazhat6 (pontosabban: meg
sem fogalmazhato értelmesen).

Szohasznalat: v = 1: Ising-modell; v = 2: sik rotator; v = 3: klasszikus
Heisenberg-modell.

8.2. A hosszi tavi rend paraméter

Husszu tava rend paraméternek (long range order parameter) az

r(8) = lim <(W>Q>A = lim ix (@(0)(x))a

A 74

mennyiséget nevezziik. A masodik egyenlGséghen a

(@(2)a(y))a = (G(0)F(y — x))a

eltolasinvarianciat hasznaljuk, ami a periodikus peremfeltétel kovetkezmanye
(A diszkrét torusz). Azt mondjuk, hogy a modellben van (ill. nincs) hosszu
tava rend (LRO), ha r > 0 (ill. ha » = 0). A LRO valoszintiségszamitasi
jelentése vilagos: a globalis belsé szimmetria kovetkeztében (G(z))a = 0,
de LRO megjelenése esetén az M = Y sea O(x) teljes magnesezettségnek
|A| nagysagrend makroszkopikus fluktuacioi vannak. Tehat a nagy szamok
torvénye sériil. Ez a spontan szimmetria torés az els6 rendi fazisdtmenet
megnyilvanulasa, abban az ¢értelemben is, hogy a nyomés nem analitikus

h = O-ban:
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26. Tétel (R. Griffiths tétele). Ha r(8) > 0 akkor R” > h — (5, E) eERA
szerinti elsd parcidlis derivaltjai nem folytonosak h = 0 € R”-ban.

6. Megjegyzés. A nyomds most h € R”-nak forgdsszimmetrikus fligguénye.
E tételt esetleg késobb bizonyitjuk, ha marad rd idonk. Nem nehéz.

8.3. Eredmények

A negativ eredmény

27. Tétel (Mermin—Wagner-tétel (1967)). Ha v > 2, azaz a modellnek
folytonos belsd szimmetridja van, akkor eqy €s két dimenzioban barmely véges
B mellett (azaz barmely pozitiv hémérsékleten) r(B) = 0, nincsen LRO.

7. Megjegyzés. Emlékezziink: az Ising-modell diszkrét belsd szimmetrid-
ja mdr két dimenzioban s sérilt alacsony hdémérsékleten. Itt tehdt lénye-
ges fizikai kiilonbség van. (Fenomenologikus magyardzat a tablin.) Madsfaj-
ta, hosszi tavi renddel nem jard fazisitmenet elképzelhetd (un. Kosterlitz —
Thouless-jelenség — magyardzat a tdbldndl), de ennek a matematikdjdat még
nem értyik. A t késdbb, kvantum-kontextusban fogjuk
bizonyitani.

A pozitiv eredmény

28. Tétel (Frohlich - Simon — Spencer-tétel (1976)). Harom és magasabb di-
menzioban minden v-re létezik B. < oo (T. > 0), gy, hogy 5 > 5. (T < T.)
mellett r() > 0, van LRO.

8. Megjegyzés. A kivetkezd eldaddasokon e tételt fogjuk bizonyitani. A bi-
zonyitdas modszere — az un. , és

(infrared bounds, Gaussian domination, reflection positivity)
— nagyon erds, tanulsdgos, szertedgazo alkalmazdsi lehetdségekkel.

8.4. Fourier-transzformacié a diszkrét toruszon,
jelolések, konvencidk
Legyen

AN={z=(z1,...,2q) s, € (—L;/2,L;/2]NZ, i =1,...,d}
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a d dimenzios diszkrét torusz Lq,...,Lg € N oldalhosszakkal. Késébb fel
fogjuk tenni, hogy az L; oldalhosszak paros szamok. [?(A) a A-n értelmezett
komplex értékd fiiggvények euklideszi tere a természetes

=> fl@)g(x)

TEA
skalaris szorzattal. A duélis térusza
ki .
A= {p: (P1y. - Da) 1 Pi = 27Tf, ki€ (—L;/2,L;/2]NZ, i = 1,...,d}
C [~m, m)
I>(A*) a A*-on értelmezett komplex értéki fiiggvények Euklideszi tere a
= 1A T
peA*

belsd szorzattal. A direkt- és inverz Fourier transzformacio:

PA)3 fr felP(A): fo) =3 e f(a)
a:EA
P(A) 3 frs fel’(N): =T Z e f(p
PEA*

ahol
d
pb-r= Z Di;.
i=1

Konnyt ellenérizni, hogy e két transzformacioé unitér:

frge*(A):
f.g € P(A):

o Th
I

£, (f,9)« = (f,9),
f (f,9) = (f, 9)-

A Fourier transzforméciot (altalaban) azért szeretjiik, mert az eltolasinvari-
ans operatorokat diagonalizalja. Pontosabban, ha

A= (Ax,y)

T,yEN
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egy olyan matrix, amelynek matrixelemei csak az x —y kiilonbségtdl fiiggenek
(periodikus peremfeltételekkel)

Apy = a(r —y)

akkor

— N

[Af](p) = a(p)f(p)

Egy nevezetes operator: a diszkrét Laplace operator

—2d ha |zr—y|=0
Ayy=4¢q 1 ha [z—y|l=1
0 ha [zr—y/>1

A= (Az,y)

z,yEN

—A pozitiv szemidefinit; a Fourier transzformaltja:

D(p) =23 (1 - cosp,).

=1

A Fourier transzformécio alaptulajdonsagait, azonossagait stb. ismertnek
feltételezziik és allanddan hasznalni fogjuk.

8.5. A Frohlich — Simon — Spencer bizonyitas f6bb
stacioi
Bevezetjiik a spin-spin par korrelacio fliggvényt:
cij(x) = ciy(x) = (3:(0)7;(x)) , = (Fi(y)d;(y + x)), - (8.3)

Mivel az alabb kovetkez6 bizonyitasban szereplé azonossagok, becslések stb.
A-tol fuggetlenek (ill. A-ban egyenletesek), a jelolések egyszertisitése végett
a A-to6l valo fiiggést nem fogjuk explicit modon jelolni.

A (8.3)-ban definialt korrelaci6 fiiggvények Fourier transzformaltjai:

¢ij(p) = Z P e ().

zEA
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(A) Infravérds korldt (IRB) a korrelacio fiiggvényekre — ez lesz a bizonyitas
lényege. Be fogjuk latni, hogy minden A-ra és minden A* 5 p # O-ra a

(3557 C”(p));_l

matrix pozitiv szemidefinit. Ez egy borzaszté altalanos korlat: a modell
mikro-részleteitsl szinte teljesen fliggetlen.

(B) Egy egyszeri azonossdg:

1= (3(0) - 5(0)), = Zcm W > )

peEA* i=1
v

=ﬁ2 |Ar ZZC“

=1 p#0 1=1
peEA*

(C) Konklizio: (A)-bol és (B)-bdl kovetkezik, hogy

1 .
< WZZICH( 5 TA| Z (8.4)

pGA*

Vegyiik észre, hogy

65(0) =D (0:(0) - 05(x)),, -

FASIAN

Tehat (8.1) ugyanaz mint

>|H

(0:(0) - 05(x)) 5 = AT

| |z€A

p#0
pEA*

A jobb oldali masodik tag egy Riemann-0sszeg és vildgos, hogy

1 1 1 / 1
im — S — — dp=1, 8.5
SN 2 D)~ @ e D T e 6
peEA*
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Mivel 1/D(p) egyetlen szingularitéasa a p = 0 pontban van és
D(p) = dp* +0(p"),  |p| =0,

a (8.5) jobb oldalan 1év§ integral egy és két dimenzioban divergens, de
hérom- és annal magasabb dimenzidéban véges. Mindezt Gsszegezve, azt
kapjuk, hogy harom és magasabb dimenziéban

v
7“(5) Z 1-— —]d,
s
ami elég nagy [-ra (elég kis hémeérsékleten) pozitiv, st 1-hez (azaz
telitettséghez) tart, amint § — oo (T — 0).
8.6. Az infravoros korlat bizonyitasa

A (8.1) Hamilton-fiiggvény kovetkezd ekvivalens alakjait fogjuk hasznélni
(mikor melyik kényelmesebb):

. 1 " o
Hy@) = —5 3 (1) 3(y)
Ly
1 " o Ao
=5 2 (@) Buyd(y) — d[A] = =50 - Ad(y) — dA]
T,yeN
1 . o 2
=1 Y (3 - 5) —dIAl.
‘;‘;Jyéil

Legyen 0(-) tetsz6leges R”-beli vektorértéki fiiggvény (vektormezs) A-n:
A>z—d(x) = (n(),.. . ,v(x) eR”
és értelmezziik a kovetkezd v-fiiggs allapotosszeget:
20 = | ew(G @+ a@+)
Vegyiik észre, hogy Za(7) csak a 0(x) — #(y) killonbségektdl fiigg. Z,(0) =

Zx pontosan a (8.2)-beli Gibbs-mérték szokéasos allapotdsszege. Az alabbi
azonossagot konnyd ellenérizni:

Z0(1) = exp{5T- AT Z,(0) (exp{ - Ag)) (5.6
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29. Tétel. A kovetkezd dllitasok igazak:
(1) AU Zx(¥) fiigguénynek v = 0-ban globdlis mazimuma van, azaz Vo
Z0(®) < 2,(0). 5.7)

(1°) (Gaussian Domination) Vu:

(exp{@- AGY), < exp{—%ﬁ- Az}, (8.8)

(2) Vi:

D7 DT wils)Asa (0i(@)a(y)) , Ayevs(t) =

1,7=1 s,t,x,ycA

|2y
>
™
Q4
=
>
St

[\
|
|
|y
>
l

(2’) (Infrared Bound) VA* > p # 0:

1 X v
(BD(p) 5i7j — (p))z‘,jl

pozitiv szemidefinit mdtriz.

9. Megjegyzés. A fenti négy dllias logikailag a kévetkezdképp viszonyul
egymdshoz:
(1) & (1) = (2) « (2).

(1) és (1) ekvivalencidja (5.0)-bdl kozvetlendil adddik, (2) és (2') ekvivalen-
cidja pedig Fourier transzformdcio dtjan. (5.5)-at mdsodrendig sorbafejtve
U szerint megkapjuk a kézépsd implikdcidt. Nekink végulis (2')-re lesz sziik-
ségiink, de az erdsebb (1) dllitdst fogjuk beldtni.
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A 29. Tétel bizonyitasa

30. Allitas (Tiikrozési pozitivitas = Reflection positivity). Legyen (€, )
véges mértéktér és

A,B,Cl,...,CZ,Dl,...,DlIQ—}C

korldtos, mérhetd fiigguények. A kovetkezd eqyenldtlenség igaz:

2

MN

/Q du(s)d(t) exp{A(s) + B(E) - %

Ci(s) - Do} < (89
| aduts)dn(t) explats) + A0 - %Z [Culs) - Tt
| auts)nt) o8 + BO -5 3 [Dils) D] } (8:10)

Tiikrézési pozitivitds bizonyitdsa: | = 1-re fogjuk az allitst bizonyitani, alta-
lanos [ € N-re a bizonyitas elvben nem nehezebb, csak a jelolés bonyolodik

2

[ dp(s)dte) exofA(s) + Blr) - %[C(s) — D(t)]*}

2

S _gex 7 S) —
[ du(s)iuttyexp(a) + B0} / e ewp{iElC(s) - D))

2N [" et ([ auts) ewiato) +iecto)))

< / dp(t) exp{B(t) — z’fD(t)}) 2
=g e

e [ dus)espla(s) + i) / dyu(t) exp{A(T) — i€0(0)} x
/ df 5 [ duts)exp{BG) + €D} / dyu(t) exp{B(t) — i€D(t)}
. / / dyu(s)dpu(t) exp{A(s) + A(D)) / re—wxp{zf[(xs) — T}

//du Vdpu(t) exp{B(5) + B(t }/
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2 /Q /Q du(s)du(t) exp{A(s) + A(t) — %[C(S) — C(O)]*}x
/Q /Q dp(s)du(t) exp{B(s) + B(t) — ~[D(s) — D(£)]%}

Az els6 egyenlGségben az

.2 ©dE 2 )
22 _ : , eC 8.11
e /_Oo \/ﬁe exp{iz} z (8.11)

azonossagot hasznaltuk. A maésodik egyenlGségben az integralas sorrend-
jét cseréltiik fel (konvergencia probléma nincsen). A harmadik lépésben
a Schwarz-egyenlGtlenséget hasznéaltuk. A negyedik és 6todik 1épésben 1j-
bol (visszafelé) felcseréltiik az integralasi sorrendeket, illetve a (8.11) Gauss-
integral formulat hasznaltuk ki.

DO |

[

Most ratériink a (8.7) egyenl6tlenség bizonyitasara. Feltessziik, hogy a A
diszkrét torusz minden oldaldnak hossza pdros. Legyen

A= Ajobb U Abal (812)

a A torusz felbontasa két szimmetrikus félre egy olyan hipersik altal, amely
csak éleket metsz félbe és
R:A—= A

a (8.12) felbontast megvalositod hipersik szerinti természetes tiikrozés. A Tiik-
rozesi Pozitivitast alkalmazzuk a kovetkezd szituaciora:

= (Sz/—l)Ajobb . (SV 1)Aba1

s = (0(%))pen,, - = (G(2)) perp, »
I do),  dut)= ][] d&(x)
2E€Ajobb z€Apal
> (@) + i) - dy) - y)*,
lz—y|=1
B J , , , VNG
B(t) =~ Y (G@) +U(z) — F(y) — (),
‘m_m:l%yEAbal
k= (( y) ) IGAjobb, yGAbal, 1=1,...,v,

[Ci(s) = Di(®)]” = B (0:(x) + vilz) — ou(y) — vily))”.
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Ha ¥ adott vektormez6 A-n, akkor legyen @ ill. @, a kdvekezd két vektormezd:

7 (x) = v(z) ha € Ajpp
N U(RJI) ha x € Ay

() = v(z) ha z € Apa
b T U(Rl’) ha x € Ajobb

A fenti azonositasokkal (8.9) Tiikrozési pozitivitas alkalmazaséaval kovetkezik,
hogy

ZA(0)? < Zx(T;) Za(Ty)- (8.13)
Mivel

lim Zx(7) =0
([l =00

a Z(-) maximumbhelyei egy kompakt tartoméanyon beliil vannak. Legyen 0"
olyan maximum-hely, amelyre

7" = H{(z,y) el A-ban = 7™ (x) # 7" (y)}

lehetS minimalis. Ha v* = 0, akkor * = 0, tehat (8.7) igaz. Tegyiik fel hét,
hogy 7* # 0. Valositsuk meg a (8.12) felosztast olyan tiikrozési sikkal, amely
keresztilmetsz eqy olyan (x,y) élet, amely mentén v*(x) # v*(y). Mivel
7" maximum-hely, (3.13) alapjan vj-nek és v} -nek is maximum-helynek kell
lennie, egyébként — (8.13) miatt — ellentmondéshoz jutnank. De vilagos, hogy

7 (x) # T ()}
(x) # (y)}]

koziil legalabb az egyik szigorian kisebb ~*-nal. Ezzel ellentmondashoz ju-
tottunk, tehat v* = 0 és ¥* = 0 valoban globalis maximum-hely.
Ezzel Frohlich, Simon és Spencer tételét is belattuk.

7j* = H(I,y) ¢l A-ban :
v = |{(z,y) él A-ban :

8.7. Néhany megjegyzés és tanulsag

(1) A modszer ereje az altalanossag: a 7Tukrozési Pozitivitdas algebrailag
messzemenden altaldnosithato. Maig is egyetlen modszer folytonos szim-
metriatorés bizonyitasara. Kvantum alkalmazast késébb fogunk latni.

(2) A modszer hatranyai az algebrai merevséghdl adodnak, ezt majd a kvan-
tum esetben fogjuk igazan érzékelni
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(3) Figyelmesen végigkovetve a bizonyitast lathatjuk, hogy a racs geomet-
riai strukturdja fontos (pl. paros oldalhosszat kell feltételezni) tovabba
azt, hogy a kolesonhatas ferromagneses. (A kvantum esetben érdekes
meglepetésben lesz résziink.)

A fejezethez kapcsolodo irodalom: 9], [7], [8], [21], [22], [23].
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9. fejezet

A kvantum Heisenberg-modell

9.1. Kvantum statisztikus fizikai formalizmus

H szeparéabilis komplex Hilbert tér: a H-beli vektorok (pontosabban egy-
dimenzios alterek) a leirt fizikai rendszer allapotai. H onadjungalt linearis
operator H felett: a fizikai rendszer Hamilton-operatora. Feltessziik, hogy
minden pozitiv S-ra

Z(B) == Tr (e ")

véges. Konkrét esetiinkben H véges dimenzios lesz, tehat korlatossagi prob-
lémak nem lépnek fel, a Tr-ek automatikusan végesek. Megfigyelhetd fizikai
mennyiségeket korlatos onadjungalt operatorok reprezentalnak. Termikus
atlagok:
(A) Tr (Ae*BH)

' Z(p)

Korrelacio jellegli mennyiségeket lejjebb fogunk definialni.

9.2. SU(2) reprezentacioi

Az SU(2) csoport véges dimenzios irreducibilis reprezentacioi jol ismertek.
Minden s = %, 1, %, 2,...-hoz van pontosan egy 2s + 1 dimenzios, azaz C>*!
feletti irreducibilis, hd dbrazolds, amelynek S = (S1,52,53) generatorai a
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kovetkezd kommutacios szabalyoknak tesznek eleget:

[Sa,Sﬁ] = Z'Emgﬁs,y, Oé.ﬂ,’)/ S {1, 2,3}, (91)
S? 4524+ 52 =s(s+ 1)1

Tovabba: a (9.1), (9.2) relaciok unitér ekvivalenciaig egyértelmien megha-

tarozzak az S = (57,952,953) generatorokat. Konkétan, s = 1/2 esetén a
S = (54,52, 53) generatorok a Pauli matrixok:

s=3(10) 22300 7) s=3( 5)
Ha o € R?, legyen
Sy =175 =018 + v25 + v355.
A (9.1) kommutécios szabalyokbol adodik, hogy
[Sz, Sz] = iSoxa-
Ez utobbi kommutéacios relacionak pedig egyenes kévetkezménye, hogy
57 Sze = Sq g, (9.3)

ahol Q3 az @ vektornak a ¥ vektor koriili || szoggel valo elforgatottja. Tehat
az €' unitér operator a spin térben valo forgatasként hat.

Néha kényelmesebb az (S, Sz, S3) generatorok helyett az (ST, 57, .53) ge-
neratorokat hasznalni, ahol

SJF = Sl+i52, ST = Sl_iSQ.
Ezek kommutacios szabalyai:
[ST,S7] =28;, [S3, SF] = +£5*.

A tovabbiakban szabadon fogjuk hasznalni mindkét generatorrendszert, asze-
rint, hogy mikor melyik kényelmesebb.
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9.3. A kvantum Heisenberg-modell

Legyen A egy d dimenziés diszkrét torusz, amelynek minden oldalhossza pa-
ros. Azaz A C Z? péaros oldalhosszu téglatest alaki doboz, periodikus pe-
remfeltételekkel. Hilbert teriink

_ 2541
HA - ®CEEAC 3 3

H, dimenzidja (C felett) dim(Hy) = (2s + 1) < co. Ha A egy operator
C%*! felett, akkor jeloljiik A(x)-szel a kivetkezs tenzor-szorzat operatort H,
felett:

AZ)=1® - ®ARI--®1I,

ahol A az x € A racspont feletti C?**! téren hat.
A Heisenberg-modell Hamilton-operatora:

1

Hy=—5 D (Su(@)Si(y) + Sa(x)Sa(y) + uSs(w ) —h_ Ss(x)

z,yEA TEA
lz—y|=1

:_% Z (ST (2)S™ (y) + uSs(x hZSS

z,yEA xEA
lz—y|=1

Tehat: els6 szomszéd spinek (spin térben) anizotrop mégneses kolesonhatéas-
sal hatnak kolcson és a 3-adik (,,z”-irany1) spin irdnyban kiils6 magneses tér
hat. Irodalomban ezt a modellt gyakran ,XXZ-modell”-nek nevezik, érthets
okokbdl. Ha u > 0, a modell ferromdgneses. Ha u < 0, akkor antiferromdg-
neses. Ez a kovetkezd modon lathato: legyen

U=exp |im Z Ss(z)

TEA
T1+---+x4paros

(9.3) értemében az U unitér operator a paros alracson iil§ spineket forgatja
meg 7 szoggel a 3-dik spin irdny koril. Koénnyd belatni, hogy az U unitér
operator a kovetkezé modon transzformalja a Hamilton-operatort:

1

UHNU" = B} Z (S1(z)S1(y) + Sa2(2)S2(y) — uSs(x —h Z Sz(x
z,y€EA zeA
lz—y|=1
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Tehat v < 0 esetén valoban antiferromagneses kolecsonhatésokat kapunk.
u = 0 esetén ‘XY’-modellrdl beszéliink, amely egyenlé médon ferro- vagy
antiferromagneses (ill. egyik sem). u = +1 az izotrop ferromdgnest, u = —1
az izotrop antiferromdgnest adja.

9.4. Bels6 szimmetriak

Klasszikus (i.e. nem kvantum) rendszerek belsé szimmetriait az allapottéren
hatd csoporthatas irja le. Pontosabban, §2 az allapottér és H : @ — R a
Hamilton-fiiggvény. A G csoport a rendszer bels§ szimmetriaja, ha létezik
egy G 2 g — T, € Aut(Q)) csoporthatas az Q allapottéren, amely a H
Hamilton-fiiggvényt invariansan hagyja:

Vge @)  H(Tw)=H(w).
Példak:

(1) Parkolesonhatési Ising-modell h = 0 kiils6 mégneses térben — Zs a belss
szimmetriaja (spinek szimultan megforditésa).

(2) Klasszikus Heisenberg-modell v > 1 komponensii spinekkel:

(a) h = 0 kiils6 mégneses térben O(v) a belss szimmetria (spinek szi-
multédn parhuzamos forgatésa);
(b) h # 0 kiils6 magneses térben O(v — 1) a bels6 szimmetria (a spinek

h-ra merdleges komponensének szimultan parhuzamos forgatasa).

Kvantumrendszerek belsé szimmetriait a G csoport H feletti unitér vagy
antiunitér reprezentacioi irjak le, amelyek a Hamilton-operatort invariansan
hagyjak. Azaz: a G csoport a fizikai rendszer belsé szimmetriaja, ha létezik
egy G 2 g — U, € B(H) unitér vagy antiunitér reprezentacio, amelyre

(Vg € G) U,HU; = H.

Irjuk le a kvantum Heisenberg-modell bels§ szimmetriait!
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Folytonos szimmetriak

e Ha |u| # 1 vagy h # 0, U(1) bels6 szimmetria.

14. Hazi feladat. Ellendrizziik a

[Z Ss(x), HA] =0

TEA

kommutéciés relaciot.

c stz

Mivel )\ Ss(x) az U(1) csoportnak H, feletti (reducibilis) reprezentaciojat
generélja:

(—2m,27] 5 0 — Up := exp (@HZ Sg(I)) . (9.4)

TEA

Allitasunk (9.3)-bol egyenesen adodik.
e Ha |u| =1 és h =0, a folytonos belss szimmetria SU(2)-vé béviil.

15. Hazi feladat. Ebben az esetben ellendrizziik a kovetkezd kommutacios

[Z Sa(m),HA] =0, «=123.

TEA

reléciokat:

Mivel > .\ Sa(®), o = 1,2,3 az SU(2) csoportnak H, feletti (reducibilis)
reprezentaciojanak generatorai, (9.3)-bol valoban adodik SU(2) mint belss

szimmetria.

Diszkrét szimmetria

e Ha |u| # 1 és h = 0, a fent mar megtalalt U(1) szimmetria mellett
talalhatdo még egy Z, szimmetria is. Legyen

R = exp (mZ Sl<l’>> .

zEA
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16. Hazi feladat. Ellendrizni, hogy h = 0 esetben
RHR" = H

és
UsR = RU_y, (9.5)
ahol Uy (9.1)-ben megadott forgatas.

Osszegezve, a kovetkezs szimmetridkat kaptuk:

h#0: U(1)
lul| #1,h=0: U(l) + Zs (9.5)-beli szorzasszaballyal
lul=1,h=0: SU(2).

Benniinket most a folytonos szimmetria esetleges sériilése érdekel. A belsd
szimmetridk kovetkeztében konnyt belatni, hogy

(Salz)) = 0. (9.6)

Ertelmezziik a hosszutavia rend paramétert:

r(B) := lim rp(8) = lim <(M) >, (9.7)

A7 A7 |A|

(9.6)-ban és (9.7)-ben aw = 1,2 az anizotrop (|u| # 1 vagy h # 0) esetben ¢és
alpha = 1,2,3 az izotrop (Ju| = 1, h = 0) esetben.

Ujbol kétféleképpen értelmezhetjiik a belsé szimmetria sériilését:

2

(1) Egyik kérdés a hosszi tdvi rend (LRO) léte: r(8) > 0.

(2) Méasodszor: bevezethetiink egy kis szimmetria sért6 tagot a Hamilton-
operatorba, amit a termodinamikai limesz utan eltiintetiink, és kérdez-
hetjiik, hogy mindezek utan marad-e nyoma a szimmetria sértésnek, van-
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e un. spontdn mdgnesezettség. Legyen

HY = =5 37 (Si@)S1(y) + Sa(w)Saly) + uSa(2)Ss(y))  (9.8)
|a:z_’f|il
—h> S3(z) -2 Si(x)
reA xEA
) DR G LR RRICHELN)
oyt
—h> S3(z) =) Si(),
z€EA zEA

és jeloljiik (- - - )©)-vel az ezzel a Hamilton-operatorral szamolt 4tlagokat.
Legyen

19(8) = lim, 0y (8) = Jim, (51(2)))

A masodik kérdés tehat, hogy van-e spontdin mdgnesezettség (SM):
?
lim. o 7®(8) 0.

E két kérdés nem teljesen — de szinte — ekvivalens. Bizonyitas nélkiil
fogadjuk el a kovetkezd allitést:

31. Tétel (R. Griffiths tétele).

const.r() < (hm 77(5)(5)>2

e—0

ahol const. csak a dimenzidtol és a spin sagysagdtdl (s-tél) fiiggd konstans.

Azaz: ahosszutava rend létezésébdl kovetkezik a spontan magnesezettség.
ill. a spontan magnesezettség hianyabol kdvetkezik a hosszutavia rend hidnya
is. Ez R. Griffiths egy tételének kiterjesztése kvantum esetre. Bizonyitasa
tobb helyen is megtalalhato, pl. Dyson, Lieb és Simon |4] és Roepstorff (27|
cikkeiben (részben) és Koma és Tasaki [16] cikkében.
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9.5. Eredmények

A negativ eredmény

32. Tétel (Mermin-Wagner-tétel kvantum esetre). Egy és két dimenzidban,
barmely s spin, u csatolds és h kiilsd mdgneses tér paraméterértékekre, bdr-
mely véges 3 mellett (azaz barmely pozitiv hdmérsékleten) lim, o1 (3) = 0.
Azaz: mincsen spontdn magnesezettség.

10. Megjegyzés. Ebbdl persze az LRO hianya is kévetkezik.

A pozitiv eredmény

33. Tétel (Dyson-Lieb-Simon-tétel (1978) és kovetkezményei). Hdrom és
magasabb dimenzidban, barmely s > 1/2 spinre, h = 0 és —1 < u < 0
paraméterértékek mellett létezik 5. < oo (T, > 0), dgy, hogy > p. (T < T.)
mellett r(8) > 0, azaz van LRO.

Fontos észrevenni, hogy a tétel csak az antiferromagneses modellre al-
lit szimmetria sériilést, a ferromagneses modell fazisitmenete maig nyitott
kérdés. Az u > —1 megszoritast azert kell tenni, mert v < —1, h = 0
esetén nagyon alacsony hémérsékleten a Z, szimmetria sériil, Ising-tipust
fazisatmenet dominal. A h = 0 megszoritds sem természetes fizikai szem-
pontbol: mi az 1 — 2 spinkomponensek hosszitava rendezettségét vizsgaljuk,
a h tranzverzdalis kiils§ tér, h kis értékei mellett fizikailag feltételezhets az
1 —2 spinkomponensek hosszu tavi rendezettsége. Ezek a hianyossagok a bi-
zonyitasi modszer (RP) algebrai merevségébdl adodnak. A (matematikailag
szigoru) kvantum statisztikus fizika egyik legnagyobb kihivasa egy esetleges
1j bizonyitéasi gondolat megtalaldsa, amely kezelni tudna az egyelére kezelhe-
tetlen eseteket. Tobbeknek (nagy ,guruknak” is) torétt mar bele a bicskaja
ebbe a vallalkozésbal!

Kvantum modellekben altalaban az alapallapoti T' = 0, § = oo viselkedés
sem trivialis (szemben a klasszikusakkal). A ferromégneses modell (u > 0)
alapallapotat konnyd megtalalni tenzor-szorzat alakban. Az antiferromégne-
sét viszont nem. A fenti bél f — oo hataresetben
persze megkapjuk az alapallapoti hosszutéavi rendet, nyitva marad viszont
az egy- és kétdimenzidés modell alapallapotdnak kérdése. A kovetkezd tétel
részleges vélaszt ad:
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34. Tétel (Dyson-Lieb-Simon, Kubo-Kishi). Két dimenzidban, barmely s >
1 spinre, h = 0 és —1 < u < 0 paraméterértékek mellett az alapdllapotban
r(co) > 0, azaz van LRO.

11. Megjegyzés. Nyitott kérdés az s = 1/2 spint modell alapdllapoti ren-
dezettsége.

A kovetkezdkben a 32. tételt és a 33. tételt fogjuk bizonyitani.

9.6. Kvantum korrelaciés egyenl6tlenségek 1.:
Bogoljubov — Roepstorff

‘H véges dimenziés komplex Hilbert tér, H = H* € B(H) Hamilton-operéator,
A,B,C,--- € B(H) operatorok. A véges dimenziot csak azért tessziik fel,
hogy bizonyos megfogalmazasok egyszeriisodjenek. Minden allitasunk igaz
marad a kdvetkezé altalanosabb feltételek mellett is: H szeparabilis, H = H*
és exp(—0BH), B> 0 trace class, A, B,C,--- € B(H) korlatosak.

E részen belil a §-t6l valo fiiggést nem jeloljiik. Az allapotosszeg:

Z ="Tr (e*BH) .
Az A operator atlaga:
1 _
(A) = ETr (Ae=?1).

Két operator, A és B, Duhamel féle korreldcidjat a kovetkezSképpen értel-
mezzik:

1 /1
(A, B) = 2/ Tr (B_B(I_S)HA*e_BSHB) ds.
0

Vegyiik észre, hogy (-, -) skaldr szorzat B(H)-n. Két megfigyelheté mennyi-
ség, A és B, fizikailag megfigyelhets korrelacidja persze

(AB) = %Tr (ABe My

de latni fogjuk, hogy a szamolasok soran, a klasszikus (i.e. kommutativ)
statisztikus fizika korrelacidival analdég objektum a Duhamel korrelécié — ez
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a kvantummechanika nem-kommutativitasdnak kovetkezménye és bizonyos
bonyodalmakat fog okozni. Mindez a kévetkezs két azonossaghol kovetkezik:

10
_ 4 —BH+AA
(A) = Za)\Tr (e ) - (9.9)
1 o —BHANA*+uB
(A, B) = E@z\@pTr (e ) o (9.10)
:lLL:

(9.9) és (9.10) az alabbi Lie— Trotter-formula kévetkezménye:

17. Hazi feladat. Ha T és S két tetszGleges N x N-es (véges dimenzios)
matrix, akkor
TS — lim (eT/k eS/k)k‘
k—o0

35. Tétel (Bogoljubov- és Roepstorff-egyenlstlenségek). (i) Bogoljubov-
egyenlitlenség:

{[c, ANI°

2, oAty < 704 AN 4y
(ii) Roepstorff-eqyenlétienség:
(e, AP . H
c2ab BIC, H),CT) S(A’A)§§<{A’A}>tanh_( 3 1>)
(a4}

9.12)

12. Megjegyzés. A (U.1°) Roepstorff-eqyenlétienség kicsivel erdsebb az im-
mar klasszikus (9.11) Bogoljubov-egyenldtlenségnél. A

bizonyitdasdban a Bogoljubov-egyemldtlenséget fogjuk haszndlni, de mds
korilmeények kozott nagyon hasznos tud lenni a

Bogoljubov- és Roepstorff-eqyenldtienségek bizonyitdsa. Mivel barmely y € R-

re
Y

0<—71
tanh™ vy

<1,
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(9.12) jobb oldala nyilvanval6an minoralja (9.11) jobboldat. Ezért csak
a (9.12) egyenl6tlenségeket kell bizonyiatnunk.

A tovabbiakban a kovetkezd két azonossagbol indulunk ki (mindkettd
az exponencialis fliggvény differencialasabol és a Tr tulajdonsagaibol adodik
egyszerten):

d
d—Tr (e_ﬁ(l_s)HA*e_ﬁsHB) = [Tr (6_5(1_5)H[H, A*]e‘ﬁSHB)

s
= BTr (e U= Are=PeH B, HY) (9.13)
d2
Tl (e PU=H A= PsH B) = 32Ty (e PU=9H [, A*]e P [B, H]) (9.14)
s

Ertelmezziik a k : [0,1] — R,

1
k(s) = ETI (e_ﬂ(l_s)HA*e_ﬂSHA)

fiiggvényt. (9.13)-bol és (9.14)-b6l Schwarz egyenlétlenség segitségével azt
kapjuk, hogy
E'(s)k(s) — K'(s)* >0,

amibdl az kovetkezik, hogy s +— Ink(s) konvez, és

(A,A):/Olk(s)dsg/olk:(o)l‘sk:(l)sds

k(1)
= (k(1) — k(0)) o)
1 oy
_ L g ,
2<{ ) }>tanh_1 ( <[A*,A]> )
({47, A})

Innen a jobb oldali egyenlStlenség (9.12)-ben.
A (9.12)-beli bal oldali egyenlétlenséget a kovetkezképpen kapjuk: mivel
(+,-) skalarszorzat B(H)-n

(A A) = sup (A.B)]" w0 (A, [C, H)|

P 0 e Y (o7 (o 71
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( )-bol kovetkezik, hogy

(€. H).4) = =3 {[C", 4],
(6, .16, H)) = 5([(€, H,¢"]) = 5 [IC. 7). €]
Ezeket behelyettesitve (9.15)-be megkapjuk (9.12)-ben a bal oldali egyenlt-

lenséget kapjuk.
O

13. Megjegyzés. Ha csak a (gyengébb) et akarjuk
beldtni, elegendd a s — k(s) fiigguény konvexségét haszndlni. (Azaz: (9.11)-
hez nem kell s — k(s) log-konvezitdsa.)

9.7. Mermin— Wagner-tétel bizonyitasa

A et alkalmazzuk a (9.8)-ban megadott (szimmet-
riasérts taggal kiegészitett) Hamilton-operatorral és az A, A* és C, C* ope-
ratorok kovetkezd véalasztasaval:

A=S8Hp):=) e?SH(x) A =(ST(p) = 57(=p) Y e TS (v)

z€A TEA
= Sy(p) = Zeip'xss(x)a C* = (53(p))" = Ss(—p) Z e " Sy(x)
TzEA zEA
A ben megjelend kommutatorokat elég faradsagos,

de nem nehéz kiszamolni.
18. Hazi feladat. Végezziik el a fenti szamolast.

Hosszadalmas szamolasok utédn a kovetkezd eredményeket kapjuk:

—{A A} = 8 (p )= > Ss(x)

TEA
— ZS+(I)
zEA
= Z Z (1 —cos(p-8))ST(x)S™ (z +6)
z€A |g|€:Al
FE3 (57 @) + 57 ()
zEA
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Legyen
O (x) = (ST(0)S™ ()", m® = (Ss(a))",
0 = (5 (2))® = (5~ ()",
1

o5 1 tina—mE _ L ey
= > (SH(@)s W) = e =0

z,yEN
A Bogoljubov-egvenldtlenségbe ezeket behelyezve és kihasznélva a
(ST (2)S™ (x4 0))® < s(s+1)

egyenlStlenséget (ami lényegében megint egy Schwarzbol adodik), azt kapjuk
hogy

. 1 (n©)?
(e) (e)
c -m > — .
®) ~ BD(p)s(s+1) +en®
Az egyenlétlenség mindkét oldalara alkalmazva a |[A|™" > e As\joy © - Osszeg-

zést a termodinamikai limeszben azt kapjuk, hogy

: + - (€) (e) (e)
Jim ((57©)57(O)F ~ i~ mf?)

(n9)" 1 1
L /(—mﬂd s(s +1)D(p) +en®

Vilagos, hogy a bal oldal korlatos: kisebb mint s(s+ 1), e-ban egyenletesen.
Viszont, ha lim._,q 77(5) # 0, akkor egy- és két dimenziéban jobb oldal felrob-
ban az ¢ — 0 limeszben, ami nyilvanval6 ellentmondas. Kovetkezik, hogy
egy és két dimenzioban, minden véges [-ra

limn® =0

e—0

A fejezethez tartozé irodalom: [21], [23], [27], [4], [15], [17], [16]
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