9. feladatsor, 8. feladat:
2 -1 -1
A T transzformacio matrixa A = 1 0 —1 |]. Keressuk meg a
-1 1 2
matrix sajatbazisat, es abban a bazisban felirva T matrixa diagonalis lesz.
Eloszor is hatarozzuk meg az A matrix sajatertekeit!
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-1 1 2-A

2-NENC=-N+(EDEDED) + (=) -1 1=
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Mivel korultekintoen irtuk fel a karakterisztikus polinomot, igy a harmadfoku
egyenlet megoldokeplete nelkul megusztuk a szamolast! Az a trukk, hogy a
Sarrus-szabaly egy 6 tagu osszeget ad, amibol az egyik, nevezetesen a foatlo-
hoz tartozo tag (nalunk (2—\)(—\)(2—\)) harmadfoku, a tobbi pedig legfel-
jebb elsofoku polinomja A-nak. Azt kell csinalni, hogy a harmadfoku tagot
szorzat alakban hagyjuk, viszont a legfeljebb elsofoku tagokat osszevonjuk,
es ha mazlink van, akkor az egesz szorzatta alakithato.

Tehat ket kulonbozo sajatertek van, Ay = 2 es Ay = 1. Ezen ponton
meg nem tudtuk eldonteni, hogy az A matrix diagonalizalhato-e. (Ha harom
kulonbozo sajatertek lett volna, akkor automatikusan kovetkezett volna az
eloadason tanultakbol, hogy van 3 linearisan fuggetlen sajatvektor, azaz sa-

jatbazis).
A A\ = 2 sajatertekhez tartozo sajatvektor-egyenlet:
0 -1 -1 T 0
1 -2 -1 v | =10
-1 1 0 2 0

Ez egy homogen linearis egyenletrendszer, oldjuk meg. A harom egyenlet:
—yy1— 2 =0, 21 — 2y, — 21 =0, —x1 + y; = 0. Tehat a harmadik egyenletet
atrendezve x, = y1, es ezt visszahelyettesitve az elso kettobe: —xy — 21 = 0,

—x1 — 2 = 0. Ez a ket egyenlet ugyanaz, igy ha mondjuk z; a szabad
valtozo, akkor a homogen linearis egyenletrendszerunk megoldasai a szabad
I I
valtozoval kifejezve | 1 | = 1 alakuak. Legyen mondjuk z; = 1
21 —X1
1
azaz a A\ = 2 sajatertekhez tartozo sajatvektor v, = 1
-1



A )\ = 1 sajatertekhez tartozo sajatvektor-egyenlet:

1 -1 -1 Ty 0
1 -1 —1 v | =1 0
—1 1 1 z9 0

Ez a harom egyenlet legyegeben ugyanaz,tehat igazabol egyetlen egyenletunk
van: Ty = ys + 2. Tehat ket szabad valtozo van (ebben az esetben barmelyik
kettot valaszthatnank szabad valtozonak, legyen mondjuk): y, es zo. Tehat a
sajatvektor-egyenlet altalanos megoldasa ilyen alaku:

To Yo + 2o Y2 ) 1 1
Y2 = Y2 = Y2 + 0 = Yo - 1 + 29 - 0
Z9 29 0 29 0 1

Tehat lehet ehhez a sajatertekhez ket linearisan fuggetlen sajatvektort

1 1
talalni: v, = | 1 | esvy = | 0 |. Tehat a feladat megoldasa: v,, v,, v4
0 1

lesz az a bazis R3-ben, amelyben T' matrixa diagonalis.

Innentol mar csak szorgalombol ellenorizzuk le a D = P~'AP azonos-
sagot, ahol P = (v,,v,,v5) a harom bazisvektorbol, mint oszlopvektorokbol
osszerakott matrix, valamint D az a diagonalis matrix, aminek a foatlojaban
a sajatertekek allnak.

Elmelet:

PD = ()\1Q17)\3Q27)\323) =A- (91792723) = AP

Es az igy kapott PD = AP azonossagot balrol P~!-el megszorozva kapjuk
meg, hogy D = P~1AP.

Gyakorlat:
1 11
Valoban: P = 1 1
-1 0 1
1 11 2 00 2 11
PD = 1 1 010 |= 2 10
-1 0 1 0 01 -2 0 1
2 -1 -1 1 11 2 11
AP = 1 0 -1 1 10 |= 2 10
-1 1 2 -1 0 1 -2 0 1



Szamitsuk ki a P matrix inverzet Gauss-eliminacioval:

1 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0
1 101010 00 —1 —1 1 0]~
-1 0 1] 0 0 1 01 01
1 1 1 1 0 0 1 00 1 -1 -1
01 1 01 1 01 1 0 1 1 ~
012|101 0011 -1 0
1 00 1 -1 -1
01 0| -1 2 1
0 01 1 -1 0
1 -1 -1
Tehat P~1=| -1 2 1
1 -1 0
Valoban:
1 -1 -1 1 1 1 1 0 0
plPp=| -1 2 1 1 10]=1010]|=1I
1 -1 0 -1 0 1 0 0 1

A D = P7'AP azonossagot tulajdonkeppen mar le is ellenoriztuk.



