
1 Vektorterek

Ha V egy vektorter, akkor azt mondjuk, hogy a v1, v2, . . . , vn vektorrendszer generatorrendszere

V -nek, ha tetszoleges v ∈ V vektorhoz vannak olyan λ1, λ2, . . . , λn ∈ R valos szamok, hogy a
v1, v2, . . . , vn vektoroknak az λ1, λ2, . . . , λn ∈ R egyutthatokkal kepzett linearis kombinacioja eloal-
litja a v vektort, azaz

λ1v1 + · · · + λnvn = v

Ha ugyanez a vektorrendszer meg linearisan fuggetlen is, akkor azt mondjuk, hogy a V vektorternek
v1, v2, . . . , vn egy bazisa.

Allitas: Egy v1, v2, . . . , vn vektorrendszer pontosan akkor bazisa a V vektorternek, ha tetszoleges
v ∈ V vektorhoz pontosan egy olyan (λ1, λ2, . . . , λn) ∈ R

n szam-n-es talalhato, amire λ1v1 + · · · +
λnvn = v, azaz egyertelmuek az egyutthatok a v vektort eloallito linearis kombinacioban.

A 6. gyakorlat feladatsoranak 2. feladata az volt, hogy irjuk fel az 1. feladatbeli vektorterek
egy-egy bazisat. A megoldasok:

(b) A vektorter egy altalanos eleme (a, 0, b) alaku, igy a v1 = (1, 0, 0), v2 = (0, 0, 1) vektorrendszer
bazisa lesz a vektorternek, hiszen az

(a, 0, b) = a · (1, 0, 0) + b · (0, 0, 1)

eloallitas egyertelmuen hatarozza meg az egyutthatoit.

(c) A vektorter altalanos eleme olyan, hogy az elso kett kordinata meg akarmilyen, de a harmadik
az az elso ketto osszegenek az ellentettje, azaz (a, b,−(a + b)) alaku. A bazis legyen v1 = (1, 0,−1)
es v2 = (0, 1,−1), hiszen az

(a, b,−(a + b)) = a · (1, 0,−1) + b · (0, 1,−1)

eloallitas egyertelmuen hatarozza meg az egyutthatoit.

(f) A vektorter altalanos eleme

(

a b

b c

)

alaku. Legyenek a bazis elemei

v1 =

(

1 0
0 0

)

v2 =

(

0 1
1 0

)

v3 =

(

0 0
0 1

)

.

Es igy a v1, v2, v3 vektorrendszer tenyleg bazisa a ketszer kettes szimmetrikus matrixok vektorterenek,
hiszen a

(

a b

b c

)

= a

(

1 0
0 0

)

+ b

(

0 1
1 0

)

+ c

(

0 0
0 1

)

eloallitas egyertelmuen hatarozza meg az egyutthatoit.

(i) Bazis: v1 = x3, v2 = x2, v3 = x, v4 = 1.

(k) Bazis: v1 = (x − 1), v2 = (x − 1)2, v3 = (x − 1)3. Ez azert van igy, mert tetszoleges legfeljebb
harmadfoku f(x) polinom egyertelmuen felirhato

f(x) = a3 · (x − 1)3 + a2 · (x − 1)2 + a1 · (x − 1) + a0

alakban (an := f (n)(1)
n! , Taylor-polinom), es mivel f(1) = a0 = 0 ebben a feladatban, igy pontosan

v1 = (x − 1), v2 = (x − 1)2, v3 = (x − 1)3 segitsegevel allitottuk elo f(x)-et, raadasul egyertelmuen.

1



(l) A bazis legyen v1 = x2, v2 = 1, ugyanis egy altalanos legfeljebb harmadfoku polinom egy-
ertelmuen meghatarozott a3, a2, a1, a0 egyutthatokkal irhato f(x) = a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0 alakban.

Viszont mivel f paros, igy f(−x) = f(x), azaz

f(−x) = a3(−x)3 + a2(−x)2 + a1(−x) + a0 = −a3x
3 + a2x

2
− a1x + a0 = f(x)

Mivel az egyutthatok egyertelmuek, igy a3 = −a3 es a1 = −a1, azaz a3 = a1 = 0. Tehat egy legfeljebb
harmadfoku, paros polinom f(x) = a2x

2 + a0 alaku.

5. feldat megoldasa: Igazabol most mindegy, hogy ketszer kettes matrixokrol van szo, akar ki
is egyenesithetjuk oket R

4-beli vektorokka. Tehat azt kell belatni, hogy v1 = (3, 3, 6,−6), v2 =
(0,−1,−1, 0), v3 = (0,−12,−8,−4), v4 = (1,−1, 0, 2) bazis R

4-ben. Ehhez eleg annyit belatni,
hogy ebbol a negy vektorbol, mint oszlopokbol osszerakott 4 × 4-es matrix determinansa nem nulla.
Kifejtesi tetellel kijon, hogy a determinans erteke −48.

8. feladat. Ez a feladat csak egy atfogalmazasa annak, hogy oldjuk meg az egyenletrendszert. A
b vektor pontosan akkor van benne az A martix oszlopai altal kifeszitett (generalt) vektorterben, ha
az Ax = b egyenletrendszer megoldhato.

(a) Ha v1 =

(

1
4

)

es v2 =

(

3
−6

)

es b =

(

−2
10

)

, akkor b benne van a v1 es v2 vektorok altal

kifeszitett vektorterben, ugyanis v1 − v2 = b. Ezt pontosan ugy kaptam meg, hogy az

1 · x + 3 · y = −2

4 · x − 6 · y = 10

egyenletrendszert megoldottam, es az jott ki, hogy x = 1, y = −1. Az, hogy x =

(

x

y

)

megoldja az

Ax = b egyenletrendszert, pontosan ugyanazt jelenti, mintha azt mondjuk, hogy x · v1 + y · v2 = b.

(b) Ha v1 =

(

1
2

)

es v2 =

(

−4
−8

)

es b =

(

0
1

)

, akkor b nincs benne a v1 es v2 vektorok altal

kifeszitett vektorterben, ugyanis abban csak a v =

(

a

2a

)

alaku vektorok vannak benne. Az linearis

egyenletrendszert Gauss-eliminacioval megoldva is latszik, hogy nincs megoldasa.

A hazi feladat pontos megfogalmazasa: Ha A ∈ R
n×m, azaz A egy n soru, m oszlopu matrix,

b ∈ R
n (azaz egy n hosszu oszlopvektor), akkor azt mondjuk, hogy x ∈ R

m megoldja az A egyutthato-
matrixu, b megoldasvektoru egyenletrendszert, ha Ax = b. Az egyenletrendszer megoldashalmaza
azokbol az x vektorokbol all, amik megoldjak az egyenletrendszert.

H.F.: Mutassuk meg, hogy ha b = 0, akkor ennek a homogen linearis egyenletrendszernek a
megoldashalmaza egy vektorter. Mi a helyzet, ha b nem minden koordinataja nulla (azaz, ha az
egyenletrendszer inhomogen)?
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