
1 Bazisok

A 7. feldatasor 2. feladata helyett oldjuk meg ezt: legyenek

v1 = (1, 2, 0, 3), v2 = (2,−5,−3, 6), v3 = (0, 1, 3, 0), v4 = (2,−1, 4, 6), v5 = (5,−8, 1, 2)

Tehat csak a v4 utolso koordinatajat valtoztattuk −7-rol 6-ra.
A feldadat ugyanaz, mint ami a 7. feladatsor 2. feladata lenne. Keressuk meg az x1v1 + x2v2 +

x3v3 + x4v4 + x5v5 = 0 homogen linearis egyenletrendszer megoldasait!
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Mivel az 1.,2.,3.,5. oszlopokban van vezeto 1-es, igy az oszlopter negy dimenzios es v1, v2, v3, v5 egy
bazisa. Mivel az oszlopok R

4-bol valoak es negy darab linearisan fuggetlen R
4-beli vektor mar magat

R
4-et fesziti ki, tehat az oszlopter az maga R

4 es v1, v2, v3, v5 az egy bazis R
4-ben.

A v4 vektor ugy fejezheto ki a tobbi oszlop linearis kombinaciojakent, hogy tudjuk, hogy a fenti
homogen linearis egyenletrendszerben x4 a szabad valtozo (mert a 4. oszlopban nem volt vezeto 1-es),
valasszuk x4 = −1-nek. Ekkor kijon, hogy x5 = 0, x4 = −1, x3 = 17/8, x2 = 19/24, x1 = 5/12. Azaz
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3.feladat/(a)
Szemmel lathatolag a masodik sor az −3-szorosa az elso sornak. Tehat az elso ket sor linearisan

osszefugg, viszont a harmadik sor nem szamszorosa az elsonek, tahat ok linearisan fuggetlenek. Tehat
a sorter ket dimenzios, es az elso es harmadik sor az egy bazis a sorterben. Tehat a matrix rangja 3, igy
az oszlopter is ket dimenzios, viszont az elso ket oszlop linearisan fuggetlen (hiszen nem szamszorosaik
egymasnak), igy ok egy ketdimenzios teret feszitenek, ami maga az oszlopter kell, hogy legyen, mert
az is ketdimezios. Tehat az elso ket oszlop az bazisa az oszlopternek.

4. feladat:
Altalaban: ha rang(A) = rang[A|b], akkor van megoldasa az egyenletrendszenek, ha rang(A)+1 =

rang([A|b]), akkor nincs megoldasa az egyenletrendszernek. Csak ez a ket eset lehetseges.
Tovabba, ha van megoldas, es A az egy n×m-es matrix, azaz osszesen m valtozo van es n egyenlet,

akkor az egyenletrendszer megoldasaban a szabad valtozok szama megegyezik m − rang(A)-val. Igy
a 3. feladat megoldasai

(a) van megoldas, es nincs szabad valtozo

(b) nincs megoldas

(c) van megoldas es ket szabad valtozo van

(d) van megoldas es het szabad valtozo van

(e) nincs megoldas
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(f) Ez pontosan azt jelenti, hogy a A minden eleme nulla es b minden eleme nulla. Ekkor persze
nincs is semmifele egyenlet, es minden valtozo szabad valtozo. De amugy a kepletbol is kijon,
hogy van megoldas es negy szabad valtozo van.

(g) van megoldas es egyertelmu (azaz nincs szabad valtozo).

8. feladat:
Az (a) reszfeladat specialis esete a (b) reszfeladatnak (k = 1, l = 1).
(b) Mivel f(x)g(x) periodikus 2π szerint, igy 〈f, g〉 =

∫

π

−π
cos(kx) sin(lx) dx = 0, mivel cos(kx)

paros fuggveny, sin(lx) paratlan fuggveny, igy az integrandus paratlan fuggveny es az intervallum,
amin integralunk, szimmetrikus 0-ra.

10. feladat:
(a) ||u + v|| = ||(2, 2, 8,−1)|| =
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11. feldadat (b): ||u − v|| = ||(−1,−5,−1)|| =
√

1 + 25 + 1 =
√

27
12. feladat:

1

4
||u + v||2 − 1

4
||u − v||2 =

1

4
〈u + v, u + v〉 − 1

4
〈u − v, u − v〉 =

1

4
(〈u, u〉 + 〈u, v〉 + 〈v, u〉 + 〈v, v〉) − 1

4
(〈u, u〉 − 〈u, v〉 − 〈v, u〉 + 〈v, v〉) =

1

4
(〈u, u〉 + 2〈u, v〉 + 〈v, v〉) − 1

4
(〈u, u〉 − 2〈u, v〉 + 〈v, v〉) = 〈u, v〉

13. feladat
(b) 1 · (−1) + 1 · (−1) + 1 · (−1) = −3, tehat nem merolegesek.
(c) a0 + b0 + c0 = 0, azaz a 0 vektorra minden meroleges.
(d) 〈u, v〉 = (−2) · 2 + 3 · 1 + (−5) · (−2) + 1 · (−9) = −4 + 3 + 10 − 9 = 0, tehat a ket vektor

meroleges.
(f) 〈(a, b), (−b, a)〉 = a · (−b) + (−b) · a = 0, tehat merolegesek egymasra.
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