Sztochasztikus folyamatok
1. feladatsor
A Markov-tulajdonsag

1.1 Kovécsék naponta olvassak az 1jsagot, majd a szoba sarkdban 1évo
ujsdgkupac tetejére teszik a kiolvasott példdnyt. Esténként 1/3 valészi-
niiséggel, valamelyik csaladtag fogja a teljes ujsdgkupacot és kidobja a
szemétbe. Valahanyszor 6t 1jsag gytlik fel a kupacban, Kovécs ur fogja
magét és kidobja a kupacot (1 valészintiséggel). Tekintsiik esténként

(tehat az esetleges selejtezés utédn) a kupacban 1évé djsdgok szamat.

(a) Esszerfi-e Markov lanccal modellezni a folyamatot? Ha igen, azonos-
itsuk a Markov lanc allapotterét és irjuk fel az atmenetvaldszinii-

ségek matrixat.

(b) Vasdrnap este iires volt az jsdgkupac. Mekkora valdsziniiséggel
lesz csiitortok este pontosan egy jsag a kupacban? Szamitsa ki

esetszétvalasztassal és matrix hatvanyozassal is.

1.2 Irjuk le egy olyan eldgazé folyamat dtmenet métrixat, amelyben az
egyes egyedek leszarmazottainak szdma geometriai eloszldsu. (E Markov
lanc allapottere nem véges, hanem megszamlalhaté végtelen — no de

sebajl)

1.3 (Bernoulli-Laplace urnamodell keverésre)
Két urndban vannak golyéink: N darab mindkettében. A golydk koziil
N kék és N piros. A golydkat a kovetkezd képpen keverjiik: idéegy-
ségenként kivilasztunk véletlenszertien egy-egy golyét mindkét urnabdl
és a kett6t kicseréljiik. (Az egyes urndkban 1évé golydk szdma nem
valtozik, de a szinek eloszldsa igen.) frjuk le a folyamat S allapotterét

és P atmenet matrixat.



1.4 Markov-linc kontrakcio

(a)

Az X diszkrét ideji Markov lanc dllapotainak halmaza S = {1, 2, 3},
atmenet matrixa pedig
37 3)7 1)7

P= 1/11 2/11 8/11
1/11 3/11 6/11

A kezdetit = 0 iddpillanatban a lanc allapotainak eloszldsa tetszoleges

o Legyen
Y, — 1 ha Xt =1
712 ha X, #£1.
Mutassuk meg, hogy az Y; folyamat szintén Markov lancot alkot

és szamitsuk ki az atmenet matrixat.

Legyen X1, Xo,... homogén Markov-lanc az S véges allapottéren,
P 4tmenetmétrixszal. Legyen ¢ : S — S, nem feltétleniil in-
jektiv leképezés. Fogalmazzon meg egyszeru feltételt P-re, hogy
Y1,Ys,... is Markov-lanc legyen, ahol Y; := ¢(X;). Adja meg az

1j Markov-lanc atmenetmatrixat.

Legyen S az a (?)—elemﬁ halmaz, aminek az elemei a Bernulli-
Laplace urna lehetséges konfiguracidi. Tekinsiik ezen az allapottéren
a B-L modell keverési modell dinamikajat. Legyen ¢ az a fiiggvény,
ami megmondja az elsé n urnaban levé piros golydk szamat. Mu-

tassuk meg, hogy teljesiilnek a Markov-lanc kontrakcio feltételei.

1.5 Legyen X1, Xo, ..., X, olyan valésziniiségi valtozd-sorozat, amire X; €

S, ahol S megszamlalhat6. Lassa be, hogy a kovetkezé hdrom feltétel

ekvivalens:

(a)

(b)

X1, X9, ..., X, Markov-lanc: Minden k-ra
P(Xk+1 = Sk+1’X1 = S1,... ,Xk = Sk) = P(Xk+1 = Sk+1’Xk = Sk>

Vannak olyan P!, ..., P"! sztochasztikus matrixok (a fels6 index
itt nem hatvanyt jelol!), amikre

k—1

P(Xl = 81y '7Xk = Sk) = P(Xl = Sl) H Pgi,si+1
i=1



(¢) A jelen ismeretében mult és jovo fliggetlenek, azaz minden k-ra és
minden M C k=1 J C S"F és s, € S esetén

P((Xl,...,Xk_l) € M és (Xk+1,.. . ,Xn) S J‘Xk = Sk) =
P((X1,..., Xk 1) € M|Xy = s)P((Xppg1s- .-, Xn) € J| X = s)

1.6 Legyen X;, t € N, Markov lanc, melynek allapottere S véges halmaz.
Legyenek A1, Ao, ..., A, C S édllapotok részhalmazai és 0 < t1 < to <
-+ < t, rogzitett idopontok. Kovetkezik-e a Markov tulajdonsigbdl,

hogy
P(th € An‘th € Al, R ,th71 € An—l) = P(th S An‘th71 S An—l)?

1.7 Legyen Xy, X1, ..., X, homogén, véges dllapotterti Markov-lanc pg kez-
deti eloszldssal es P atmenetmatrixszal. Mutassuk meg, hogy a Y; =
X,—; megforditott folyamat is egy (nem feltétleniil homogén) Markov-
lanc! Adjuk meg a kezdeti eloszldsét és az dtmenetmatrixokat (matrix-
miiveletek segitségével). Mutassuk meg, hogy az d&tmenetmatrixok vals-

ban sztochasztikusak, azaz a sorosszegeik 1-et adnak.

1.8 Legyen &1,&o,... fliggetlen és azonos eloszlasi valdszinliségi valtozok
sorozata, melyeknek kozos eloszlasa P(&; = 1) = p =1 —-P(& = 0).
Legyen X,, := &, + &nt1 + Envo- Markov lanc-e az X,,, n € N, valészi-

niségi valtozd sorozat?

1.9 A&, t=1,2,... valdsziniiségi valtozok legyenek fliggetlenek és azonos
P& =1)=p=1-P(& = —1) eloszlastiak. Vizsgdljuk meg, hogy
Markov lancot alkotnak-e a kovetkezo valdszinliségi valtozd sorozatok:
(a) X := &&iqrs
(b) Y :=&1&a .. &

(¢c) Zy := ®(&,&+41), ahol &(—1,—-1) =1, &(—-1,1) =2, &(1,-1) = 3,
®(1,1) =4.
A Markov lancokra szamitsuk ki az egy lépéses atmenetvaldsziniiség-

matrixokat.

1.10 Osztélyozzuk az aldbbi Markov ldncok allapotait

(a)

0 1/2 1/2
s=1{1,2,3}, P=|[1/2 0 1/2
1/2 1/2 0



0 0 01
0 0 01
0 0 1 0

12 0 1/2 0 0
1/4 1/2 1/4 0 0
$=1{1,2,3,45}, P=|1/2 0 1/2 0 0
0 0 0 1/2 1/2
0 0 0 1/2 1/2

(d)
0 1/2 1/2 0 0 0
0 0 0 1/3 1/3 1/3
) o o o 1/3 1/3 1/3
S={L23456L  P=1 4 o o o o o
10 0 0 0 0
10 0 0 0 0

1.11 Bizonyitandd, hogy azonos irreducibilis komponenshez tartozé allapo-

toknak azonos a peridédusa.

1.12 (a) Legyenek X1, Xo,... fiiggetlen, azonos eloszlast pozitiv egész értéki
valészintiségi valtozdk F'(z) generatorfiiggvénnyel, és legyen S, =
X1+ Xo+ ...+ X,,. Legyen

Vi — 1, ha dn, hogy S, =k,
b 0 egyébként

Legyen u, = P(Y; = 1). U(z) = > 50 upz® =2
(b) 332 ()" =



