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Sztochasztikus folyamatok
11. feladatsor
Brown-mozgas II., Gauss-folyamatok

Konstrualjon olyan végtelen bindris fit, aminek a 0-dik szintjén van egy N(m = 0,02 = 1)
eloszlast 6s, az n-edik szinten 2" darab fiiggetlen N(m = 0,02 = 27") eloszlast leszarmazott,
és minden csucsra igaz, hogy az ott Ul6 valdszintliségi valtozo a két gyerekének az Gsszege. Miért

ekvivalens ez a Brown-mozgds megkonstrualasaval?

Legyen X; standard Brown mozgas. Hatdrozzak meg — lehetdleg szenvedés nélkiil — a
P(X2 > 0|X; > 0)

feltételes valdszintiséget. Filiggetlenek-e az { X1 > 0} és {X2 > 0} események?

A Brown mozgds horizontilis tiikrézése Legyen B(t) standard Brown mozgés a [0, 1]

intervallumon és W (t) := B(1 —t) — B(1), Bizonyitandd, hogy W is standard Brown mozgas.

Ha g folytonosan differencidlhaté és f folytonos fliggvény, akkor az fg f(s)dg(s) eléjeles Riemann-
Stieltjes integral megegyezik a fg f(s)d'(s)ds Riemann-integralal. Mivel a Wiener-folyamat de-
rivaltja a fehér zaj, igy ezzel az eljardssal nem definidlhatd fot f(s)dB(s). Hasznélja helyette a
Riemann-integral definicigjat, és kozelitse f-et 1épcsés fliggvényekkel! Léssa be, hogy X (t) =
fot f(s)dB(s) Gauss-folyamat és szamitsa ki a Cov (X (s), X(¢)) autokovariancia-fiiggvényt.

A staciondrius Ornstein-Uhlenbeck-folyamat ekvivalens jellemzései

(a) Jelolje B(t),t > 0 a standard Brown-mozgast. Léssa be a Brown-mozgas 6nhasonlésdgéanak
felhasznaldséval, hogy 8 € Ry esetén az X(t) := e Pt B(e?#),t € R folyamat egy sta-

cionarius sztochasztikus folyamat.

(b) Léssa be, hogy X (t) id6ben homogén Markov folyamat, és hatdrozza meg az dtmenenet-

magfliggvényét, azaz azt a pi(x,y) fiiggvényt, amire
P(X(s+1) € 4| X(s) =) = [ pilau)dy
(c) Legyen Y(0) ~ N(0,1), « € Ry ést > O-ra
Y(t) :=e Y (0) +e ™ /Ot e**dB(s)

Léssa be, hogy Y (t) staciondrius Gauss-folyamat.

(d) Mely a, 3 értékek esetén azonos eloszlastiak az X és Y sztochasztikus folyamatok?
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Legyenek X,Y1,Ys,...,Y, egylittesen normalis eloszldstak. Legyen E(Y;) = E(X) = 0. Jelolje
C € R™™ az Yy,...,Y, kovarianciamétrixat és a ¢ € R™ oszlopvektor i-edik eleme legyen
Cov(Y;, X). Legyen 0 < 02 = Var(X). Lassa be, hogy az Y1, . .., Y,, egyiittes feltételes eloszlsa

az X = 0 feltétel mellett egyilittesen normalis, melynek varhaté érték vektora azonosan nulla és

kovarianciamatrixa C — %CCT.

Segitség: Cholesky-felbontds: minden pozitiv szemidefinit szimmetrikus matrix felirhaté AAT
alakban, ahol A egy alsé hiaromszog méatrix.
A Brown-hid ekvivalens jellemzései
Jelolje B(t) a standard Brown-mozgéast a [0,1] intervallumon. Mutassa meg, hogy az aldbbi
hérom sztochasztikus folyamat eloszlasa azonos:

(a) B(t) amellett a feltétel mellett, hogy B(1) = 0.

(b) B(t) —tB(1).

(c) (L—=t)B(1/(1—1)).

A Cauchy-folyamat konstrukciocja
Legyenek X (t) és Y(t) fiiggetlen standard Brown-mozgdsok. = > 0 esetén jelolje T, azt a
véletlen id6épontot, amikor X el6szor éri el z-et.

(a) Lassa be, hogy Y (T1) standard Cauchy eloszldsu.

(b) Léassa be, hogy Z(x) = Y (T,) standard Cauchy-folyamat.



