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8.1 A kovetkez6 feladatokban adott a & valdszintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye ill. stiriségfiiggvénye. Meg kell hatdrozni az £ fiiggvénye-
ként értelmezett X, Y, Z, ... valdszintiségi valtozok slirliségfiiggvényét.

(a) € egyenletes eloszlasd a [—1, 1] intervallumban; X := &2,V := &3, Z := tan(5¢), U := sin(n§).
(b) * £ exponencidlis eloszldsu A paraméterrel; X := 3£ — 2, Z := /€.

(c) ¢ standard normdlis eloszldst; X := £2,Y := 2,

(d) * £ egyenletes eloszldsd a [—2, 4] intervallumban; U := cos(%f ).

(e) ¢ exponencidlis eloszldsd A\ paraméterrel; X := —3¢ +2,Y := ef.

(f) ¢ stiriségfiiggvénye 2x a [0, 1] intervallumon, egyébként 0, Y := £~2.

8.2 Legyen X egyenletes eloszlasu a [—3, 4] intervallumon, és legyen ¥ (z) = |x — 1| + |« + 1|. Hatdrozzuk meg az Y = ¥(X) valszind-
ségi véltoz6 G(y) eloszlasfiiggvényét. Abszolit folytonos eloszldsi-e Y? Adjuk meg a G eloszldsfiiggvény Lebesgue-féle felbontdsat
diszkrét, abszoliit folytonos és folytonos de szingularis nem csokkend fiiggvények dsszegére.

8.3 Hatdrozzuk meg R = Asin(©) eloszldsat, ahol A egy rogzitett konstans, és © egyenletes eloszlasd
(=m/2, 7/2)-n. (Az ilyen valdsziniiségi vdltozok ballisztikdndl jonnek eld: a v sebességgel o szogben kildtt lovedék R = % - sin(2a)
tavolsdgban ér foldet.)

8.4 (a) Legyen X standard Cauchy-eloszlasi valdszintiségi véltoz6. Bizonyitsuk be, hogy ekkor X és 1/X azonos eloszldsdak. (Emlé-

s

keztetd: Egy standard Cauchy eloszlasu valdszintiségi valtozo strliségfiiggvénye:

1

f(z):m

—00 <z <00.)

(b) Mutassuk meg, hogy a fenti tulajdonsag az

_ 1/4 ha|y| <1
fY(y)‘{ () haly| > 1

stirliségfiiggvényt Y valdszintiségi viltozora is igaz, vagyis 1/Y eloszldsa megegyezik Y eloszldséval.

8.5 a) Legyen X )\ paraméteri exponencidlis eloszlasu valészintiségi valtozd, és ¢ > 0. Mutassuk meg, hogy cX szintén exponencidlis
eloszlasu, A\/c paraméterrel.
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b) Most legyen X siirliségfiiggvénye f(z). Miaz Y = aX + b valészintiségi viltozo siirliségfiiggvénye?

¢) Z eloszlasa megegyezik 2Z-jével. Miez a Z?
Bénusz Legyen X stirtiségfiiggvénye ﬁp%x a [0, 1] intervallumon és 0 egyébként. Mi lesz % tortrészének stirtiségfiiggvénye?
8.6 *°

a) Legyen X normilis eloszlasi p varhaté értékkel és o szérassal. Hatdrozzuk meg Y = e sfiriiségfiiggvényét. (Y eloszldsdt
lognormadlisnak nevezik.)

b) Mutassuk meg, lehetdleg szamolds nélkiil, hogy ekkor C'Y'® eloszldsa szintén lognormdlis ' = au + log C és 0/ = a?0?

paraméterekkel. (Tipp: tudjuk, hogy Y = eX, ahol X normdlis. Irjuk fel CY *-t e? alakban, taldljuk meg a kapcsolatot X és Z
kozott, és haszndljuk tuddsunkat a normdlis valosziniiségi vdltozo linedris transzformdltjairol.)

¢) Valamely homokfajta részecskéi gomb alakdak, melyeknek atmérdje (milliméterben mérve) log-normalis eloszlasu, p1 = —0.4 és
o := 0.3 paraméterekkel. Az egész homokmennyiség hany silyszdzaléka 4all 0.5 mm-nél kisebb atmérdjl szemcsékbdl?

8.7 Legyen X folytonos eloszldst valdszinliségi véltozd, F eloszlasfiiggvénnyel. Legyen Y = F'(X). Mutassuk meg, hogy Y val6szintiségi
véltoz6 egyenletes eloszlasd a (0, 1) intervallumon.

8.8 Legyen X egy val6szin(iségi véltozo, amelyre P{X = 0} = 0, és Y := X 1. Mi a feltétele annak, hogy X és Y azonos eloszldstiak
legyenek?

8.9 Bizonyitsuk be, hogy ha & Cauchy eloszldsd valdszinliségi véltozd, melynek siir@iségfiiggvénye f(x) = %ﬁ, és X =1/, Y =
26/(1 —€2), Z := (36 — &€3)/(1 — 3£?), akkor X, Y és Z szintén Cauchy eloszldsi. (Tipp: Haszndljuk a kivetkezd trigonometriai
azonossdgokat: ha & = tg(«), akkor 1/€ = tg(3 — a), 26/(1 — £2) = tg(2a) és (3 — £%) /(1 — 3€?) = tg(3a).)

8.10 Egy ! hosszi ropit taldlomra (egyenletes eloszlassal valasztott pontban) kettétoriink.

(a) Jeloljuk X-szel az igy kapott két rész hosszainak négyzetdsszegét. Hatdrozzuk meg az X valdszinfiségi valtozé eloszlasanak
stirliségfiiggvényét.

(b) ° Jeloljiikk Y-nal a két részbdl képezett téglalap teriiletét. Hatdrozzuk meg az Y valdszinliségi valtozo eloszldsanak stiriségfiigg-
vényét.

8.11 Legyen £ az X pont tdvolsdga a sik (1, 1) koordinatdji pontjatdl, ha

a) X-et az z-tengely [0, 1] intervallumén véletlenszertien vélasztjuk;



8.12

8.13

8.14

8.15

8.16

8.17

8.18

8.19

8.20

8.21

8.22
8.23

b) X-et az z-tengely [0, 2] intervallumdn véletlenszertien valasztjuk.
A két esetben hatarozzuk meg a ¢ valészintiségi véltozé stiriségfiiggvényét.
Egy ¢ hosszi ropit két egymastol fiiggetleniil és egyenletes eloszlassal kivalasztott pontban eltoriink.

a) Mi az igy nyert harom darab koziil a legrovidebb hosszdnak a varhat6 értéke?
b) Mennyi a valészinfisége annak, hogy a harom darabbdl haromszoget alkothatunk?

*® Egy téglalap oldalainak hossza legyen 1 ill a. A két szemkozti 1 hosszi oldalon egymastél fiiggetleniil és egyenletes eloszlassal
kijeloliink egy-egy véletlen pontot. Jelolje X e pontok tdvolsagat. Meghatdrozand6 X stirliségfiiggvénye.

Két szabalyos kockdval dobunk. Hatarozzuk meg X és Y egyiittes sulyfiiggvényét, ha

a) * X adobott szamok minimuma, Y a két dobott érték osszege;
b) X az els6 kocka eredménye, Y a dobott szamok maximuma;
¢) rendre X, Y a dobott szimok minimuma, ill. maximuma.
Legyenek X és Y fiiggetlen, p paraméter(i geometriai eloszlast valészintiségi vdltozdk. (Azaz: P{X =i, Y = j} = (1 —p)~ ' .p-
(1 _p)j71 e iv J > 0)
a) Sejtsik meg P{X =i | X +Y = n} értékét. (Tipp: tegyiik fel, hogy egy cinkelt érmét dobunk fel, egymds utdn sokszor. Az érme p
valosziniiséggel ad fejet. Ha a mdsodik fej az n-edik feldobdsndl jon, mi az elsd fej bekdvetkezése idejének eloszldsa?)
b) Igazoljuk (a)-beli eredményiinket szamolassal. (Tipp: ugye még emléksziink mi fiiggetlen geometriai vdarakozdsi idok osszegének az
eloszldsa?)
Egyiittes eloszlasfiiggvény-e a kovetkezd két fiiggvény (z, y € R)?
F(z,y) = exp(—e”“TY),  G(z,y) = exp(—e™* —e7Y).

Legyen (X, Y) az {(z,y) : 2 + y? < 1} egységkorben véletlenszertien (egyenletes eloszldssal) valasztott pont koordindta-pdrja.
Hatédrozzuk meg a peremeloszldsok stirliségfiiggvényét.

.

*® Hatdrozzuk meg a peremstirliség-fiiggvényeket! Fliggetlen-e X és Y?

a) Legyen az X és Y valdszinfiségi valtozok egyiittes eloszlasanak stirtiségfiiggvénye:
hy) = { A-(2?y+9y?z) ha0<z<1,0<y<]l, };
0 egyébként.
ahol az A pozitiv konstans értéke meghatarozando.
b) Az (X,Y) pont eloszldsa egyenletes a D = {(Jc, y) € R? : 2lz| + % < 1} tartoményon.

Egy férfi és egy nd taldlkozot beszélt meg 12:30-ra. Ha a férfi 12:15 és 12:45 kozott egyenletes eloszldst idSben érkezik, és t6le
fiiggetleniil a nd 12:00 és 13:00 kozott egyenletes eloszldsd id6ben érkezik,

a) hatarozzuk meg annak valészintiségét, hogy aki el6szor érkezik, 5 percnél kevesebbet var.

b) Mi a valdsziniisége, hogy a férfi érkezik elsének?
n pontot fliggetleniil egyenletesen elosztunk egy kor keriiletén, és szeretnénk meghatdrozni annak valészintiségét, hogy mind egy félkorbe
esnek (vagyis annak val6szintiségét, hogy van egy olyan, a kor kozéppontjan dtmend egyenes, melynek az 6sszes pont az egyik oldaldn
van). Jelolje Py, Ps, ..., P, apontokat. Legyen A az az esemény, hogy az sszes pont egy félkorbe esik, és A; az az esemény, hogy az
Osszes pont abba a félkorbe esik, amely P;-t6] indul az éramutat6 jardsaval egyez6 irdnyban, i =1, 2, ..., n.

a) Fejezzik ki A-t az A;-k segitségével.

b) Igaz-e, hogy az A;-k kolcsondsen kizardak?

¢) Hatdrozzuk meg P{A}-t.

d) Most vélaszoljuk meg a kovetkezd kérdést: ha egy korlapon egymastdl fiiggetleniil n pontot egyenletes eloszlassal elhelyeziink, mi
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a valészintisége, hogy a kor kozéppontja benne lesz a pontok konvex kombinacidiként el6allé halmazban?
Az X és 'Y val6sziniiségi valtozok kozos stirliségfiiggvénye

:ve_(””+y), hax >0, y >0,

x,y) =
f.y) {0, egyébként.

Fiiggetlen-e X és Y2 Es ha a kozos sirtiség
2, ha0<y<1l,0<z<y,
flx,y) = s
0, egyébként?
Legyenek X, Y fiiggetlen, [0, 1]-en egyenletes valdszintiségi véltozok. Mi a tavolsdguk siirtiségfiiggvénye?

Rendezett mintak. Leszérunk a [0, 1]-re egyenletesen n pontot. Mi a k. pont siirliségfiiggvénye? Révezetd kicsit egyszeriibb kérdések:
Mi a maximum eloszldsa? Mi a stirtiségfiiggvény? Es a 2. legnagyobbé? (Hogyan kapjuk meg derivélds nélkiil, kozvetleniil?)



