Villamosmérnok A4

8. gyakorlat (2012. 11. 05-06.)
Kétdimenziés valészintiségi valtozok, vetiilet- és feltételes eloszlasok

Egyiittes eloszlasfiiggvény: Az (X,Y) kétdimenzids valoszintiségi valtozo (egylittes) eloszlasfiiggvénye:
F(z,y) =P(X <z,Y <y) (z,y € R); tulajdonsagai:

(a) 0 < F(z,y) <1 (z,y € R) és minden valtozojaban: balrdl folytonos, monoton nem-csékkend;

(b) lim F(z,y)= lim F(z,y) =0;
xr——00 Yy——0

(©  dm  Flay)=1
Egyiittes stirtiségfiiggvény: f(z,y) := 82;; (azl;y)’ amennyiben ez utébbi létezik. Ennek tulajdonsigai:

(a) 0 < f(z,y) (v,y €R);
+00 +0o

— 00 —O0

Valoszintiség az egyiittes stirtiségfiiggvénybsl: legyen A C R? egy tetszdleges tartomany, ekkor:

P(X,Y)e A) = //f(z,y)dzdy.
A

Vetiilet (marginalis) eloszlas- illetve stiriiségfiiggvények: Fx(z) = hr}rﬂ F(z,y), Fy(y) = 1iIJ1rr1 F(z,y),
y—+00 z——+00
illetve stirtiségfiiggvényeik: fx(x) = 6ng(x), fry) = aFa;y(y). Ezen utobbiak nem feltétleniil 1éteznek, de amennyiben

van egyiittes sirtiségfiiggvény, akkor igen, és:

+o0 +oo
fx(e) = / Fay) dy, o) = / f@y)de (z,y €R).

Feltételes eloszlas- és strtiségfiiggvény: akkor definialt ha léteznek a marginalis strtségfiiggvények, ekkor:
Fxyy(zly) =P(X <z|Y =y) = fyl(y) 6Fé(,Z’y), Fyix(ylz) =PY <y|X =2) = fxl(m)%' Ha létezik egytittes
stirtiségfliggvény, akkor a feltételes strtiségfiiggvények rendre:

OFxy (z]y) _ flz,y) Frix () = OFy x (y|x) _ f(z,y)
oz frly) VXY dy fx(@)’

Ixy(zly) =

feltéve, hogy fx, fy > 0.

Azt mondjuk, hogy a marginalisok (X és Y) fiiggetlenek, ha F(x,y) = Fx(z)Fy (y). Ugyanez stiriségfiiggvények-
kel: f(z,y) = fx(z)fy(y) (z,y €R).

Folytonos Bayes-formula:

Ixy (@ly) fy (y)
+oo
| favln i@

— 00

fyix(ylz) =

Diszkrét kétdimenzios eloszlasok

. Egy urnaban van 7 piros, 6 kék és 5 zold goly6. Kihtzunk visszatevés nélkiil harmat. Legyen X a kihtizottak koziil a
pirosak szama, Y pedig a kékeké. Adjuk meg (X,Y) egyiittes eloszasat, és a peremeloszlasokat!

Megoldds: Osszesen 18 goly6 van az urnaban. Legyen 0 < n,m < 3, melyekre n +m < 3, ekkor

7\ (6 5
(n) (m) (S—n—m)
(5)
3
a peremeloszlasok pedig hipergeometrikusak (ezt lehet kozvetleniil vagy az el6bbi szummazéasaval)

() 25) () (5550)
(5) (5)

P(X =n,Y=m)=

P(X =n)= P(Y =m)

ahol 0 < n,m < 3.

. El6szor egy (szabalyos) kockaval dobunk, majd annyi (igazsigos) érmével, ahanyast a kockaval dobtunk. Mi a valoszi-
niisége, hogy a kockaval 4-est dobunk és az érmékkel 2 fejet kapunk? Mi a valésziniisége, hogy 5 fejet kapunk? Adjuk
meg az egylittes és feltételes eloszlasokat is!

Megoldds: Az X (perem)eloszlasa — a kockadobas eredménye — egyenletes az {1,2,3,4,5,6} halmazon. A dobott fejek
szama (V) fiigg a kockadobas eredményétdl, igy Y | X = ¢ binomidlis n = 4, p = 1/2 paraméterrel, ahol 1 < i < 6 egész



szam. Ebbdl az egyiittes eloszlas: IP’(X =3,Y=5)=PY =j|X=0)P(X =) = ( )27k (1 < j <'iegész). Azaz
PY=j)=%° P(X=iY=j)= 6]' ZZ jii=1) (i —j+ 1)27% A masik feltételes eloszlas.

i=j
, OP(X=iY=j i(i—1)-(i—j+ 1)27
pOx =iy == BESEY =) M
Y =) Spejk(k=1)-- (k= j+1)2
Tehét a kérdésekre a valaszok rendre: P(X =4,V =2) = (3)27%1 = L = 0.0625, s P(Y =2) = SO i(i—1)27 =
x5 = 1o ~ 0.258.

3. Két kockaval dobva, mi a dobott szdmok
(a) Osszegének és kiilonbségének;
(b) minimuméanak és maximumanak;
(c) Osszegének és kiilonbség négyzetének;
)

(d) maximumanak, illetve dsszegének;

az egylittes eloszlasa? Fiiggetlenek-e a marginalisok egymastol? Ha nem, szamitsuk ki a P(X =n, Y =m) - P(X =
n)P(Y = m), illetve E(XY) —EXEY értékeét, ahol (X,Y) jeloli a részfeladatoknak megfelels valoszintségi valtozo part.

Megoldds: Jelolje U, illetve V' a két fliggetlen kockadobas eredményét.
(a) Ha 2 <n <12, —=5 <m <5 és n > m, akkor

n+m n—m n+m n—m

{ %, ha n +m és n —m is paros;

0, ha n+m vagy n —m nem paros.

PU+V=nU-V=m)

Nem fiiggetlen U + V az U — V-t6l. Ezt a tényt példaul mutatja az n = 10, m = —5 valasztas, hiszen ekkor az
egylittes valoszintiség: PU+V =n,X -Y =m) =0,de P(U+V =n) =1/12 e P(U -V = —5) = 1/36.
Hasonloan felirhato az Osszes ilyen valoszintség. Végil E(XY) — E(X)E(Y) = E[(U + V)(U — V)] — E(U +
V)E(U — V) =0, mert U,V azonos eloszlast és (U + V)(U — V) = U? — V2 (erre a 9. feladatsorban azt fogjuk
mondani, hogy korrelalatlanok de nem fiiggetlenek).

(b) A két valoszintiségi valtozo (min. és max.) egylittes eloszlasa: ha 1 < n,m < 6, akkor

%, ha n = m;
P(min(U,V) =n,max(U,V) =m) = 15, han<m.
0, egyébként;

ebbdl meghatéarozhato a két marginalis is, amelyek nem lesznek fiiggetlenek! (gondoljuk meg miért, vagy nézziik
meg a 9. feladatsor 2. feladatat)

(¢c) Ha2<n<12,1 <k <5ésn >k, akkor
PU+V =n,(U ) k%) = P(UJrV—nU V=k+PU+V=nU-V=-k)=
nJrk —k n+k
=P — = =
(0=t =) wr (v =gty =)
:2P(U—n;k)IP’(V:n kz)_{é—ls ha 2|n+k;2|n—k

egyébként.
A marginalisok nem fiiggetlenek, mert példaul: P(U +V =4, (U -V)2 =9) =0, de P(U +V =4) = 2 és
P(U-V)?=9)=P(U-V =3)+P(U-V = —-3) =22 = {. T5bbi szamolést lasd 9. feladatsor 2. feladataban.

(d) Ha 1 <m <6 és2< k<12, akkor

P(max(U, V) =m, U+ V = k) = P(max(U,V) = m, max(U,V) + min(U,V) = k) =
= P(max(U,V) = m, min(U,V) =k — m) = P(min(U, V) = n,max(U, V) = m),

ahol n = k — m jelolést hasznéaltuk. Ez utébbit pedig mar a (c) részben meghataroztuk. Szamoljuk ki a margina—
lisokat! Nem lesznek fiiggetlenek, mivel példaul: P(max(U,V) =1, U4V =3) =0, de P(max(U,V) =1) = == és

P(U+V =3) = . E(XY)—E(X)E(Y) = E(min(U, V) max(U, V)) E min(U, V)E max (U, V) +E(min(U, V)S)
(Emin(U, V))? 2 0.945 + 1.96 = 2.905, lasd hozz4 a 9. feladatsor 2. példajat.

4. Kockaval dobva az elsé, illetve masodik paros dobéashoz sziikséges id6t jelolje X illetve Xo. Mi az eloszlasa (X7, Xo2)
parnak? Adjuk meg a feltételes eloszlasokat is!

Megoldds: X; eloszlasa geometriai, a siker valoszintsége: 1/6. Jelolje X| az els§ és masodik péaros dobas kozotti
dobasok szamat. Ez is geometriai és nyilvanvaloan X;-t6l fliggetlen, valamint X; + X eloszlasa X5 eloszlasaval
egyezik meg, tehat, ha 1 < n < m, akkor

3

5 m—n 11
PXo=m|X;1=n)=P(X;+ X =m|X1=n)=P(X]=m-n|X;=n)=P(X;]=m—n) = (6) g



ahol utolso el6tti 1épésben hasznaltuk a fiiggetlenséget (azért hagyhattuk el a feltételt a valészintiségbdl). Ebbdl az
egylittes eloszlés:

P(Xy = m, X1 = n) = B(Xs = m| X1 = n)B(X; = n) = <§>mn1 ! <§>n1 1_ <§>m2 1

ha 1 <n < m; egyébként 0. X5 eloszlasa:

o= S e = (2) e ()

amin nem lepddiink meg, hiszen ez a jolismert negativ binomidlis eloszlas (varunk a masodik sikerre). Ebbdl a masik
feltételes eloszlas P(X x ) )
=m 1= n
P(X;=n|Xy=m) = ——o -
(X1=n|X>=m) P(X, = m) m—1
ahol 1 < n < m — 1, egyébként 0. Azaz feltéve, hogy m. dobésnal dobtunk méasodszorra parosat, az els§ parosdobas
ideje egyenletes eloszlasa {1,2,...,m — 1}-ben. Vesd ossze ezt a 26. feladattal.

. A hamis érme p valoszintiséggel mutat fejet, 1 — p valoszintiséggel irast (p # %) Ezt az érmét feldobjuk tizszer és
felirjuk hanyszor dobtunk fejet. Majd ezt a kisérletet — el6bbit6l fiiggetleniil — megismételjiik. Feltéve, hogy 6sszesen
7 fejet dobtunk, mi az eloszlasa az els§ kisérletben dobott fejek szamanak?

Megoldds: Ez hipergeometrikus eloszlasu lesz. Lassuk: jelolje X az els6 kisérletben dobott fejek szamat (ez (10, p)
binomialis eloszasi), és Y — X-t6l fiiggetlen — a masodik kisérletben dobott fejek szdmat (ez is (10,p) binomialis
eloszlast). Ekkor a kérdezett valoszintség (p-t6l fiiggetleniil):

- o PX=nX4+Y=T7) P(X =n,Y =7-—n) B
P = XY =D = T Vo) TS B sy T X P k)
P(X =n)P(Y =7-n) ()P =)0 (15, )p" Pt O GIGEE) GIGEE)

Sheo PY =T=RP(X =k) X (E)p" A =p(pra-pt - T () ()

ahol 0 < n < 7 és felhasznaltuk X, Y fiiggetlenségét (miért igaz az utolsod egyenldség?).
. Egy drogériaba érkez emberek 60%-a ns. Egy adott 6raban atlagosan 10 ember jar a drogériaban. Feltéve, hogy 10
né lépett be az utobbi egy 6raban, mi annak a valoszintisége, hogy még 3 férfi jart ott?

Megoldds: Jelolje M (F) azon férfiak (ndk) szamat akik egy ordban a drogéridban jartak. Természetes, hogy M-et
(és F-et is) Poisson eloszlastnak tekintjiik m (f) paraméterrel, egymastol fiiggetleniil. A feladat szovege alapjan
10=EM 4+ EF =m+ f, valamint f =E(0.6(X +Y)) = 0.6(m + f) = 6, m = 4. Ezekbdl:

P(X=3X+Y=10) PX=3Y=17)
P(X+Y=10)  PX+Y=10)

4 exp(—4)%; exp(—6)  (10Y 4367
= - 1010 = —10%0215
D7 exp(—10) 3)10

P(X=3|X+Y =10) =

Ahol hasznaltuk, hogy két fliggetlen Poisson eloszlastu valoszintségi valtozo 6sszege is Poisson eloszlast (a paramétere
pedig az egyes paraméterek Osszege), ugyanis:

n n n—=k mk
MX+Y:n)::Z;MY:nfMMX:kF}ﬂG:EﬁwM—ﬁﬁwmﬂ m) =
= %exp(—(m +£) Z (Z) Frkpk — (m;:i'f)n exp(—(m + f)).
’ k=0 ’

. Kockaval dobunk addig, amig nem péaros szam jon! Ehhez sziikséges dobasok szamat jelolje N és legyen X az els§ nem
péros dobas értéke. Mi az eloszlasa X-nek, illetve N-nek? Filiggetlen-e X N-t61?7 Adjuk meg az egyiittes eloszlasukat
is!

Megoldds: Az els6 nem paros dobas (X) értéke: {1,3,5}-bol keriil ki egyenls valoszintiséggel. N eloszlasa pedig
geometriai, a siker valoszintisége: 1/2. X N-t6l fliggetlen, hiszen semmilyen informaciot nem ad az a tény, hogy N-
edikre dobtunk nem parosat arra vonatkozoan, hogy mi a nem paros dobas értéke, avagy megforditva: az, hogy az elsé
péros dobas mi lett nem befolyasolja azt, hogy ezt hanyadikra dobtuk ki. Emiatt egyiittes eloszlasuk szorzat-eloszlas:

P(X=2,N=n)=P(X =z)P(N =n) = ! <1>”11 (x=1,3,5;n=1,2,...)

Folytonos kétdimenzids eloszlasok

. Lehet-e egy (X,Y) par eloszlasfiiggvénye az alabbi fiiggvények koziil valamelyik? Ha igen, adjuk meg az egyiittes-
vetiilet- és feltételes stirtiségfiiggvényeket is (amennyiben léteznek)!



Fla,y) = { 1 —exp(—x) — exp(—y) + exp(—(z +1v)), ha0<z,v;

0, egyébként.
(b)
Fla,y) = 1 —exp(—z) —exp(—y) —zexp(—z) + (1 + z)exp(—(x +y)), ha0<z,y;
Y= o, egyébként.

(c)

1, hal<x1<y<ux;
F(z,y) = F(y,z) =< y(l —y+min(z,1)), ha0<z;0<y<min(z,1);
0, egyébként.
Megoldds:

(a) Igen, ez egylittes eloszlasfiiggvény: két fiiggetlen 1 paraméterd exponencialis egyiittes eloszlasfiiggvénye; igy a
perem- és feltételes eloszlasok is exponencialisok.

(b) Igen, ez is egylittes eloszlasfiiggvény: fliggetlen (2,1) paramétertd gamma illetve 1 paraméterti exponencialis
egylittes eloszlasfliggvénye; igy az egyik perem/feltételes eloszlas gamma maéasik exponencialis.

(c¢) Ez nem lehet eloszlasfiiggvény, mert ha az lenne, akkor példaul az Y marginalisinak eloszlasfiiggvénye Fy (y) =
limy 4o Fz,y) =y(1 —y) (0 <y < 1) lenne, ami pedig nem eloszlasfiiggvény (nem monoton).

9. Lehet-e egy (X,Y) par egylittes striiségfiggvénye az alabbi fliggvények koziil valamelyik? Ha igen, adjuk meg a
marginalis- és feltételes stirtiségfiiggvényeket is! Fliggetlen-e X Y-to61?

(a)
fz.v) { 2exp(—(r +2)), ha0<z,y;

0, egyébként.
(b)
o= {3720 g0
(© ,
e = { 30 g psvievs oy
Megoldds:

(a) A nemnegativitas teljesil, és az integral is okés, ugyanis (X, Y") fiiggetlen exponencialis eloszlast valtozok egyiittes
eloszlasa (az egyik 1- a masik 2 paramétert).

(b) Nem lehet egyiittes stirtiségfiiggvény, hiszen: le:O f;:0(2x +2y)dedy = 2 # 1.

(c) Nemnegativitas pipa, integral: fxl:o ;;OI 24zy dydz = fxlz() 122(1 — z)’de = 12(1/2-2/3+1/4) = 1. X (V)
stirtiségfiiggvénye: fx(x) = 122(1 — 2)? (fy(y) = 122(1 — x)?), ahol 0 < 2 < 1 (0 < y < 1). Tehat nem
fiiggetlenek, feltételes eloszlasok a f(x,y)/fx(x) illetve f(x,y)/fy (y) hanyadosok adjak.

10. L&jiik be a C > 0 konstans értékét ugy, hogy az alabbiak strtiségfliiggvények legyenek:

(a)
[ Czy(l—2), haO<z<1;0<y<l,;
ay) = { 0, egyébkeént.

(b)

Flany) = C(y? — 2% exp(—y), ha0<y< +oo; —y < <vy;
=900, egyébként.

Legyen (X,Y) par egylittes stirtiségfiiggvénye f. Fliggetlen-e X Y-t6l? Szamitsuk ki E(XY), EX, EY, Var(X) és
Var(Y) értékeét!

Megoldds:

(a) Kell: 1 = szlzo ;:0 2y(l — 2)dydz = C(1/4 — 1/6), azaz C' = 12-re f stirtiségfiiggvény. X és Y fiiggetlen
mert egységnégyzeten vagyunk, marginalis stirtiségfiiggvények: fx(x) = 6z(1 —z) (0 < z < 1); fy(y) = 2y
(0 <y <1). Ezért E(XY) = EXEY. EX = [,_ 26z(1 —x)de = 1/2, EY = [_ y2ydy = 2/3, B(X?) =
Jo_o@?62(1 = 2)dz = 3/10, E(Y?) = [ y? 2ydy = 1/2. Ebb6l Var(X) = 1/20, és Var(Y) = 1/18.

(b) Kell: 1 = f;;og fzfy C(y? — 2?) exp(—y) dady = 4C/3 nyr:o; y3exp(—y)dy = 8C, azaz C = 1/8. Y stirfiség-
fiiggvénye fy (y) = y>exp(—y)/3! (y > 0), azaz (4,1) paraméter gamma eloszlast (varhato értéke: 4, szorasa:
+oo

§ Jy— 2 — 2?)exp(—y) dy = g((2® + 22 + 2) exp(—z) — 2? exp(—1)) =

8 Jy=x
(z 4 1) exp(—x)/4, ha = > 0; egyébként pedig fx(z) = § ;:Ofx(yQ —z?)exp(—y)dy = (—z + 1) exp(z)/4, azaz

2), mig X strtiségfiiggvénye: fx(x) =



11.

12.

13.

14.

fx(x) = (|| + 1) exp(—|z|)/4. Vagyis Y X-t6] nem fiiggetlen.

1ot v
E(XY) = 3 / / xy (y* — 2%) exp(—y) dady = 0.
y=0 Jz=—y

(rogzitett y-ra: paratlan x hatvanyokat integralunk szimmetrikus, origd koriili intervallumon, ezért a 0). Pont
ezért lesz EX = 0, végil:

1 [ree v
Var(X) = E(X?) = —/ / x? (y* — 2?) exp(—y) dady =
8 y=0 T=—1y
L[+ g
S —y)dy = 4.
50/, " exp(—y) dy

Legyen az (X,Y) par egyenletes a (0,0) kozéppontt 2 hosszusagt négyzetben. Mi az eloszlasa X-nek, Y-nak?
Fiiggetlenek-e? Adjuk meg a P(X? + Y2 < 1) értékét!

Megoldds: X, Y egyenletes eloszlasu a (—1,1) intervallumban, fiiggetlenek, egyiittes eloszlasuk egyenletes az origd
kozéppontt 2 hosszisagi négyzetben (itt 1/4 a strtségfiiggvényének értéke egyébkeént 0). Igy a P(X2 +Y?2 < 1)
valoszintiség két teriilet hanyada; osszteriilet 2 x 2 = 4, ebbdl az {(z,y), 2% + y*> < 1} korlap teriilete m (kedvezd
teriilet), azaz P(X2 +Y?2 < 1) = 7/4 ~ 0.785.

Egy (egységsugariu) korbe szabalyos hatszoget rajzolunk. Mi a valoszintsége, hogy a korben egyenletesen vélasztott
pont a hatszégben is benne van?

Megoldds: Mivel az egységsugari korben egyenletes eloszlas szerint vilasztunk pontot, ezért a szoban forgd valdszintiség
'kedvezd teriilet’ per Gsszteriilet’, ahol a kedvezd rész a hatszog teriilete, ami 6 egyenld (1-ségnyi) oldalt haromszog
teriilete azaz 3v/3/2; az Gsszteriilet pedig 7, azaz P(X véletlen pont beleesik a hatszégbe) = 3v/3/(21) =~ 0.827

Egy véletlen téglalapot gy szerkesztiink meg, hogy mindkét oldaldnak hosszat egymastol fliggetleniil 0 és 1 kozott
egyenletes eloszlas szerint valasztjuk. Mi a valoszintisége annak, hogy a téglalap keriilete nagyobb 2 hosszegységnél, és
a tertilete kisebb 1/4 teriiletegységnél?

Megoldds: Jelolje X (V) a téglalap vizszintes (fligg6leges) oldalanak véletlen hosszéat, mindketts egyenletes (0, 1)-ben,
raadasul fiiggetlenek, igy egylittes stirtiségfiiggvényiik az egységnégyzeten ([0, 1] x [0, 1]-en) konstans 1; egyébként zérus.
Azaz a keresett valoszintiség

P(2X +2Y > 2, XY <1/4) = // foxyy (@, y) dedy == // foxy (@, y) dedy =
2x+2y>2, xy<1/4 O<z<l, l—-z<y<l/(4xz)
1/4 1 1 1/(4x) 1 1 1
:/ / dydx—i—/ / dydx = ——|—/ (1/(42) =1+ z)dx = —(log(4) — 1) = 0.1.
=0 Jy=1l—-z z=1/4 Jy=1—=x 32 x=1/4 4

Ahol kihasznaltuk, hogy az y1(x) = 1 — x egyenes az ya(x) = 1/(4x) hiperbola alatt halad a pozitiv negyedben (y2
érintSegyenese az x = 1/2 pontban éppen az y1).

Két, egymastol fliggetlen, véletlen szamot generalunk a (0,1) intervallumbol. Mi a valoszintisége annak, hogy a két
szam tavolsiga kisebb, mint a kisebbik szam? A két szam harom darabra vagja a [0, 1] intervallumot. Mi a valoszintisége
annak, hogy a harom részintervallumbol haromszoget lehet szerkeszteni?

Megoldds: Jelolje X, Y a két fliggetlen egyenletes pontot a (0, 1) intervallumban. Egyiittes stirtiségfiiggvényiik konstans
1 a[0,1] x [0,1] négyzeten; egyébként zérus. Tehat

1 x 2
P(X - Y| < min(X,Y)) = / / Joxw (@) dedy = / / @ dus [ S dude =
z=0Jy=x/2 y=x

|z —y|<min(z,y)

1 1/2 1
T 1 1 1 1
— —der/ :cder/ (l-2)dz=-+=-+-=—.
/1—02 x=0 121/2 4 8 8 2

Masik megoldés:

Tudjuk, hogy min(X,Y) = (X +Y — |X —Y]|)/2. Ezért P(|X — Y| <min(X,Y)) =PB|X -Y| <X +Y)=PY <
X <2Y)+P(X <Y <2X) =2P(X <Y <2X), ahol — egyenletes eloszlas 1évén teriiletaranyokkal szamolva — utobbi
valoszintiség: 1/2 —1/4=1/4 (ez a {(z,y) € (0,1)? |z < y < 2x} haromszdg teriilete per dsszteriilet, ami 1).

Annak a feltétele, hogy a harom részintervallumbol haromszoget tudjunk szerkeszteni az kell, hogy min(X,Y) < 1/2 <
max(X,Y) és max(X,Y) — min(X,Y) < 1/2 (gondoljuk meg ezt), azaz

1 1
P (min(X7 Y) < 5 < max(X,Y), max(X,Y) — min(X,Y) < 5) = // Jfoxyy(x,y) dedy =
min(z,y)<1/2<max(z,y),
max(z,y)—min(z,y)<1/2
= // foxy (@, y) dedy + // Jox,v)(z,y)dedy =
r<1/2<y,y—x<1/2,2<y y<l/2<z,z—y<1/2,z2>y

/2 pax41/2 1/2 py+1/2 1/2 1/2 1 1
:/ / dydx—i—/ / dxdy:/ xdx—i—/ ydy = = +
z=0 Jy=1/2 y=0 Jz=1/2 =0 y=0 8

1

ol —
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Egy mentGautoé folyamatosan szallit sériiletek két, 10 km-re talalhato varos kozott. Minden idépillanatban a ment&kocsi
pozicidja egyenletes eloszlasu a két varos kozott. Egyszercsak egy baleset torténik valahol a két varos kozott. A baleset
helye szintén egyenletes eloszlasu, de fiiggetlen a mentSkocsi pozicidjatél. Mi annak a valdszintisége, hogy a baleset
helytél legfeljebb 1 km-re talalhaté a mentSkocsi?

Megoldds: Grafikusan a legegyszertibb megoldani ezt a feladatot, mivel egyenletes eloszlasrél van sz, kedvez§ teriilet
per Osszteriilet (ami itt 100) képlettel dolgozunk. A [0,10] x [O 10] négyzetben az y(x) = z £ 1 egyenesek altal
kozbezart teriilet lesz kedvezd (hiszen pont itt lesz |z —y| < 1). Igy a valoszintiség (100 — 9 x 9)/100 = 19/100 = 0.19.
Masik megoldés: (hosszabb, itt integralunk)

Jelolje a mentSauto véletlen helyét: X, ez egyenletes a (0, 10) intervallumban ettol fliggetlen a baleset helye, amit Y
jeldl, és ami szintén egyenletes (0, 10)-en, egyiittes stirtségfiiggvényiik: 55 [O 10] x [0, 10] négyzeten, kiilénben zérus.
Tehat a keresett valoszintiség:

10 z+1
px-YI<) = [[ jonnddy= [ [ e dyde -
x y 1

=0 =—r—
lz—y|<1

1 1 9 10 19
= — 1 2 10 — 1 = —.
100 (/:p—o($+ )d$+/m:1 d$+/z:g( 0—x+ )dx) 100

X1, X2, X3 harom véletlen pontot jeldl a [0, 3] intervallumboél. Mi annak a valoszintisége, hogy az X5 pont X; és X3
kozott helyezkedik el?

Megoldds: A harom véletlen pont legyen fiiggetlen egyméastol. Az egyiittes strtiségfiiggvényiik ezért a [0,3]® kockan
1/27; egyébként 0. Ekkor

]P)(Xl < X9 < X3) = /// f(X11X27X3)(.T1,.T2,.T3)dl‘3d$2dl‘1 = / / / dxsdxredr; =
r1=0Jxo=x1 JT3=122

0<z1<T2<23<3

— 1 33 1
/ / 71‘2 dSCQdiL'l del — 3 = —.
2120 Jap—a 27 2 272 6

Szimmetria miatt
]P)(XQ Xq és X3 kozott V&Il) = P(Xl < X9 < Xg) +P(X3 < X9 < Xl) = 2P(X1 < Xy < Xg) = -

Masik megoldas: (szamolas nélkiil)

Szimmetria miatt: P(X; < Xo < X3) = P(X; < X; < X}), ahol (4, j, k) tetsz6leges az (1, 2, 3) sorozat egy permutacioja
(itt azt sem kell feltenniink, hogy [0, 3]-ban vagyunk). Az Osszes permutaciora az el6bbi valoszintségeket Osszegezve
1-et kapunk ezért valoban P(X; < Xo < X35) =1/3.

Legyen X, Y két fliggetlen, egyenletes eloszlast pont a (0,1)-ben. Mi az eloszlasa U = X + Y-nak és V = X — Y-nak?
Mi az (U, V) par eloszlasa? Fiiggetlen-e U V-t617?

Megoldds: Az (X,Y) parbol kapunk egy (U,V) part, tehat ezen R? — R? transzforméacié Jacobi-determinansaval
szorzodik a teriilet. Azoknak, akik tudjak, hogy ez mit jelent: ha 0 <u <2 és —1 <wv <1, akkor

foy(u,v)dudo = ]P)(XJFYQ:“’XY“”)]P’<qu;v,yzu2”>
u + v u—v Ii:(u+v)/2
= P{X= Ply ~ 2% ut o —
( 2 ) ( 2 )y:_(uv)/2 fX (:C)fY (y) rdy

. <“+”) v <“2”) | det(J (u, v))| dudw,

ahol az attérés (z := (u+v)/2, y := (u — v)/2) Jacobi-méatrixa:

o= (12 ).

Igy |det(J(u,v))| = | —1/2% = 1/2% = 1/2. Azaz fyy)(u,v) =1/2,ha0<u<2é -1 <v<1és0<u+v<2,
0 <u—wv <2;egyébként 0. Azaz (U, V) eloszlasa egyenletes egy négyzeten, melyet a (0,0), (1,1), (2,0), illetve (1,—1)
pontok feszitenek ki.

Ugyanez low-tech verzioban:

Au/2

P(X+Y € (u,u+Au) | X -V € (v,v+ Av)) = P )‘X—Ye(v,anAv)) ~

(XE(U+U,U+AU+U 7

2 2 — |v]
foltéve, hogy —1 < v < lilletve v < (u+v)/2, (u+Au+v)/2<1hav>08é0< (u+v)/2,(u+Au+v)/2<1+wvha
v < 0, hiszen megnézve, hogy a feltétel mit jelent az (X,Y) egységnégyzetben, latjuk, hogy X lényegében egyenletes
egy 1 — |v| hosszu szakaszon. Ekozben

IP(X—YG(U,U—}—A@))z(l—v)\/i-ﬁ.
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Tehat Osszeségében
Au Av

P(X+Y € (u,u+Au), X =Y € (v,v+ Av)) = 5

ha0<(u+v)/2<16és0<(u—wv)/2<1, akdrcsak az el6bb.

Marginalis stirségfiiggvények: ha u < 1, akkor fy(u) = [

ve—u Sy (u,v)dudv = u. egyébként (1 < u < 2):
fu(u) = ff;i:Q fwvy(u,v)dudv = 2 — u. Ez egy haztetd fiiggvény, aminek u = 1-ben van a cstcspontja. Ugyan-
ennek a héaztetének az egy egységgel balra toltja adja V striségfliiggvényét (gondoljuk ezt meg)! Ebbsl sikidimok

teriiletszamitasaval rogton kijon az eloszlasfiiggvény is.

Avagy anélkiil, hogy tudnank az egyiittes eloszlasfliggvényt, direktbe is kiszamithatjuk (analitikusan) mondjuk U

eloszlasfiiggvényét: ha 0 < u < 1, akkor Fx4y(u) =P(X +Y < u) = f;:o PX <u-—y)x1ldy = f;:o(u —y)dy =

u?/2, ha pedig 1 < u < 2, akkor meg Fyiy(u) = fyl:O P(X <u-—y)x1ldy = fyuz_ol 1dy + fyl:ufl(u —y)dy =
u—14u(2—u)—1/24 (u—1)%/2 = 2u —u?/2 — 1. Mindkét esetben hasznaltuk a teljes valészintiség tételét meg azt,
hogy X, Y stirtiségfiiggvénye (0,1)-en 1.

Ezért (is) U a V-t6l nem fiiggetlen, de Cov(X,Y) =E(UV) —EUEV =E(X2 -Y?) -EU(EX —EY) =0, mert X, Y

azonos eloszlasu.

4 véletlen szamot generaltunk a [0, 1] intervallumbol, majd rendeztiik Sket. Mi a rendezett szamok egyiittes strtiségfiigg-
vénye? Mi a mésodik és negyedik legnagyobb szam egyiittes eloszlasa? Adjuk meg a marginalis strtiségfiggvényeket,
hogyan neveztiik az egydimenzios vetiilet eloszlasokat? Feltéve, hogy a méasodik legnagyobb szam legalabb 0.5, mi az
eloszlasa a legnagyobb szamnak?

Megoldds: A 4 figgetlen egyenletes szamot jelolje V := (U, Us, Us, Uy); egylittes stiriségfiiggvényiik:

fv(z1, xe, 3, 24) drydaedesdes = PUT = a1,U5 = 22, U5 = 23, U] =~ x4) =

4 3 2 1
= <1) dl‘l <1> d$2 <1> d$3 <1> d$4 = 4! d$1dl‘2d$3dl‘4,

ha 0 < x1 < w9, 23 < x4 < 1, egyébként pedig 0.
Maésodik és negyedik szam egyiittes eloszlasat megkaphatjuk a fent kijott strtiségfiiggvény megfelels tartomany vett
integralasabol, vagy direktbe hasonldéan az el6bbiekhez is kijon. Az el6bbi utat valasztjuk:

T4 T2
f(U;,UZ)(SC%M) = / fv(xy, @2, 3, 24) dydas = / / 4l daqdas = 4l (zg — 22).
(0,12 xr3=xz3 Jx1=0
ha 0 < x5 < x4 <1, egyébként 0.
A marginalis eloszlasok az tgynevezett béta-eloszlasok nevét viselik (ezzel/ilyenekkel mar talalkoztunk/fogunk még
talalkozni), példaul:

1 2
(1 — 1'2) 4! 2
fuz(w2) = /954_12 Aao(xg — x0) doy = 429 5 = 1!1!2!502(1 —x9)%,
ha 0 < x3 < 1, egyébként 0. Ebbdl Uy eloszlasfiiggvénye: Fyy(z2) =1 — (1 — 29)* — 4x9(1 — 22)3, ha 0 < 25 < 1.
Végiil meghatarozzuk a F(x) := P(Uy < «|Us > 1/2) valoszintiséget (x rogzitett (1/2,1)-beli szam). Az el6z6ekbdl:
P(Uf >1/2) =1 — Fy;(1/2) = 1/16 4 1/4 = 5/16. Tehat

P(U; < z,U5 >1/2 16
F(z) = ( LllP’(UQ* >21/2) /2) =75 / fws,ur)(x2,4) dvaday =
ra<z,w2>1/2
16 [* i 16 [ 16
= —/ / Uro(xg — 29) daaday = — (1 —3x4 +423) doy = —(2* — 322/2 + 2 — 3/16).
5 Jai=1/2 Jes=1/2 z4=1/2 5

Egy kisiskolaban harom egymas mellett iils, kiilondsen virgonc gyerek a kicsdngetést kdvetGen felpattant a helyérdl
és kiszaladt az osztalyterembdl a 20 méterre talalhatd biifébe. A négy gyerek véletlen sebessége: Uy, Us, illetve Us
m/s, melyek fiiggetlen, egyenletes eloszlasu valoszintségi valtozok [0, 4]-en. Az osztalyfénok — latva a rendetlenséget
— 5 masodperc utan rajuk szoélt, mire a gyerekek azon nyomban megalltak. Mi az els§, masodik, illetve utols6é gyerek
pozicidjanak a striiségfiiggvénye? Mi az els6 és masodik, illetve masodik és harmadik gyerek pozicidjanak egyiittes
strtségfiiggvénye? Mi az els6 és utolso gyerek pozicidjanak egyiittes stirtiségfiiggvénye? Mi az utolsd két gyerek altal
megtett Osszes Ut eloszldsa? Mennyi a gyerekek altal megtett Gsszes ut varhato értéke?

Megoldds: Vezessiik be a kovetkez§ jeloléseket: Z; := 5U; (mésodperc), ahol ¢ = 1,2,3. Z; tehat az i. gyerek altal
megtett ut (5 masodperc alatt). Z;’k fiiggetlen, azonos, egyenletes eloszlasuak a [0, 15] intervallumban (miért?)
Jelolje ZF a sorban i. gyerek poziciojat. Ekkor Z;’k eloszlasa béta (pontosabban a béta egy transzforméltja), példaul
Z3 stirtiségfliggvénye:

3
z
Fz:(23) = P(Z3 < 2z3) = P(mind a harom pozici6 (0, 23)-ba esik) = 1—5?’3,
ha 0 < z3 < 15. Hasonléan hatidrozhaté meg a maradék Z;’k eloszlasfiiggvénye is.

Nem szamoljuk ki az Gsszes gyerekpar egyiittes stirtiségfiiggvényét, csak egyet, a tobbi hasonléan szamolhatd, tehat

pl.: 2. és 3. gyerek pozicidjanak strtiségfliiggvénye

* * 3222(1221(2123
f(zg.25) (22, 23) dzadzs = P(Z5 = 20, 735 =~ 23) = (1) ' (1) 15 (1) 15



20.

ha 0 < 29 < 23 < 15; dzodzz-mal osztva, majd veliik 0-ba tartva adodik a stirtiségfiiggvény, ami f(Z;ﬁZ;)(ZQ,Zi;) =

311
TILITT 153 #2-

Az utolso két gyerek altal megtett Gsszes ut eloszlasa:

30 31 [min(z,15) 1 22 ) 2
fz5424(2) = / Jiz3.25)(2 = 23, 28) dzs = 13 /zg—z/z (2= 28)dzs = ===m5 (Z S ) ) )
23:0
_ = ha 0 < 2z < 15;
g (—225 430z — 22%), ha 15 < z < 30;

egyébként ez a stirtiségfiiggvény 0.
A harom gyerek altal megtett Osszes ut varhat6 értéke pedig: Z7 + Z5 + Z5 = Zy + Zy + Z3 valoszintiségi valtozo
varhato értéke, ez meg 3 x 12 = 22.5 (m).

Egy gyarban 5 gép iizemel egy gyartasi sor mentén. Ezek barmelyike id6vel elromolhat, de — koltségkimélés miatt — csak
akkor allitjak le ket és nyulnak hozzajuk, ha mar legalabb 3 gép nem iizemel, ugyanis legfeljebb 2 kiesett gépet még a
maradék tud helyettesiteni. A gépek tizemelési ideje egymastol fiiggetlen, exponencialis eloszlasi, mindannyiszor 1000
ora varhato értékkel. Mi az eloszlasa az els6 elromlo gép miikodési idejének? Es a masodiknak? Mi a strtiségfiiggvénye
az els6 két elromld gép Osszes miikodési idejének? Mennyi annak az idének az eloszlasa, amig nem kell leallitani dket,
azaz mig legalabb 3 tizemel? Véarhatdéan hany éra milva kell hozzajuk nydlni?

Megoldds: Jelolje az egymastol fiiggetlen (exponencialis) munkaidket: X7, Xo, X3, X4, illetve X5. Az elsd elromlo gép
munkaideje: X3 := min(Xy, Xo, X3, X4, X5). Ennek eloszlasa:

1_FXT($) = P(min(X1)X25X33X4)X5)Z:L'):P(Xl Zan22$)X32$)X4Zan5Z$):
= P(X; > 2)P(X2 > 2)P(X3 > 2)P(Xs > 2)P(Xs5 > ) = exp(—5 x 1000z),

ha x > 0, egyébként 1. El&bb hasznaltunk fliggetlenséget és azt, hogy az X;’k azonos 1/1000 paraméterd exponencia-
lisok voltak. Azaz az els§ elromlé gép munkaideje X3 is exponencialis eloszlasi 5/1000 paraméterrel (200 6ra varhato
értékkel). Masodik elromlé gép munkaidejének (legyen ez X3) eloszlasa:

1 - Fx;(z) = P(X5 > x)=P(legfeljebb egy gép romlik el (0, z)-ben) =
= <(5)) (exp(—2/1000))” + (?) (1 — exp(—2,/1000)) (exp(—z/1000))* .

Ebbél:
Fx;(x) =1+ 4exp(—52/1000) — 5 exp(—4x/1000),

ha x > 0 egyébként 0; ennek a dervialtja lesz a strtiségfiiggvény, amit kdzvetleniil is kiszamithatunk, nevezetesen:

fx;(x)dr = P(X; ~x)=P(pont 1 max. z ideig él, 1 (z,z + dz)-ben romlik el, 3 min. x + dz ideig él) =

3
- (?) (1 TP (_1500)) (411) 10100 xp (_ﬁ) de (2) (eXp (_ xlgoc(l)w)) -
!
= g (1= (~5300)) o35 (~16m) (1~ Toam)

dz-szel osszunk le, majd tartsunk vele a 0-ba, igy kapjuk, hogy

Fros () = 51 1 4x (1 ( €T ))
X = Tms11000 P\ 1000 P\ " 1000//)

Az elss két gép elromlasi idejének egylittes stirtiségfiiggvénye:

foxr xz) (1, 22) dridey = P(X] &~ 21, X5 = 22) = P (els6 elromld gép (w1, 21 + dzy)-ben,

a masodik (za,z2 + dze)-ben hal meg, a maradék 3 pedig legalabb xo + dao ideig él) =

5 1 X1 4 1 T2 3 To + dxo 3
= ——exp | — dzq ——exp | ——— ) dxo exp | ——— =
1/ 1000 1000 1/ 1000 1000 3 1000
5! 1 xr1 + 41’2 3d$2
————exp | —————— 1-— dxydas,
111!3! 10002 1000 1000

ha 0 < x1 < 29 < 4o00; kiilonben zérus. Osszunk le el6bb dzidzse-vel, majd tartsunk veliik 0-ba kapjuk a strtiségfiigg-
vényt. Vegylik észre, hogy persze X nem fiiggetlen X5-t6l, ami a fentiekbdl is latszik. Ellendrizziik tovabba, hogy
ennek az egyiittes strtiségfiiggvénynek a marginalis stirtiségfiiggvényei valoban a fent kiszamoltakkal egyeznek meg.
EDbbdl az els6 két elromlo gép 6sszes miikodési idejének stiriiségfliiggvénye:

+oo xT
N . 20 T —x9 + 4T
Ixpexz(@)de =P(X] + X5 = z) = / foxr xp) (@ — 22, 22) drdas = 106 / exp (W) dzdzy =
x2=0 zo=x/2

2 x 1000 3z 3z 1 4z 3z
= ——exp (— ) — |exp | — —exp | ——— dr=—exp|——— ) |exp| == | — 1] dx,
105 1000/ 3 2000 1000 150 1000 2000
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ha z > 0, egyébként 0.
Legyen X3 a harmadiknak elromlé gép mitikddési ideje. Az utolsé elStti kérdés ennek az eloszlasara vonatkozik:

1 — Fx;(r) = P(X3 > x) = P((0, z)-ben legfeljebb 2 gép romlik el) =
= (8) (exp(—2,/1000))° + (i’) (1 — exp(—2/1000)) (exp(—2/1000))* + (;) (1 — exp(—2/1000))? (exp(—z/1000))* .
Ebbdl az eloszlasfiiggvény:

Fx;(x) =1 — exp(—52/1000) — 5(1 — exp(—z/1000)) exp(—42/1000) — 10(1 — exp(—z,/1000))* exp(—32/1000).

Ennek a stirtiségfiiggvénye:

Ixz(x) = 1—?)0 exp(—5x/1000) — %0 exp(—4x/1000) + 1100 exp(—3x/1000).

Végiil meghatarozzuk X3 varhato értékét:

oo 3 6 3
E(X3) /:E:O x (1—00 exp(—5x/1000) — 100 exp(—4x/1000) + 100 exp(—3x/1000)) dz =
3 10002 6 10002 3 10002

100 52 100 42 100 32

= 1200 — 3750 + 3333.3 = 783.3.

Erika és Ervin randizni szeretnének este hatkor. Mindketten elég késGsek: késett perceiknek szama egyméastol fliggetlen,
exponencidlis eloszlasi, 30 perc varhato értékkel. Barmikor is érkeznek meg egy 10 percet varnak a masikra. Mi annak
a valoszintisége, hogy 0sszejon a randi?

Megoldds: Jeldlje Erika, illetve Ervin késett perceinek szamat X, illetve Y'; mindketts exponencialis 1/30 paraméterrel.
Ekkor

—+oo +oo

P(X§Y§X+10|X:z)fx(x)dz:/ Pz <Y <z+10)fx(z)dz =
=0

e x z+10\Y 1 x 1
= /35:0 (exp (—%) — exp (— 30 )) 30 &*P (—%) de=...= 5(1 —exp(—1/3)) = 0.14,

ahol a teljes valészintség tételét hasznaltuk meg a fiiggetlenséget.
E kettobol: P(6sszejon a randi) = P(X <Y < X4+10)+P(Y < X <Y +10) =2P(X <Y < X+10) = 1—exp(—1/3) =
0.28.

P(X§Y§X+10):/
x=0

Erika és Ervin randizni szeretnének este hatkor. Mindkettejiik késett perceinek széma egymastol fiiggetlen, exponen-
cialis eloszlasu, Erikdnak 40 perc, mig Ervinnek 10 perc varhato értékkel. Barmikor is érkeznek meg Erika legfeljebb
5 percet var, mig Ervin maximum 10 percig tiirelmes. Mi annak a valdsziniisége, hogy 6sszejon a randi?

Megoldds: Ujfent jelolje Erika, illetve Ervin késett perceinek szamat X, illetve Y'; mindkettd exponenciélis el6bbi 1 /40-,
utobbi 1/10 paraméterrel. Ekkor

P(X§Y§X+5)Z/:OIP’(XSY§X+1O|X:x)fx(x)dx:/:OP(nggx+1o)fX(x)d$:

_ /i:o <exp (—f—o) — exp <x$5>) f_oexp (71‘"”_0) do=... = %(1 — exp(—1/8)) ~ 0.094,

IP’(YSXSY+10)=/+:OIP’(Y§XSY+1O|X:x)fy(y)dy:/+zop(ygng_,_lo)fy(y)dy:
y= y=

- /;:O (eXp (~5) —exp (y;)m)) %exp (~5) dv="..= é(1 — exp(—1)) ~ 0.126,

Mindkét valoésziniiség kiszamitasaban hasznéltuk a teljes valosziniiség tételét valamint XY filiggetlenségét.
E kett6bol: P(6sszejon a randi) = P(X <Y < X +5)+P(Y < X <Y +10) =~ 0.22.

Erika és Ervin ismét randit beszélnek meg este hat érara. Mindketten elég kés6sek: késett perceiknek szama egy-
méstol fiiggetlen, egyenletes eloszlasi, legfeljebb azonban 30 percet késnek. Barmikor is érkeznek meg egy véletlen
exponenciélis id6t varnak a mésikra 10 perc varhaté értékkel. Mi annak a valésziniisége, hogy 6sszejon a randi?
Megoldds: Elészor meghatarozzuk, hogy mennyi a p(z) := P(X <Y < X + z) valoszintiség minden 2z € RT rogzitett
szamra, ahol XY fliggetlen egyenletes eloszlasu valoszintségi valtozok a (0,30) intervallumban. Nyilvan ha z > 30,
akkor p(z) = % egyszeri szimmetria miatt. Ha 0 < z < 30, akkor a (0, 30) x (0, 30) négyzeten beliil — egyenletes eloszlas
lévén — a kedvezs teriilet nagysaga: az y(x) = z, illetve az yo(x) = x + z (2 rogzitett) egyenesek altal (négyzeten
beliil) kozrezért teriilet nagysaga: 30%/2 — (30 — 2)?/2. Tehét p(z) = (302 — 22/2)/302, ha 0 < z < 30 egyébként meg
1/2, azaz ha Z mindentdl fiiggetlen exponencialis eloszlasi valtozoé 1/10 paraméterrel, akkor

+oo 1

P <Y <x+2)= [ pegen(-5) di = / 30— 2 Yexp (- 2) ds +
= z)—exp|(—— ) dz = ——= z——)exp|—-=) dz
=4 = TR T 10 % 302 /., 2 ) P\ 10

30

1 [t z 1 30 - 1 B .
) 37 (15) ¢ = 5 () [ e () et o9 =
+10 /z_soQGXP( 10) =300 Zzozexp 10) ¥~ 13000 /z_oz exp 0 z+20 0exp(—3)

100 — 400exp—3 2000 — 17000 exp(—3) exp(—3) 2 1
= . = 21 exp(—3) ~0.23
300 18000 2 5 T gexp(=3)
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Szerepek szimmetrikusséga (és fliggetlenség) miatt: P(X <Y < X+Z) =P(Y < X <Y+7Z), vagyis P(dsszejon a randi) =

WP(X <Y < X+ Z)=4/9+ 2exp(—3)/9 ~ 0.46.

Erika és Ervin még mindig randizni szeretnének, meg is beszélnek egy taldlkat djfent este hat o6réra. Erika azonban
valamiért nagyon kés@s tipus, késett perceinek szama egyenletes eloszlasu, legfeljebb azonban 50 percet késik. Ervin,
Erikatol fiiggetleniil, legfeljebb 10 percet késik, szintén egyenletesen. Barmikor is érkezik meg Ervin, roppant kitarto,
ezért az 6 véletlen varakozasi ideje 20 perc varhato értékd, mig Erika — ahogy jott gy megy is — varhatéan csak
3 percet marad (mindkettSjiiknek exponenciélis 6ra van a zsebében). Mi az esélye annak, hogy sszejon az ahitott
talalka?

Megoldds: Az el6z6 feladat megoldasahoz sziikséges lépéseket kovetjiik. Elgszor meghatarozzuk, hogy mennyi a p(z) :=
P(X <Y < X + 2), illetve a ¢(z) := P(Y < X <Y + z) valoszintiség minden z € RT rogzitett szamra, ahol X,Y
fiiggetlen egyenletes eloszlasi valoszintségi valtozok, el6bbi (0, 50)-en, utobbi (0, 10)-en.

Ha z > 10, akkor p(z) = P(X <Y < 10) = 50/500 = 1/10, mivel ez egy haromszog teriilete per az Osszteriilet
a (0,50) x (0,10) téglalapon. Ha pedig 0 < z < 10, akkor — ugyancsak teriiletek hanyadabol adodik a — p(z) =
(100/2 = (10 — 2)2/2)/500 = 2/50 — 22/1000.

Hasonloan, ha z > 50, akkor ¢(z) = 1 — p(z) = 9/10, ha 0 < z < 40, akkor ¢(z) = z/50, egyébként pedig — ha
40 < z < 50, akkor — p(z) = 1 — (50 + (50 — 2)?/2) /500 = —8/5 + 2/10 — 22/1000. Most legyen Z;, Z» exponencialis
valoszintiségi valtozok, el6bbi 1/3, utobbi 1/20 paraméterrel. Az el6bbiekbdl adodik, hogy

oo 1 z 1 /19 /7, 22 z
PX <Y < X +2,) = 2 A\ qp= X Z _ AW
K<Y <X+2) /ZZO p(’z)seXp( 3) ? 3/2_0(50 1000)“"( 3) #t
1 +oo 1 P 1
- —exp(=Z) dz=. .. 921 — 41 1 - 10/3) ~ 0.0426.
+3/Z . 1Oexp( 3) 2 500( exp(—10/3)) + 75 exp(~10/3) ~ 0.0426

Valamint:
+00 40 +o0 9

1 z 1 z 1
< < = — = — - —_ .
PY <X <Y + Z,) /Z:O q(z )20e p( 20) dz 20 Z:O50exp( 20) dz—|—20 - 10exp( 20) dz +

+ 1 % 8Jr z 22 ( z) q
— —— + — - exp|——)dz=...=
20 /.4 \_ 5 10 1000) P\ 20

= %(1 —3exp(—2)) + % exp(—5/2) + 10( 2exp(—5/2) + 8exp(—2)) ~ 0.3574.

Tehat: P(6sszejon arandi) =P(X <Y <X+ 71)+P(Y < X <Y + Z5) = 0.0426 + 0.3574 = 0.4.

Béla és Joska is munkanapokon busszal jar dolgozni. A két jarat — melyre Bélanak, illetve Joskanak kell szallnia
— egymastol fliggetleniil jar. Béla esetében atlagosan 2 percet kell varni, mig Joska altalaban 3 percet var a busz
érkezésére. A furcsa csillagallasoknak is koszonhetSen 6k mindig egyszerre érkeznek meg reggel a buszmegalloba. Mi
az esélye, hogy Joska el6bb szall fel a buszra, mint Béla? Mi a valdszintisége annak, hogy ugyanannyit vartak a buszra?
A két barat hétvégente is szokott buszozni, akkor azonban Béla 10 percet, mig Joska csak 5 percet var atlagosan. Béla
és Joska is a hét Osszes napjan szokott utazni. Mi az esély arra, hogy egy tetsz6leges napon Béla kevesebbet var a
buszra, mint Joska?

Megoldas: A busz érkezések kozott eltelt id6t exponencialis valoszintiségi valtozokkal modellezziik. Munkanapokon
(hétvégén) Béla buszanak paramétere 1/2 (1/10), Joska esetében ez 1/3 (1/5), percekben szamolva. X (V') jeloli azt
az id6t amennyit Bélanak (Joskanak) kellett varni az els6 buszra. Ekkor a keresett valoszintség

+oo 1
P(Y > X, munkanap) // fxvy (@, y) dedy = / / - eXp x/2) exp(—y/3) dyda =
y>x =
1 [t 1 [t 1
= = exp(—z/2) exp(—z/3)dz = = exp(—z/2) exp(—x/3)dz = —.
2 =0 2 =0 15
Az, hogy ugyanannyit vartak 0 valoszintiségii, mivel folytonosak a valdszintiségi valtozoink.
) 2 514 22 18
P(X <Y)= ?IP(X <Y,, munkanap) + ?IP(X <Y,, hétvége) = - 15 + -3 =3
mivel:
+oo 1 +o0 2
P(X <Y, hétvége) = / / — exp —x/10)= eXp( y/5) dedy = R / exp(—y/10) exp(—y/5) dy = 3
y= y=0

Egy telefonkézpontba véletlen id6kozonként érkeznek be a hivasok. Azt tapasztaljak, hogy az operatorok egy oran
beliil atlagosan 12 hivést regisztralnak. Ha tudjuk, hogy fél 6ran beliil 4 hivast kaptak be, mi az eloszlasa az els6
bejovs hivasnak? Es a méasodiknak? Adjuk meg az eloszlas- és strtségfliggvényt is! Mi az egylittes stirtiségfiiggvénye
a harmadik és negyedik bejovs hivas idpontjanak?

Megoldds: Két hivas kozott eltelt id6 exponencialis (A paraméterrel), és ezek egymastol fiiggetlenek. Ezért az egy éran
beliil bejovs hivasok szama Poisson eloszlasi, mivel az atlag — egy 6réra vonatkozoan — 12, ezért A = 12. Jeldlje X; az
i—1. ési. hivas kozott eltelt id6t, ezek tehat fliggetlen exponencialisok 1/12 varhato értékkel, azaz az elsé kérdésre a
valasz:

fxvix x5 Wlo)fx, (@) fx,(y—x)fx, (&)  Nexp(=A(y —z))Xexp(=Az) 1

Ixixiex (@]y) = Fxirxa (@) o fxexly) 22 exp(—Ay) Ty
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ha 0 < = < y, egyébként 0. Tehat X;|X; + X, feltételes eloszlas egyenletes! Hasonléan szamolhat6 ki, hogy a
maéasodik hivas feltételes eloszlasa is egyenletes, az el6bbi levezetésben az 1-es indexeket 2-esekre kell cserélni, de a
strtségfiiggvények képletei nem valtoznak.

A harmadik és negyedik bejovs hivas id6pontjanak egytittes eloszlasa:

f(X1+X2+X3,X1+X2+X3+X4)(‘r’ y) = fX1+X2+X3+X4 | X14+X2+X3 (y | x)f(X1+X2+X3)(‘T) =
A3 x? 2\
51 exp(—Azx) =

=[x, (¥ = 2) f(x, 4 X4+ X5) (T) = Aexp(—=A(y — 7)) exp(—Ay),

ha y > x > 0; egyébként 0, mivel X’k fiiggetlenek voltak, 6sszegiik meg gamma eloszlasi.

Egy Ad-et hallgaté villamosmérndk hallgato szeretné megoldani az Gsszes kiadott hazi feladatot, azaz mind a hatot.
Akarmelyik is keriil els6ként a kezébe azt (egy véletlen) Z; id6 alatt oldja meg. Azonban, ahogy idében halad el6re
a kovetkez feladatra mar csak +/Z» id6 kell, a harmadikra </Zs, végiil </Zs id6 alatt oldja meg az utolso feladatot,
ahol Z1,Zs, ..., Zs fiiggetlen, exponencialis eloszlast valoszintségi valtozok, 1 (6ra) varhato értékkel. Mi az egytittes
eloszlasa a masodik és harmadik feladat megoldasahoz kells idének? Mennyi az els6 két feladat megoldasahoz sziikséges
Osszes id6 eloszlasa? Adjuk meg a stirtiségfiiggvényt! Varhatéan héany perc milva fog végezni az els6 két feladattal?
Tudjuk, hogy 25 6ra alatt oldotta meg az els6 két feladatot, mi az els6ként megoldott feladat eloszlésa?

Megjeqyzés: ~/Z; tigynevezett éregedd (Weibull) eloszldsi, azaz minél tébbet gondolkodik, anndl kevesebb idd kell mdr
ahhoz, hogy megoldja az adott feladatot.

Megoldds: Meghatarozzuk egy /Z; eloszlasat, mivel Z; nemnegativ valoszintiségi valtozo ezért az el6bbi transzformalt-
jai is mind azok (és nem lesz gondunk a hatvany invertalaséval). Ha z > 0, akkor P(v/Z; > 2) = P(Z; > 2') = exp(—2"),
mert Z;'’k exponencidlisak voltak. Ebbdl az eloszlasfiiggvény: Fyr(2) = 1 — exp(—2z*), ha z > 0; egyébként 0. A
stirtiségfiiggvény pedig: fy5(z) = iz' " exp(—2'), ha z > 0; egyébként 0 (i = 1,2,...,6). Mivel Z;’k fiiggetlenek
voltak, ezért /Z;’k is fiiggetlenek, azaz egyiittes stirtségfiiggvényiik a megfelels stirtiségfiiggvények szorzata lesz.

Az els6 két feladat megoldasahoz sziikséges 6sszid6 strtiségfiiggvénye:

—+o0

frovm@)de = P(Zi+VZa =)= / fz vz (@ — 2z 2)dedz = / exp(—(z — 2)) 2zexp(—2?) derdz =
z=0 z=0

= exp(—z+1/4) /i0(2z — 1+ 1)exp(—(z —1/2)*)dzdz =

x

= exp(—z+ 1/4) {exp(l/él) —exp(—(z — 1/2)%) + /

exp(—(z — 1/2)?) dz} dz =
z2=0

= exp(—a) {1 - exp(—a® +2) + exp(1/4)VA@(VEr — V2/2) — &(~V3/2)]} du,

amennyiben z > 0, egyébként pedig 0.
V' Zy varhato értékét a 9. feladatsorban szamoljuk ki, 1asd hozza a 9. feladatot: E(Z; + v/ Z2) =1+ 4 ~ 1.89.
Percekben szamolunk, ekkor, ha 0 < z < 25:

f(Zl,Zl+\/Z_2)(Za 25) . fZl+\/Z_2\ 7z (2512)fz,(2)

fZ+\/Z_2(25) B fz+\/z_2(25)

1 —exp(—(25 — 2)2 4+ 25 — 2) + exp(1/4)/7[@(V2(25 — 2) — V2/2) — ®(—/2/2)]
1 — exp(—600) + exp(1/4)y/7[®(25V2 — V2/2) — B(—v/2/2)]

1
= 53 (1 — exp(—2® + 492 — 600) + 2.28 [D(34.65 — 1.41z) — 0.24]) ,

le \Zl+¢z(z|25)

mert a fliggetlenség kovetkeztében: f, . 7 5 (v]2) = f /7 (2 — 2), ha @ > z, egyébként 0.

Egy altalanos biztositasi cégnél minden biztositottnak van tgynevezett baleseti paramétere, ez legyen A > 0. Egy
évben egy ilyen egyén baleseteinek szadma A varhato értékii Poisson eloszlast kdvet. A cégnél azt a feltevést teszik
meg, hogy egy tjonnan belépett egyén baleseti paramétere gamma eloszlasu (k, o) paraméterrel. Ha ennek az Gjonnan
biztositott egyénnek 5 balesete volt az elsG évben, mi a feltételes stirtisége a baleseti paraméterének? Hatarozzuk meg
az els6 éves baleseteinek varhat6 szamét!

Megoldds: Legyen A gamma eloszlast (k,«) paraméterrel (k € Nt o € RT), majd legyen X Poisson eloszlast A
paraméterrel, ezalatt azt értjiik, hogy fx a(n|A) =P(X =n|A =) = % exp(—A). Hasznaljuk a folytonos Bayes-
formulat:

Fx1aBGINAN A exp(—A) S5 exp(—a)
fAIX()‘|5) = Foo = T Foo 45 b ok—1 =
Joo fx1aGl2)fa(z)dz [25 57 exp(—2) Gigr exp(—az) dz

Nt exp(—(1 4 a))) (14 )2\ exp(—(1 + a)\)

% f;r:;(l + oz)’”f’% exp(—(1+ a)z)dz (k+4)!

azaz a A| X =5 feltételes eloszlas is gamma eloszlast, méghozza (k + 5,1 + «) paraméterparral.
Az els éves baleseteinek szama: X | A = ) feltételes eloszlas varhato értéke A és A varhato értéke k/, azaz EX = k/a.



Mindez analitikusan kiszamolvas:
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