Matematika A4
III. gyakorlat megoldas

1. Fiiggetlen események

Lasd mésodik gyakorlat feladatsora.

2. Diszkrét eloszlasok

Nevezetes eloszldsok

e Binomidlis eloszlds:
Tipikus példa egy pénzdobds sorozatban a fejek szama. Ha n-szer dobtunk fel egy érmét, amely p valészintiség-
gel fej (tehat lehet, hogy hamis), akkor annak a valésziniisége, hogy pontosan k db fej van a dobasok kozott:

P(X =k) =b(k;n,p) = (Z)pk(l —p)nk (k=0,1,...,n).

Péld4ul, pontosan 3 hatos valésziniisége 20 dobdsbol: P(X = 3) = (%) (1/6)3(5/6)'".

e Hipergeometrikus eloszlds:
A darab piros, és B darab fehér golyé koziil hizunk n darabot. Annak a valdszintisége, hogy pontosan k darab
piros goly6t hizzunk ki:

() (.20)

(.7

n

P(X =k)=h(k;A,B,n) = (k = max(0,n — B),...,min(4,n)).

Péld4ul, 2 taldlat valdszintisége az 6tds lottén: P(X = 2) = 252~

o Geometriai eloszlds (optimista):
Hanyadik dobdsra jon el8 az els6 hatos? P(X = k) = (5/6)F~'(1/6). Altaldnosabban: optimista, p paraméterti
geometriai eloszldsd az a valdsziniiségi valtozo, ami a siker elsé el6forduldsdig sziikséges kisérletek szaméat
szdmolja (a sikeres kisérlettel egyiitt), ahol a fiiggetlen kisérletekben a siker valdsziniisége mindig p:

PX=k)=glkip)=01-p)*'p (k=12,...).

o Geometriai eloszlds (pesszimista):
Hany nemhatost dobok az elsé hatos dobis el6tt? P(X = k) = (5/6)%(1/6). Altalanosabban: pesszimista,
p paraméterli geometriai eloszlasti az a valészintiségi valtoz6, ami az els6 sikerig bekovetkezett kudarcokat
szamolja, ahol a fiiggetlen kisérletekben a siker val6szintisége mindig p:

PX=k=>1-pFp (k=0,1,2,...).



e Negativ binomidlis eloszlds (optimista):
Hényadikra jon ki a harmadik hatos? P(X = k) = (*3")(1/6)%(5/6)*3(1/6) =
(*31)(1/6)3(5/6)k 3. Altaldnosabban: a siker valészintisége p, a val6szintiségi valtozé azt szamolja, hanyszor
kell a kisérletet (egymastdl fiiggetleniil) elvégezni, hogy megkapjuk az n-edik sikert:

k—1

POC =) =nlbin) = (£ )=t = L2,

e Negativ binomidlis eloszlds (pesszimista):
Hény nemhatost d0b0}< a harmadik hatos dobds el6tt? P(X = k) = (%‘2) (1/6)2(5/6)%(1/6) =
(k;rz)(l /6)3(5/6)*. Altaldnosabban: a siker valdszintisége p, a valészintiségi véltozé azt szdmolja, fiiggetlen
kisérleteknél hany kudarc el6zi meg az n-edik sikert:

P(X = k) = <k:;i; 1>p”(1 -p)t = <_kn>p”(q)’“ (k=0,1,2,...5=1—p).

1. A tanult nevezetes eloszlasok koziil melyik illik legjobban az alabbi valdszintiségi valtozok modellezésére?
a) hanyadik aut6 vesz fel, amikor kiallok az orszdgitra, mert autéstoppal akarok utazni?

Megoldds: Optimista geometria, hiszen azt az autot is beszamitjuk, ami végiil felvesz.

b) 10 auté koziil hany vesz fel stopposokat?
Megoldds: Binomidlis eloszlds

c) a 12. aut6 a harmadik piros?
Megoldds: Optimista negativ binomidlis eloszlds

2. Egy gyarban futészalag szdllitja az alkatrészeket. A futdszalag ledll, ha selejtes termék érkezik. A termékek
2%-a selejtes. Mi az eloszldsa annak a valdszintiségi véaltozénak, ami azt szdmolja, hogy

a) hanyszor 4llt le a szalag az n-edik termékig (6t is beleértve)?
Megoldds: Binomidlis eloszlds, ahol p = 0,02. A siilyfiiggvény k = 0,1, ..., n esetben:

P(X = k) = (Z) 0,02% - 0,98"*.

b) hany terméket gyartott a gép az n-edik ledllasig? Megoldds: Pesszimista negativ binomidlis eloszlds, ahol
p = 0,02. A sulyfiiggvény k = 0,1,. .. esetben:

P(X =k) = (nk 1)0,02’“ -0, 98kt

¢) hany terméket szallitott két ledllds kdzott?
Megoldds: Pesszimista geometriai eloszlds, ahol p = 0,02. A sulyfiiggvény k = 0,1, ... esetben:
P(X = k) = 0,98 -0,02.

d) hany ledllas tortént egymads utdn anélkiil, hogy egyetlen j6 termék is keletkezett volna? (Selejtszéria hossza.)
Megoldds: Pesszimista geometriai eloszlds, ahol p = 0,98. A sulyfiiggvény k = 0,1, ... esetben:

P(X = k) = 0,02 .0,98.



3. A viddmparkban a céllovoldében jatszom. Egymads utdn vonulnak fel a célpontok, mindegyiket egymastdl fiig-
getleniil 2/3 val6szintiséggel eltaldlom. Mennyi a valdszinlisége, hogy 6 célzdsbdl pontosan 4-et taldlok el?
Mennyi a valésziniisége, hogy 2-nél tobbet taldlok el, de azért nem az dsszeset?

Megoldds: Legyen X : a taldlatok szdma. Ekkor X binomidlis eloszldst kovetn = 6 és p = % paraméterekkel.

P(4-et taldlok el) = P(X = 4) = (i) @)4 : (;)2

P(2-nél tibbet, 6-ndl kevesebbet taldlok el) = P(2 < X < 6) = P(
6\ (2 3 1 3 . 6
- \3/\3 3 4

4. Blicc tdr minden nap villamossal megy dolgozni, de nincs bérlete, sem jegye. A villamosra minden nap 0, 2
valészintiséggel szdll fel ellendr, és ilyenkor 0,95 valdszintiséggel elkapja Blicc urat. (Az ellenér minden nap
az addigiaktdl fiiggetleniil donti el, ellendrzi-e aznap Blicc ur villamosat.)

a) Mennyi a val6sziniisége, hogy Blicc dirnak "szerencsés hete" van, azaz az 5 munkanap egyikén sem kell
biintetést fizetnie?
Megoldds: Annak a valosziniisége, hogy Blicc urat egy nap megbiintetik p = 0,2-0,95 = 0,19. Ha X: az
5 munkanap alatt bekovetkezd biintetések szdma, akkor X binomidlis eloszldst kovet n = 5 ésp = 0,19
paraméterekkel.

5
P(szerencsés hét) = P(X = 0) = (0)0, 19°.0,81° = 0, 81°.

b) Mennyi a valészintisége, hogy pontosan kétszer kapjak el egy hét munkanapjai alatt?
Megoldds: A fenti rész jelolséeit haszndlva

P(2-szer biintetik meg) = P(X = 2) = (g) 0,197 0,81%.

c) Feltéve, hogy Blicc drnak "szerencsés hete" volt, mi a valészintisége, hogy mind az 6tszor volt ellendr a
villamoson?
Megoldds: Jelolje E azt az eseményt, hogy otszor volt ellendr a villamoson, és F' azt az eseményt, hogy
Blicc uirnak "szerencsés hete" van. Annak a valosziniisége, hogy ha van ellendr a buszon, nem biinteti meg
Blicc urat 0, 05.Ekkor a keresett valosziniiség:

P(ENF) P(F|E)-P(F) 0,05°-0,2°
P(F) P(F) 0,815

P(E|F) =

d) Mi a valészintisége hogy csiitortokon biintetik meg masodszor?
Megoldds: Jelolje Y a napok szdmdt a mdsodik biintetésig. Ekkor Y negativ binomidlis eloszldst kovet
p = 0,19 paraméterrel.

P(Y =4) = (‘?) 0,81%-0,19 -0, 19.

5. Egy szdcske elindul a szdmegyenes orig6jabdl. Minden 1épésnél 1/2 valdszindiséggel jobbra, 1/2 valészintiség-
gel balra ugrik. 20 ugrds megtétele utdn



a) milyen valdszintiséggel lesz a 0-ban?
Megoldds: Jelolje X a szocske dltal megtett balralépések szamdt. Ekkor X binomidlis eloszldst kovet
n=20,p= % paraméterekkel. Ha a 0-ban lesz, akkor az azt jelenti, hogy 10-szer lépett balra és 10-szer
jobbra. Azaz

P(0-ban lesz) = P(X = 10) = Gg) (;)lo. (;)10.

b) milyen valdszintiséggel lesz az 1-ben?
Megoldds: Ez a valdsziniiség 0, ugyanis pdros szdmii lépés utdn csak pdros pontban lehet a szocske.

¢) milyen valészintiséggel lesz a (—2)-ben, ha az utolsé el6tti ugrds utdn a (—3)-ban volt?
Megoldds: Tekintve, hogy az ugrdsok egymdstdl fiiggetlenek, igy 1/2 annak a valészinisége, hogy a (—2)-
bol a (—3)-ba ugrik fiiggetleniil az el676 Iépsektdl.

6. Egy 30 f6s osztdlyban 17 lany van. Véletlenszertien kivalasztanak az osztalybdl egy 12 f6s csapatot egy vetél-
keddre. Legyen a csapatba keriilt ldnyok szdma X. P(X =7) =
Megoldds: Ekkor X hipergeometriai eloszldst kovet.

P(X =7)= (177) ) (153)'

(12)

7. 80 iiveg bor van egy borospincében Ossze-vissza lerakva, ebbdl 30 fehér, 50 voros. A vendégek a fogaddstdl
3 tiveg fehér és 7 vorosbort rendelnek, de a pincében kiégett a villany. A fogadds véletlenszertien kivélaszt 10
tiveget. Mi a val6szinfisége, hogy minden vendég kap neki megfeleld itokat?

Megoldds: Jelolje X : a kivdlasztott fehér boros iivegek szdmdt. Ekkor X hipergeometriai eloszldst kovet.

P(X =3) = (330)(%8;570) .

8. Van két érmém, az egyik igazsdgos érme, a masik cinkelt, de ranézésre nem tudom &ket megkiilonboztetni
egymadstol. A cinkelt érme 3/4 val6szintiséggel mutat fejet. El6veszem az egyik érmét a zsebembdl, 1/2 eséllyel
az igazsagosat, 1/2 eséllyel a cinkeltet. A kivalasztott érmét feldobom 30-szor, és azt tapasztalom, hogy 25-szor
mutatott fejet. Mi a valdszintisége, hogy a cinkelt érmét vettem el§?

Megoldds: Jelolje X : a dobott fejek szamdt, és C' azt az esemenyt hogy a cinkelt kockdval dobtam. Ekkor az
X = 25|C vdltozé binomidlis eloszldst kovet n=30ép=7% 3 paraméterekkel illetve az X = 25|C vdltozé
binomidlis eloszldst kivet n = 30 és p = 3 L paraméterekkel. Ekkor a Bayes-tételt haszndlva kapjuk, hogy

B(CIX = 25) = P(X = 25/C) - P(C) _
P(X = 25|C) - P(C) + P(X = 25|C) - P(C)

() (D™ ()3 _ 3%
1

25 5 35 5 — )
GHE)T )L+ 3 ()T (L)L 32

9. Feltéve, hogy a balkezesek ardnya dtlagosan 1%, becsiiljiik meg annak a valészintiségét, hogy 200 véletlensze-
riien kivalasztott ember kozott legaldbb négy balkezes van.
Megoldds: Jelolje X : a balkezesek ardnydt. Ekkor X binomidlis eloszldst kovet p = 0,01 és n = 200 paramé-
terekkel. (A valdsziniiség becslésére a 4. gyakorlaton keriil sor.) Ekkor

X /200 2, /200
P(legaldbb 4 balkezes) = P(X >4) = | ( L )o,m’“-o, 99200~k =1 %" ( )0,01’“~0, 99200k,
k=4 =0



10. Egy osztalyban 22 tanuld van. Egy drdra 8-an nem késziiltek, és 7-en felelnek. Adjuk meg a késziiletlen felel6k
szamanak eloszlasat! Mennyi a valészintisége, hogy pontosan 2 késziiletlen feleld lesz?
Megoldds: Jelolje X : a késziiletleniil felelok szdmdt. Ekkor X hipergeometriai eloszldst kovet. A sulyfiiggvény
k=0,1,...,7 esetben

GRA

11. Egy gyérban az 1. gépsor az id3 60%-dban a II. gépsor az id6 70%-dban dolgozik egymadstdl fiiggetleniil. Mi a
valészintisége hogy a) mindkét gép dolgozik, b) legalabb az egyik dolgozik, c) csak az egyik gép dolgozik d)
mindkét gép all?

Megoldds: Jelolje A esemény azt, hogy az I. gépsor dolgozik, és B azt, hogy a Il. gépsor dolgozik. Haszndlva a
fiiggetlenséget kapjuk a valosziniiségeket.

P(mindkét gép dolgozik) = P(AN B) =P(A)-P(B)=0,6-0,7

P(legaldbb az egyik dolgozik) = 1—P(egyik sem dolgozik) = 1-P(ANB) = 1-P(A)-P(B) = 1-0,4-0,2
P(pontosan egy gép dolgozik) = P(ANB)+P(ANB) = P(A)-P(B)+P(A)-P(B) = 0,4-0,7+0,6-0,3
P(mindkét gép dll) = P(AN B) = P(A)-P(B) =0,4-0,3

12. 400 hallgat6 mindegyike egymastdl fiiggetleniil 0.6 valdszintiséggel jar 6rdra. A teremben 250 db szék van.

a) Mi a val6szintisége, hogy mindenkinek jut szék?
Megoldds: Jeldlje X : az drdra jdré hallgatok szdmdt. Ekkor X binomidlis eloszldst kovet n = 400 és
p = 0, 6 paraméterekkel.

250
4
P(mindenkinek jut szék) = P(X < 250) = Z ( 20> 0,65 . 0,4400-k
k=0

b) Hany szék kell, hogy biztosan (1 valdszintiséggel) mindenkinek jusson szék?
Megoldds: 400 szék kell ehhez, ugyanis P(mindenki bent van) = P(X = 400) = 0,640 > 0.

¢) Hany szék kell, hogy legaldbb 0, 99 valészintiséggel jusson mindenkinek szék? (Elég képlettel megadni.)
Megoldds:

13. Van két érmém, az egyik igazsdgos érme, a masik cinkelt, de rdnézésre nem tudom Oket megkiilonboztetni
egymastol. A cinkelt érme 3/4 valészintiséggel mutat fejet. ElGveszem az egyik érmét a zsebembdl, 1/2 eséllyel
az igazsdgosat, 1/2 eséllyel a cinkeltet, és odaadom a hallgat6knak. 30 dobds utén el kell donteniiik, melyik érme
volt, amit elvettem. Hol hizndk meg a dontési hatart? (A 30 dobds koziil hany fej az a maximalis, amikor még
az igazsagos érmére tippelnének?)

Megoldds: A feladat megolddsa a 8-as feladathoz hasonloan torténik, csak az ottani fix 25 érték itt most egy
ismeretlen k paramétert jelent. A fenti levezetés alapjdn
3¢ 1
PCIX = k) = 3k 1 230 2'
Ezt alakitva kapjuk, hogy 3F > 23°, azaz k > 19. Ez azt jelenti, hogy legaldbb 19 fejet dobtunk, akkor mdr azt
mondhatjuk, hogy cinkelt az érménk.



14. Mi a valészintisége, hogy 0, 1,2, 3,4, 5 taldlatom lesz az 6tos lottén?
Megoldds: Jelolje X a taldlatok szdmdt az 5-0s lotton. Ekkor X hipergeometriai eloszldst kovet.

0 ()
)

P(X = k) =

15. Mi a valdsziniisége, hogy 11,12,13,13 + 1 taldlatom lesz a totén, ha felteszem hogy barmely eredményt (1, 2
vagy X) 1/3 val6szintiséggel taldlok el?
Megoldds: Jelolje X a taldlatok szdmdt a toton. Ekkor X binomidlis eloszldst kovet n = 14 és p = 1/3
paraméterekkel.

o= (1) (1) (2)”
== (1) (5) 2 (5)°
roc=1= (1) )5 (5) -
1= (1) (5) 4 (3)’

16. Valaki minden héten egyetlen 6tos lottd szelvénnyel jatszik. Legalabb hany hétig kell jatszania ahhoz, hogy a
hdrmas, négyes, 6tos valdszintisége legaldbb 1/2 legyen? (Ez 3 kiilonallé kérdés.)
Megoldds:

1
2
2( 2
3
132
3

1
(2
3

17. Addig dobunk két kockdval, amig a két kockdn 1év6 szdmjegyek Osszege 12 nem lesz.

a) Mennyi annak a valdszintisége, hogy pontosan nyolcszor dobunk 12-nél kisebb 6sszeget, miel6tt 12-t dob-
nank?
Megoldds: Jeldlje X az elsd 12 dsszeget megeldzd dobdsok szdmdt. Ekkor X pesszimista geometriai el-
oszldst kovet p = 1/36 paraméterrel. Tehdt

e () (3)

b) Mennyi a valészintisége, hogy 6sszesen nyolcszor dobunk?
Megoldds: Jelolje X az elsé 12 dsszegig a dobdsok szamdt. Ekkor X optimista geometriai eloszldst kovet
p = 1/36 paraméterrel. Tehdt

7
35 1
PX=8) == —
x=9=(3%) ()
18. Egy (szabdlytalan) pénzérmét dobunk fel annyiszor, amig fejet nem kapunk. Ha a fej dobds valdsziniisége p,

akkor mennyi a valészintisége, hogy

a) pont k-szor dobunk a fej el6tt?
Megoldds: Jelolje X az elsd fej dobds el6tti dobdsok szdmdt. Ekkor X pesszimista geometriai eloszldst
kovet p paraméterrel. Tehdt a sulyfiiggvény k = 0,1, ... esetben

P(X =k)=(1-p)°p



19.

20.

21.

22.

23.

24.

b) pont k-szor dobunk az érmével?
Megoldds: Jelolje X az elsd fej dobdsig a dobdsok szamdt. Ekkor X optimista geometriai eloszldst kovet
p paraméterrel. Tehdt a sulyfiiggvény k = 1,2, ... esetben

P(X=k)=(1-p)*'p

Dobogatok a kockaval és vondsal szdmolom, hogy hany hatost dobtam. Mi a valésziniisége, hogy a 12. dobdsra
hizom a harmadik vondst? Ha azt szdmolndm ki, hogy mennyi a valdszintisége, hogy 12-szer dobok hatost6l

P

kiilonboz6t, mire kidobom a harmadik hatost, akkor kiilonbozne ez az el6z6 eredménytdl ?
Megoldds: Jeldlje X : a dobdsok szdmdt a harmadik hatos dobdsig. Ekkor X optimista negativ binomidlis el-
oszldst kovet p = 1/6 paraméterrel.

= () () ()4

A madsik kérdésre adott vdlasz kiilonbozik az el6zotol. Hiszen az igy feltett kérdés azt jelenti, hogy 15 dobds-
bol sikeriilt harmadjdra 6-ost dobni. Ekkor is a fenti X a valosziniiségi vdltozo, de ekkor pesszimista negativ
binomidlis eloszldssal.

- () () ()" 5

Egy dobozban N darab cédula van 1-t6] N-ig megszdmozva. Visszatevés nélkiil hizunk n-szer, majd a kihdzott
szdmokat nagysdg szerint sorba rakjuk. Tekintsiik a nagysdg szerinti

a) legkisebbet,

b) legnagyobbat,

c) 2. legkisebbet,

d) 3. legkisebbet,

e) s-edik legkisebbet.

Hatirozza meg ezeknek a valésziniiségi valtozéknak az eloszlasat: adja meg a sulyfiiggvény képletét!

Megoldds:

100 kulcs koziil csak 1 nyitja az elbttiink 1€v6 ajtét. A sotétben nem latjuk, hogy melyik kulcsot probaltuk mar
ki, igy a prébdlgatdsok sordn tobbszor is a keziinkbe keriilhet ugyanaz kulcs. Mi a valdszinfisége, hogy legfel-
jebb 50 prébalkozassal kinyitjuk az ajt6t? Es ha a kiprébalt kulcsokat félretessziik?

Megoldds:

100 kulcs koziil 2 nyitja az el6ttiink 16v6 ajtét. A kiprobalt kulcsokat félretessziik. Mi a valdszintisége, hogy
legfeljebb 50 probalkozasbdl bejutunk? Es mi a valészintisége, hogy pontosan n probdlkozasbdl jutunk be?

Megoldds:

Altaldnositds: Egy dobozban A darab piros és B darab fehér goly6 van. Visszatevés nélkiil hizok az 7-ik piro-
sig. Adjuk meg a silyfiiggvény képletét! Adja meg a sulyfiiggvényt visszatevéses huizas esetén is!

Megoldds:

Egymas utdn kérdezgetjiik az embereket a sziiletésnapjukrél: melyik hénap hdnyadikén sziilettek.



a) Hanyadik embernél ad6dik az els6 olyan sziiletésnap, ami mar kordbban szerepelt? Hatdrozza meg ennek
a val6szintiségi valtozénak az eloszlasat: adja meg a sulyfiiggvénynek a képletét!

Megoldds:

b) Hanyadik embernél adédik a masodik olyan sziiletésnap, ami mar kordbban szerepelt? Hatdrozza meg en-
nek a val6sziniiségi valtozénak az eloszlasit: adja meg a sulyfiiggvénynek a képletét!

Megoldds:



