Matematika A4
V. gyakorlat

1. Folytonos egyenletes eloszlas

Ha egy véges intervallumra ugy dobunk egy pontot, hogy a pont az intervallum barmely részintervallumara annak
hosszéval ardnyos valészintiséggel esik, akkor a pont koordinatija egyenletes eloszlasu az adott intervallumon. Jelolje
a és b ennek a véges intervallumunk két végpontjat. Annak a valdszintisége, hogy egy ilyen eloszlasu véletlen szam
egy d hosszisagu részintervallumba essen (a fentiek alapjan): ﬁ;

az eseménynek megfelel6 halmaz hossza

valészintliség = — —
az egész eseménytér hossza

Hasonl6 elgondolds alapjan ha egy pont egy véges teriiletii siktartomdny barmely részére a kivalasztott rész teriiletével
ardnyos valdszintiséggel esik, akkor a pont helyének eloszldsa egyenletes eloszldsu az adott siktartomanyon:

az eseménynek megfelel halmaz teriilete

valdszinlség = y —— —
az egész eseménytér teriilete

Véges térfogati térrészen értelmezett egyenletes eloszlés esetén:

. az eseménynek megfelel6 halmaz térfogata
valésziniiség = > — .
az egész eseménytér térfogata

Feladatok:

1. Egy szabdlyos haromszogbe kort rajzolunk, mely érinti a haromszog oldalait. A haromszog belsejében egyene-
letes eloszlds szerint valasztunk egy pontot. Mi a valdszintisége, hogy a pont a kor belsejébe esik?

2. Mi a valészintisége, hogy a (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) pontok éltal meghatdrozott négyzetben egyenletesen va-
lasztott pont koordinatai koziil
a) az els6 koordinata legfeljebb kétszerese a masiknak?
b) az elsd koordinata négyzete kisebb a masodik koordinatanal?
3. Egy véletlen téglalapot tgy szerkesztiink meg, hogy mindkét oldaldnak hosszat egymastdl fiiggetleniil 0 és 1

kozott egyenletes eloszlds szerint valasztjuk. Mi a valdszinfisége annak, hogy a téglalap keriilete nagyobb 2
hosszegységnél, és a teriilete kisebb 1/4 teriiletegységnél?

4. Buffon-féle tiiprobléma avagy hogyan kozelitsiik meg a w-t tii és papir segitségével - hires probléma, érdemes
utdananézni: Egy nagy papirlapra 4 cm-enként parhuzamos egyeneseket hizunk, majd egy 2 cm hosszu tiit ma-
gasrol a papirra ejtiink. Mi a valdszin{isége, hogy a tli metszi valamelyik egyenest?
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5. Mi a valdszintisége, hogy 3 fiiggetlen (0, 1)-en vdlasztott pont kéziil pontosan 1-1 essen a (0, %) (
(2,1) intervallumba?

6. 0és 1 kozott két szdmot valasztunk egymadstdl fiiggetleniil, egyenletes eloszlas szerint.



a) Mi a valészinilisége annak, hogy a két szam kiilonbségének abszolut értéke kisebb, mint a kisebbik szdm?
b) A két szdm hdrom darabra vdgja a [0, 1] intervallumot. Mi valészintisége annak, hogy a hdrom részinter-
vallumbdl hdromszoget lehet szerkeszteni?

7. Mi a val6sziniisége, hogy fiiggetlen, (0, 1)-en egyenletes eloszlas szerinti két véletlen szdm koziil az egyik
n-edik gydke kisebb a mdsik m-edik gyokénél, azaz P({/RN D1 < /RN D3)?

8. Egy piros, egy fehér és egy z6ld pontot tesziink a [0, 1] intervallumra egymastdl fiiggetleniil, kiilon-kiilon egyen-
letes eloszlds szerint. Mi a valésziniisége annak, hogy a piros és a z6ld pont kozotti tavolsag legfeljebb L | és a
fehér pont a piros és a zold kozé keriil?

9. Bertrand-paradoxon - hires probléma, érdemes utdnanézni: Egyezziink meg abban, hogy a kor egy hurjit
"hossztinak" nevezziik, ha a hiirhoz tartoz6 kézépponti szog 120 foknal nagyobb, vagyis a hiir hosszabb, mint a
korbe rajzolhat6 egyenl6oldali haromszog oldalanak a hossza. Egységsugart kor esetén ez annyit jelent, hogy
a hiir hosszabb, mint v/3 egység. Mi a valészintisége annak, hogy a kor hiirjai koziil véletlenszertien vélasztva
hosszud hdr adddik, ha a véletlenszer( valasztds az alabbi modszerek egyikét jelenti?

a) A kor egyik atmérgjét véletlenszertien kivélasztjuk ugy, hogy az atmérd irdnyat kijelold szog egyenletes
eloszlasu legyen 0 és 27 kozott, majd pedig a kivalasztott &tmérdn egyenletes eloszlds szerint valasztunk
egy pontot. Azt a hart tekintjiik, mely 4tmegy ezen a ponton, és merdleges az dtmérdre.

b) A kor keriiletén egymastol fiiggetleniil két pontot valasztunk egyenletes eloszlas szerint, és tekintjiik a két
pont altal meghatdrozott hurt.

c) A korlapon egyenletes eloszlds szerint vdlasztunk egy pontot, és tekintjiik azt a hurt, aminek ez a pont a
felez6pontja.

2. Eloszlas- és stirtiségfiiggvény

Az eloszlasfiiggvény x pontban felvett értéke megadja, hogy az X valdszinfiségi valtozé mekkora valdsziniiséggel
vesz fel az x valés szdmnal kisebb értéket: F(z)=P(X <z), zekR
Az eloszlasfiiggvény jellemz6i:

1. a (—o0)-ben 0-hoz, a co-ben 1-hez tart,
2. monoton novekvd (nem feltétleniil szigorian!) vagyis ha x; < x4, akkor F(z1) < F(x3),
3. mindenhol balrél folytonos.

Amikor F(z) eloszlasfiiggvény folytonos: ekkor X eloszldsat folytonosnak nevezziik. Ebben az esetben azt is
feltessziik, hogy van olyan f siiriiségfiiggvény, amellyel F(z) = ffoo f(t)dt, x eR.

Minden olyan = pontban, ahol f folytonos, fennéll, hogy f(z) = F’(x). TetszSleges (a,b) vagy [a, b] interval-
lumba esés valésziniisége a folytonos esetben:
Pla< X <b)=Pla< X <b)=F(b) - Fla) = [ f(t)dt.

A stirtiségfiiggvény tulajdonsagai:

1. f(z) > 0 minden z-re,
2. [ flx)dz =1
Feladatok:

10. Legyen X egy egyenletes eloszlasu valoszintiségi véltozo az (a, b) intervallumon. Mi X eloszlds- és siirliség-
fliggvénye?

11. Az aldbbi fiiggvények melyike lehet eloszlasfiiggvény? (Ahol a fiiggvény nincs megadva, ott automatikusan 0.)
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a)

b)
Gx)=2- 2 ha >0
z+1
9)
Hz)=1—e® ha x>0
d)

Iz)==(4—2) ha 0<z<2 é 1 ha z>2

. Az alabbi fliggvények melyike siirtiségfiiggvény? (Amelyik tartomdny nincs megadva, ott a fiiggvény 0.)

a)

f(ac):2 ha z>1

x
b)
sin(x)
g(x) = 5 ha O<z<2
¢)
1 . T 4 x—1
h(az):gsm(§) ha O<z<m é 3 "In@B) ha z<0
d)

i(x) =22 ha x>0

. Bgy tiizérségi 1ovedék a célteriiletet egy r sugard koron beliil éri el. A koron barmely teriiletre érkezés valo-
szinfisége ardnyos az adott teriilet mérészamaval.Az X valészintiségi valtoz6 jelentse a becsapddds pontjanak
tavolsagat a célteriilet kozéppontjatdl. Hatarozzuk meg X eloszlasfiiggvényét és slirliségfiiggvényét! Mennyi
annak a valészintisége, hogy a lovedék az /2 ill 3r /4 sugarakkal hatdrolt korgyfird belsejébe esik?

. Egy [ hossziisagi ropit taldlomra vdalasztott pontban kettétoriink. Mi az igy keletkezett darabok koziil a rovideb-
bik eloszlasfiiggvénye?

. A [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlédssal és egymastdl fiiggetleniil kijeloliink 4 pontot. Mi a nagysdg szerinti
3. pont eloszlasfiiggvénye? Es a siirliségfiiggvénye? Es ha 10 pontot vdlasztunk, mi a 6. eloszlasfiiggvénye?

. Vilasszunk az egységnégyzetben egyenletesen egy pontot. Jelolje X e pontnak a négyzet legkdzelebbi oldalatol
vett tdvolsdgit. Hatdrozzuk meg az X eloszldsit! Mi annak a valészinfisége, hogy a pontunk tdvolabb van az
oldalaktdl, mint 1/4?

. Egy tavolsagi busz egyenletes eloszlas szerint érkezik a megalléba, munkanapokon 13:00 és 13:15 kozott, hét-
végén 13:00 és 13:10 kozott. Utazdsaim 1/3-a hétvégére, 2/3-a hétkdznapra esik. Mindig 13:00-ra érkeziink a
buszmegélldba. Hatdrozzuk meg a buszra varakozds eloszlasat. Mi annak a val6szintisége, hogy kevesebb mint
5 percet kell varakoznunk?
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Egyenletesen valasztunk egy félkoriven egy pontot, vagyis egy adott {vhosszba esés valdszinlisége ardnyos az
ivhosszal. Az igy kapott pontot a kozéppontbdl kivetitjiikk a félkor atmérdjével parhuzamos érintére, amely
egy szdmegyenes, ahol az érintési pont a 0, és a skdldzdsa megegyezik a félkorével. Mi a kivetitett pont sii-
riiségfiiggvénye? Mi annak a valGsziniisége, hogy a kivetitett pont a (—oo, 2) intervallumba esik? Es annak a
val6sziniisége, hogy a (—1, 1) intervallumba esik? (Az igy kapott eloszlds a Cauchy-eloszlds.)

Egyenletesen valasztunk egy pontot a egységsugaru félkoriven, majd az igy kapott pontot levetitjiik az atmérére.
Mi az igy kapott pont eloszlas- és stirliségfiiggvénye? Mi annak a valdszinfisége, hogy az igy kapott pont a
(—0.5,0.5) intervallumba esik? Mi annak a valészintisége, hogy kisebb, mint 0? Es, hogy kisebb, mint @? (Az
igy kapott eloszlds az drkuszszinusz-eloszlds.)

Egyenletesen vdlasztunk egy pontot a [—1, 1] intervallumban, jel6ljiik ezt X-szel. Mi annak a valdszintisége,
hogy X? < 0.5 ? Es ha a pontunkat a [0, 1]-ben vélasztjuk egyenletesen? Mi lesz X eloszlasfiiggvénye? Es a
stirtiségfiiggvénye?

Hatarozd meg az eloszlas- és stirtiségfiiggvényét az aldbbi valdsziniiségi valtozoknak, tovabba gondolkodjunk
el azon, hogy ha csak a siirliségfiiggvényt ismernénk, hogyan tudnank megmondani az eloszlasfiiggvényt:

a) X =5RND

b) X =2+5RND

¢c) X=-2+5RND

d) X = RND?

e) X =RND™2

f) X = RN D¢ ahol c egy pozitiv konstans

g2) X = RN D*€ ahol c egy negativ konstans

h) X =InRND

i) X=—-—InRND

j) X =25v/RND

k) X =t¢(RND) ahol y = t(x) egy szigorian monoton ngvekvd folytonosan differencilhat6 fiiggvény

1) X =t(RND) ahol y = t(x) egy szigorian monoton csokkend folytonosan differencidlhaté fiiggvény
Legyen az X egy tetszSleges folytonos valdszintiségi viltozé F'(z) eloszldsfiiggvénnyel, U pedig egyenletes
eloszldsu a [0, 1] intervallumon. Tegyiik fel, hogy F'(x) egy [A, B] intervallumon (A lehet —oo, B lehet co)

szigortan novekvd, és F(A) = 0, F(B) = 1. Hatdrozzuk meg F~'(U) eloszlsét! (Altaldnositott inverz
eloszlasfiiggvény haszndlataval nincs sziikség a feltevésekre, de ezzel részletesebben nem foglalkozunk).



