Matematika A4
V. gyakorlat megoldasa

1. Folytonos egyenletes eloszlas

Ha egy véges intervallumra gy dobunk egy pontot, hogy a pont az intervallum barmely részintervalluméra annak
hosszaval aranyos valésziniiséggel esik, akkor a pont koordinataja egyenletes eloszlasu az adott intervallumon. Jelolje
a és b ennek a véges intervallumunk két végpontjit. Annak a valdszintisége, hogy egy ilyen eloszlasu véletlen szdm
egy d hosszisagu részintervallumba essen (a fentiek alapjan): ﬁ;

az eseménynek megfelel6 halmaz hossza

valészinliség = -~ ——
az egész eseménytér hossza

Hasonl6 elgondolés alapjan ha egy pont egy véges teriilet( siktartomany barmely részére a kivalasztott rész teriiletével
ardnyos valdszintséggel esik, akkor a pont helyének eloszldsa egyenletes eloszldsu az adott siktartomanyon:

az eseménynek megfelel halmaz teriilete

valészinliség = - — -
az egész eseménytér teriilete

Véges térfogati térrészen értelmezett egyenletes eloszlds esetén:

az eseménynek megfeleld halmaz térfogata

valészinliség = y ——
az egész eseménytér térfogata

Feladatok:

1. Egy szabdlyos haromszogbe kort rajzolunk, mely érinti a haromszog oldalait. A haromszog belsejében egyene-
letes eloszlds szerint valasztunk egy pontot. Mi a valdszintisége, hogy a pont a kor belsejébe esik?
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egyharmada: r = ‘ZT\/E. Ebbél a kor teriilete Ty, = (“T‘/g)%r. Igy a keresett valdsziniiség: % =

2
A hdromszog magassdga m = , igy a hdromszog teriilete T7 = aT\/E' A beirhaté kor sugara a magassdg

e
2. Mi a val6szintisége, hogy a (0,0), (0,1), (1,0), (1, 1) pontok dltal meghatdrozott négyzetben egyenletesen va-
lasztott pont koordinétdi koziil

a) az elsd koordinata legfeljebb kétszerese a masiknak?
A feltételek szerint x < 2;{/. Igy a kedvezé sikrész a négyze.t % = 5 egyenes feletti része. Ennek teriilete %.
Mivel a négyzet egységnyi, ezért a kérdezett valésziniiség is 4.

b) az els6 koordinata négyzete kisebb a méasodik koordinatanal?
A feltételek szerint x° < vy. Igy a kedvezd sikrész a négyzet y = x* parabola feletti része. Ennek teriilete
1-— fo 22dx = % Mivel a négyzet egységnyi, ezért a kérdezett valosziniiség is %

3. Egy véletlen téglalapot ugy szerkesztiink meg, hogy mindkét oldaldnak hosszat egymastdl fiiggetleniil O és 1
kozott egyenletes eloszlds szerint valasztjuk. Mi a valdszinlisége annak, hogy a téglalap keriilete nagyobb 2
hosszegységnél, és a teriilete kisebb 1/4 teriiletegységnél?



A két oldalhossz mint pontpdr az egységnégyzeten egyenletes eloszldsu. A gyakorlaton excel szimuldcio segitett

a kedvezd sikrész megtaldldsdban és az azzal valo szdmoldsban. A feltételek szerint K = 2x + 2y > 2 és

T =2y < i. 1gy a kedvezd sikrész a négyzet y = x — 1 egyenes feletti és az y = ﬁ hiperbola alatti része

(a két rész metszete). A hiperbola alatti teriilet | 11 ﬁdw = iln(él). A kedvezd teriiletet ebbdl tigy kapjuk, hogy
4

kivonjuk beldle az also % hosszii befogokkal rendelkezd derékszogii hdromszog teriiletét és hozzdadjuk a felsé i

342
hosszii befogokkal rendelkezd derékszogii hdromszog teriiletét: In(4) — % G 2) | 1in(4) — . Mivel a
négyzet egységnyi, ezért a kérdezett valdsziniiség is iln(él) — i.

4. Buffon-féle tiiprobléma avagy hogyan kozelitsiik meg a w-t tii és papir segitségével - hires probléma, érdemes
utdananézni: Egy nagy papirlapra 4 cm-enként parhuzamos egyeneseket hizunk, majd egy 2 cm hosszu tiit ma-
gasrdl a papirra ejtiink. Mi a valészinlisége, hogy a tli metszi valamelyik egyenest?

Vetier Andrds angol nyelvii elektronikus jegyzetében az elsd fejezet 20-21. oldaldn megtaldlhaté a megoldds
excel szimuldciok tdrsasdgdban.

5. Mi a valdszintisége, hogy 3 fiiggetlen (0, 1)-en vdlasztott pont kéziil pontosan 1-1 essen a (0, %) (
(2,1) intervallumba?

), és

wln

b

Wl

Erdemes a pontokat szinesnek képzelni. Ha lerigzitjiik, hogy melyik szinii pont melyek intervallumba esik ak-
kor ennek a valosziniisége ( )3. Ezt meg kell szorozni a lehetséges sorrendekkel(permutdcid), igy a megoldds

31(3)° = -
6. 0 és 1 kozott két szamot valasztunk egymastdl fiiggetleniil, egyenletes eloszlas szerint.

a) Mi a valésziniisége annak, hogy a két szam kiilonbségének abszolut értéke kisebb, mint a kisebbik szdm?
Az egységnégyzeten van egyenletes eloszldsunk. Itt a kedvezd sikrészt érdemes kiilon keresni az y > x és az
y < x esetekben. EIObD tegyiik fol, hogy y > x. Ez azt jelenti, hogy most az y = x egyenes felett keressiik
meg a kedvezd pontpdrokat. Ekkor a feltétel y — x < z-re egyszeriisodik, ami ekvivalens az y < 2z
feltétellel. Igy ebben az esetben az egységnégyzet y = x és y = 2x egyenesek kizti pontjai kedvezdek.
Tegyiik most fel, hogy y < x. Ekkor a feltétel x — y < y-re egyszeriisodik, ami ekvivalens az y > 5
fe_ltétellel, igy ebben az esetben az egységnégyzet y = x ésy = 5 egyenesek kozti pontjai kedvezdek.
Osszességében azy = 2x és y = 5 egyenesek hatdrolta sikrész a kedvezd. Ennek a teriiletét megkapjuk ha
a négyzet egységnyi teriiletébél levonjuk a két oldalsé hdromszog teriiletét. Igy kedvezd sikrész teriilete %
ami tekinvte, hogy egységnégyzettel dolgozunk megegyezik a kérdezett valosziniiséggel. Megjegyzem, hogy

az y = x egyenesre esés valoszintisége 0, ezért nem foglalkoztunk ezzel a lehetdséggel.
b

~

A két szdm hédrom darabra végja a [0, 1] intervallumot. Mi valdszinisége annak, hogy a hdrom részinter-
vallumbél haromszoget lehet szerkeszteni?

Itt is a kedvezd sikrészt érdemes kiilon keresni az y > x és azy < x esetekben. EI6bb tegyiik fol, hogy
y > x. Ekkor a szakaszok hosszai x,y—x, 1 —y. Ilyen hosszokkal pontosan akkor szerkeszthetd hdaromszog
ha bdrmely kettének az dsszege nagyobb, mint a harmadik vagyis hax+y— ;v >l-yy—z+l-—y>az
z+1—y>y—a, vagy ekvivalensen ha y > 5, T < 2, y<zx + . Ez egy g teriiletii hdromszog az y = x
egyenes feletti részen. Ha az y = x egyenes alam részen vzzsgalodunk vagyis feltessziik, hogy y < =,
akkor szimmetria miatt itt is egy % teriiletii hdaromszog lesz a kedvezd sikrész. Figyelembe véve, hogy az
egységnégyzet teriilete 1, a kérdezett valosziniiség % = %.

7. Mi a val6sziniisége, hogy fiiggetlen, (0, 1)-en egyenletes eloszlas szerinti két véletlen szam koziil az egyik

n-edik gydke kisebb a mdsik m-edik gyokénél, azaz P({/RN Dy < /RN D5;)?

Az egységnégyzeten van egyenletes eloszldsunk, a vizszintes tengely adja az RND;-t a fuggoleges pedig az

RNDs-t. P(/RND; < \/RNDQ) ((RNDl) W < RNDy).Igya kedvezo sikrész az y =z fiiggvény

— — m
feletti teriilet, ami 1 — fo xnde=1— e +1 =1- o =

T § +1 Igy a kérdezett valosziniiség 1 —

8. Egy piros, egy fehér és egy zold pontot tesziink a [0, 1] intervallumra egymadstdl fiiggetleniil, kiilon-kiilon egyen-
letes eloszlds szerint. Mi a valészintisége annak, hogy a piros és a zold pont kozotti tavolsag legfeljebb L , és a
fehér pont a piros és a zold kozé keriil?



Itt az egységkockdn beliil a kedvezd térrészt kellene megtaldlni. Ez nem egyszerii feladat. Van egy mdsik, ennél
egyszeriibb megoldds, de ti még a sziikséges eszkdozoket nem ismeritek. Viszont excel segitségével numerikusan
konnyen kozelithetd a valdsziniiség. Egy sorba egymds utdn felvesztek hdrom Rand()-ot, majd ellendrzitek IF;

AND, OR fiiggvények segitségével, hogy teljesiilnek-e a feladatban eldirt feltételek, majd ezt a sort megsokszo-
rozva, relativ gyakorisdggal kozelithetd a kérdezett valosziniiség.

9. Bertrand-paradoxon - hires probléma, érdemes utdnanézni: Egyezziink meg abban, hogy a kor egy hurjat
"hosszunak" nevezziik, ha a hiirhoz tartoz6 kézépponti szog 120 foknal nagyobb, vagyis a hir hosszabb, mint a
korbe rajzolhat6 egyenldoldali haromszog oldaldnak a hossza. Egységsugarti kor esetén ez annyit jelent, hogy
a hir hosszabb, mint v/3 egység. Mi a valésziniisége annak, hogy a kor hirjai koziil véletlenszertien vilasztva
hosszu hir adddik, ha a véletlenszer( vélasztds az alabbi mddszerek egyikét jelenti?

27z

a) A kor egyik atmérgjét véletlenszertien kivdlasztjuk tgy, hogy az atméré irdnyat kijelld szog egyenletes
eloszlasu legyen 0 és 27 kozott, majd pedig a kivalasztott &tmérdn egyenletes eloszlds szerint valasztunk
egy pontot. Azt a hurt tekintjiik, mely dtmegy ezen a ponton, és merdleges az atmérére.

b) A kor keriiletén egymastdl fiiggetleniil két pontot valasztunk egyenletes eloszlas szerint, és tekintjiik a két
pont altal meghatdrozott hurt.

¢) A korlapon egyenletes eloszlds szerint vdlasztunk egy pontot, és tekintjiik azt a hurt, aminek ez a pont a
felezGpontja.

Ez a feladat alkalmas arra, hogy osszezavarjon titeket. Aki bizonytalannak érzi a tuddsdt az inkdbb hagyja
ki ezt a feladatot. Az angol nyelvii wikipédidn (http://en.wikipedia.org/wiki/Bertrand_paradox_(probability))
mindhdrom hozzddlldsbol adodo megolddst megtaldljdtok. A hdrom hozzddllds kiilonbdzd eredményre vezet. Ez
csak ldtszolag paradoxon. A lényeg ott van, hogy a "kor hiirjai koziil véletlenszeriien vdlasztva" kifejezés nem
hatdrozza meg pontosan a véletlen vdlasztdas modjdt. A hdrom megoldds hdrom kiilonbozd pontosabb megha-
tdrozdson alapul. A gyakorlatban ha hasonlo problémdval szembesiiliink, akkor ki kellene kisérletezni, hogy a
hdrom lehetdség koziil most éppen melyikkel is van dolgunk.

2. Eloszlas- és stirtiségfiiggvény

Az eloszlasfiiggvény x pontban felvett értéke megadja, hogy az X valdszintliségi valtoz6 mekkora valdszintiséggel
vesz fel az  valés szdmndl kisebb értéket: Fz)=P(X <z), zekR
Az eloszlasfiiggvény jellemz6i:

1. a (—o0)-ben 0-hoz, a co-ben 1-hez tart,
2. monoton névekvd (nem feltétleniil szigordan!) vagyis ha x; < x5, akkor F'(z1) < F(x2),
3. mindenhol balrél folytonos.

Amikor F(z) eloszlasfiiggvény folytonos: ekkor X eloszldsit folytonosnak nevezziik. Ebben az esetben azt is
feltessziik, hogy van olyan f sifriiségfiiggvény, amellyel F(z) = ffoo f(t)dt, x € R.

Minden olyan = pontban, ahol f folytonos, fennéll, hogy f(x) = F’(x). TetszGleges (a,b) vagy [a, ] interval-
lumba esés valdsziniisége a folytonos esetben:

Pla< X <b)=Pla< X <b)=F(b) - F(a) = [’ f(t)dt.
A stirliségfiiggvény tulajdonsagai:
1. f(x) > 0 minden z-re,

2. _}O flz)dx = 1.

Feladatok:



10. Legyen X egy egyenletes eloszlasu valdszintiségi véltozé az (a, b) intervallumon. Mi X eloszlds- és sirtiség-
fliggvénye?
Eloszldsfiiggvény felirdst érdemes 1igy kezdeni, hogy megvizsgdljuk a trividlis eseteket. Itt ha x kisebb a-ndl,
akkor 0 annak a valosziniisége, hogy X kisebb, mint x. Ha pedig x nagyobb, mint b, akkor 1 valosziniiséggel
kisebb X a x-nél. Ha x a és b kozott van, akkor pedig kedvezd intervallum hossza osztva a teljes intervallum
hosszdval kiszamolhatjuk a kérdéses valdsziniiséget (az a és b kozotti intervallumon van egy egyenletes eloszldsii
valésziniiségi vdltozonk). Igy az eloszldsfiiggvény és derivdltja a siiriiségfiiggvény a kovetkezdképpen irhato:

0 hax < a 0 hax <a
F(z)=14 #% hazelab ;,f(x)={ # hazec]a,b]
1 hax >0 0 hax >

11. Az alébbi fiiggvények melyike lehet eloszlasfiiggvény? (Ahol a fiiggvény nincs megadva, ott automatikusan 0.)
a)
Flz)=14+e¢*" ha —1<z
Mindegyik feladatndl a fent leirt feltételeket kell ellendrizni. Ez nem eloszldsfiiggvény, ugyanis nem igaz,

hogy monton néne. Megjegyzés: A definiciobdl ldtszik, hogy az eloszldsfiiggvény mindig 0 és 1 kozott van,
ez sem teljesiil.

b)

Gz)=2- ha >0

z+1
00-ben 2-hoz tart, tehdt nem lehet eloszldsfiiggvény.
9)
Hz)=1—e® ha x>0
Minden teljesiil (mindenhol folytonos, (—o0)-ben 0-hoz, co-ben 1-hez tart, monoton ndvekvd, és minden-
hol folytonos), ezért ez eloszldsfiiggvény.
d)
I(z):z(élf:c) ha 0<z<2 é 1 ha z>2

A folytonossdg szempontjdbol lehetséges gyenge pont a 0 és a 2, de ha megnézziik ott is folytonos. Egyszeri
derivdldssal kijon, hogy monoton névekvd. A + | — oo-ben jol viselkedik, mivel mindkét helyen egy id6 utdn
a kivdnt konstans lesz, igy ez eloszldsfiiggvény.

12. Az alabbi fiiggvények melyike stirliségfiiggvény? (Amelyik tartomdny nincs megadva, ott a fiiggvény 0.)

flz)=—= ha x>1

Két feltételnek kell teljesiilnie f-re nézve: mindenhol nemnegativnak kell lennie, és a teljes szdmegyenesen
vett integrdlja pedig legyen 1. Mivel a fiiggvény 1-nél kisebb helyeken 0, ezért az integrdlt a kovetkezd
képpen szamolhatjuk:

_Z f(t)ydt = ]oidt =00 #1

(Az % primitivfiiggvénye 2In(t), amely végtelenhez tartva végtelenhez tart.)

s

Igy a fiiggvény nem siiriiségfiiggvény.



b)

g(x) = ha O0<z<2

o

g(x) mindenhol nemnegativ, de az integrdlja a teljes szdmegyenesen nem lesz 1, igy nem stiriiségfiiggvény.

o) 2 . 2
/g(t)dt: / sin(t) g — [_COS(”“")} ~ 0.708073 # 1
0
0

2 2

9)
1 j z £ x—1
h(z) = §Sm(§) ha O<z<m é 3°7"In(B) ha x<0
A nemnegativitdst elég gyorsan lehet ldtni. A teljes integrdl pedig 1 lesz, tehdt ez egy stiriiségfiiggvény.

T

0
sin(t/2) / i1 2 1
_ 1 7 = — — =1
/ 5 dt + 3"~ In(3)dt 3 + 3

0 —oo
d)
i(z) =27 ha x>0

o 2 2

A fiiggvény nemnegativ, a teljes intervallumon vett integrdlja pedig 1, igy stiriiségfiiggvény.

/z’(t)dt:/?e*‘“dt:l
—00 0

13. Egy tiizérségi 1ovedék a célteriiletet egy r sugari koron belill éri el. A koron barmely teriiletre érkezés valo-
szintisége aranyos az adott teriilet mérészamaval.Az X valdsziniiségi valtozo jelentse a becsapddas pontjanak
tavolsagat a célteriilet kozéppontjatél. Hatarozzuk meg X eloszlasfiiggvényét és stiriségfiiggvényét! Mennyi

.

annak a val6sziniisége, hogy a 16vedék az r/2 ill 3r /4 sugarakkal hatdrolt korgyri belsejébe esik?

Szdmoljunk ki egy konkrét értéket! Mi a valdsziniisége, hogy a lovedék egy r /2 sugari kirbe esik? Ez egyeneletes
eloszlds az r sugarii korlapon, igy a vdlasz az r /2 és az v sugarii kor ardnya (a két teriiletet elosztjuk egymdssal):
(r/2)r 1
r2r 4
Szeretnénk kiszdmolni az eloszldsfiiggvényt. X -szel jelolve a tdvolsdgot a kir kozepétdl és F(x)-szel az elosz-
lasfiiggvényt. Ha x € [0, r] akkor:

x sugari kor teriilete 7 2

z
F =PX<zx)= =2 -
(z) ( z) a teljes korlap r2 r

Az F(x) fiiggvény igy fog kinézni:

0 hazxz<O
> haxz€[0,r]
hax >r

‘ 8

Fr) =

)

r

A siiriiségfiiggvény az eloszldsfiiggvény derivdltja. Igy a siiriiségfiiggvény:

f(x):{ % hasclor }

egyébként



14.

15.

s o

Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a lovedék az r/2 ill 3r/4 sugarakkal hatdrolt korgyirii belsejébe esik? A
kovetkezd szamoldsok ekvivalensek, mindegyik jo:

3r/4
3r r 5
FCD-FG) = [ fde =
r/2

Egy [ hosszisdgi ropit taldlomra vélasztott pontban kettétoriink. Mi az igy keletkezett darabok koziil a rovideb-
bik eloszlasfiiggvénye?
Nézziink elGszor egy konkrét példdt! Mi a valdsziniisége, hogy é-nél rovidebb lesz a rovidebbik ropi hossza?
Konnyen ldthato, hogy az | hossziisdgii ropin ha a bal % részén vagy ha a jobb é részén lesz a torés, akkor a
rovidebbik rész hossza kisebb lesz é-nél. Az is konnyen ldtszodik, hogy ha a torés mindkét oldaltol legaldbb ﬁ
tdvol van, akkor a rovidebbik ropi hossza nagyobb lesz é-nél. X-szel jelolve a rovidebb ropi hosszdt:
1. 24
PX<-)="2%=
( 4) l
Altaldnosan, rogzitett x € [0, %] -re pontosan akkor lesz a rovidebbik darab hossza kisebb x-nél, ha a torés

helye az | hossziisdgii ropin vagy 0 és x kozott van, vagy | — x és | kozott. Ez két x hosszii szakasz, igy:

2
F(z)=P(X <) = 79”
Tetszdleges x-re:
hazx <0
F(z)=< 2 haze[0,L]
1 haz> é

A [0, 1] intervallumon egyenletes eloszlédssal és egymastdl fiiggetleniil kijelsliink 4 pontot. Mi a nagysag szerinti
3. pont eloszlasfiiggvénye? Es a siirliségfiiggvénye? Es ha 10 pontot valasztunk, mi a 6. eloszlasfiiggvénye?
A [0,1] intervallumon egyenletes eloszldssal és egymdstol fiiggetleniil kijeloliink 4 pontot. Mi a nagysdg szerinti

s

3. pont eloszldsfiiggvénye? Es a stirliségfiiggvénye?

F(x) = P(nagysdg szerint 3. pont < x) =
P(mind a négy pont < x) + P(pontosan 3 pont < x és egy pont nagyobb x-nél) =

z* + <§>x3(1 —z) =t —423(1 — 2),

ha x € [0, 1], egyébként 1, hax > 1és 0, ha x < 0.
A siiriiségfiiggvény az eloszldsfiiggvény derivdltja:

f(z) = —122% + 202>  hax €[0,1], egyébként 0

Es ha 10 pontot vdlasztunk, mi a 6. eloszldsfiiggvénye?

s

Az el6z6ek alapjdn ha x < 0, akkor 0, ha © > 1, akkor 1, ha pedig = € [0, 1] akkor:

Fy(x) = P(nagysdg szerinti 6. pont < x) =

5 5
10\
1-— ZP(pontosan k.pont < z)=1-— Z (k )xk(l )

k=0 k=0



16.

17.

18.

Vilasszunk az egységnégyzetben egyenletesen egy pontot. Jelolje X e pontnak a négyzet legkdzelebbi oldalatdl
vett tdvolsdgdt. Hatdrozzuk meg az X eloszlasat! Mi annak a valészinlisége, hogy a pontunk tdvolabb van az
oldalakt6l, mint 1/4?

Rogzitsiink egy x szamot, és jeloljiik be azon pontok halmazdt, amelyek x-nél kozelebb vannak valamelyik oldal-
hoz. Ezt elég konnyii megtenni, csak x tdvolsdgra pdrhuzamost kell hiiznunk minden egyes oldallal. A kérdéses
sikidom egy keret lesz 1igy, hogy egy (1 — 2x)(1 — 2x) nagysdgii négyzet fog a kizepébdl hidnyozni. Igy:

Flz)=P(X <z)=1-(1-22)(1 - 22) =4z(1 — z)

ha x € [O, %] egyébként 1, ha © > % és 0, ha x < 0. Annak a valosziniisége, hogy a pontunk tdvolabb van az
oldalaktol, mint %:

HX>?:1—HX<?:1—H?:7

Egy tavolsagi busz egyenletes eloszlas szerint érkezik a megéalloba, munkanapokon 13:00 és 13:15 kozott, hét-
végén 13:00 és 13:10 kozott. Utazdsaim 1/3-a hétvégére, 2/3-a hétkdznapra esik. Mindig 13:00-ra érkeziink a
buszmegélldba. Hatdrozzuk meg a buszra varakozds eloszlasat. Mi annak a val6szinfisége, hogy kevesebb mint
5 percet kell varakoznunk?

Csak a percekkel szdmolunk, hiszen mindig 13 ordval szdmolunk. A hétkdoznapi és hétvégi eloszlds is egyenletes
lesz, csak mds paraméterekkel.

0 haz<0
F‘hétki)‘znap(x) = 1% ha x € [0, 15}
1 hax>15

hax <0
ha z € [0, 10]
ha x > 10

Fhétve’ge (l’) -

—3k ©

(teljes valosziniiség tétele)

F(z)=P(X <ux) P(hétkéznap)P(X < x|hétkoznap)+

2 1
P(hétvége) P(X < z|hétvége) = thé,k(;map(x) + 3 héége(T) =
0 hax <0
2 x 1z
4+ 22 hax € |0,10)
_ 315.7 310 )
F) 2z ha x € [10,15]
1 hax > 15

A siiriiségfiiggvényhez csak derivdlnunk kell:

& hawx€[0,10)
fle)=1{ 7% haze[10,15]
0 egyébként

Mi a valosziniisége, hogy kevesebb, mint 5 percet vdarunk?

25 15 7T

P(X<5):F(5)_§T5+§E_E

Egyenletesen valasztunk egy félkoriven egy pontot, vagyis egy adott {vhosszba esés valészinlisége aranyos az
ivhosszal. Az igy kapott pontot a kozéppontbdl kivetitjiikk a félkor atmérdjével parhuzamos érintére, amely



19.

egy szamegyenes, ahol az érintési pont a 0, és a skaldzdsa megegyezik a félkorével. Mi a kivetitett pont sii-
riiségfiiggvénye? Mi annak a valdszinlisége, hogy a kivetitett pont a (—oo, 2) intervallumba esik? Es annak a
val6sziniisége, hogy a (—1, 1) intervallumba esik? (Az igy kapott eloszlds a Cauchy-eloszlds.)

Az aldbbi dbra mutatja, hogy mirdl van szo. A félkoriven egyenletes eloszlds szerint vdlasztunk egy pontot
(ezek a kis kék pontok), majd a kor kozéppontjabol levetitjiik dket (ezek a zold egyenesek), majd megnézziik
a metszéspontot a szdmegyenessel (ezek lesznek a nagy piros négyzetek). A levetitett pontok (piros négyzetek)
eloszldsdt hivjuk Cauchy eloszldsnak. Vdlasztunk egy pontot az egyenletesen a félkoriven. A kor kozéppontjabol

R
-y |
—_

1. abra. Cauchy eloszlas

nézve szoget rendelhetiink ezekhez a pontokhoz. Jeloljiik Y -nal a ezt a szoget tigy, ahogyan az dbrdn ldthato
—T T

(figyelem, ez a szog itt lehet negativ is). Igy Y egyenletes eloszldsii lesz (55, 5)-n. X-szel jelolve a levetitett
pontot igaz lesz, hogy X = tan(Y") (a szdmegyenes origdja az érintkezési pont). A kérdéses eloszldsfiiggvény:

(mivel arctan mon. né)

F(z) = P(X <z)=P(tan(Y) < x) P(Y < arctan(z))
Ez igaz, hiszen ha van két szamom, pl: 2 és 3, és igaz, hogy 2 < 3, akkor egy szigoriian monoton novekvd
fiiggvényt alkalmazva mindkét oldalon, példdul 3x+10-et, akkor tovdbbra is igaz lesz, hogy 3-2+10 < 3-3+10.
Ezt csindltuk most is, az arctangenst alkalmaztuk mindkét oldalon. Y eloszldsfiiggvényét ismerjiik, igy:
t —(—7/2 1 t
P(Y < arctan(z)) arctan(z) — (—m/2) -1 4 & an(x)

™ ™

A stiriiségfiiggvényhez derivdilnunk kell:

1

f(f):m

Megjegyzem, hogy a felsd képletek tetszbleges valos x-re érvényesek, vagyis most nincsenek trividlis esetek, mds
szohaszndlattal a valosziniiségi vdltozonk nem korldtos.

Egyenletesen vélasztunk egy pontot a egységsugaru félkoriven, majd az igy kapott pontot levetitjiik az atmérore.
Mi az igy kapott pont eloszlds- és stiriségfiiggvénye? Mi annak a valdszinlisége, hogy az igy kapott pont a
(—0.5,0.5) intervallumba esik? Mi annak a val6szintisége, hogy kisebb, mint 0? Es, hogy kisebb, mint @? (Az
igy kapott eloszlds az drkuszszinusz-eloszlds.)

A piros négyzetek eloszldsdst kell meghatdrozni. Y szog legyen az dbra szerint (itt is lehet Y negativ is). Az Y

eloszldsa egyenletes lesz a (— %, 5 )-n. X-szel jelolve a levetitett pont képét X = sin(Y'). Mivel az eloszldsunk

a [—1,1]-ra koncentrdlt, ezért ha x < —1 akkor F(x) = 0, ha = > 1, akkor F(z) = 1, x € [—1, 1] esetén pedig

Py

az eldz0 feladathoz hasonloan:

) (mivel arcsin mon. né (—m /2,7 /2)-n)

Fz)=P(X <z)=P(sin(Y) <z P(Y < arcsin(z)) =

arcsin(z) — (—%)

5 arcsin(zx)

s ) ™
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2. abra. Arcsinusz eloszlasa

Igy a stiriiségfiiggvény x € (—1,1) esetén (egyébként 0):

1
V1 — 22

A kérdésekre a vdlasz:

P(a pont a (-0.5,0.5) intervallumba esik) = P(X < 0.5) — P(X < —0.5) = F(0.5) — F(-0.5) = =

P(X < 0) = F(0) = %
P(X < ?) _ F(?) -:

20. Egyenletesen vélasztunk egy pontot a [—1, 1] intervallumban, jeldljiikk ezt X-szel. Mi annak a valoszmusege
hogy X? < 0.5 ? Es ha a pontunkat a [0, 1] -ben vilasztjuk egyenletesen? Mi lesz X3 eloszlasfiiggvénye? Es a
stirtiségfiiggvénye? Legyen elészor X egyenletes a [—1,1]-n. Ekkor X eloszldsfiiggvénye

0 har < —1
F(z)=q % haze[-1,1]
1 hax >1

Most kiszamoljuk X3 G(x) eloszldsfiiggvényét és g(x) siiriiségfiiggvényét. Legyen x € [—1,1] (ez az érdekes
eset). Ekkor haszndlva a harmadikra emelés szigorii monotonsdgdt és azt, hogy </x a —1 és az 1 kézé esik ha

e-1,1]

G(x)=P(X?<2)=P(X < Vr)=F(¥2) = ‘3/5+1.

2
Igy a kérdéses fiiggvények:
0 hax < —1 0 hazxr < —1
Gla)=4¢ L pagpe[-1,1] p.g@@) =4 2275 haxe[-1,1]
1 hax > 1 0 hax >1

Végezetiil P(X® < 0.5) = G(0.5) = @. Ha X egyenletes a [0,1]-n, akkor ehhez hasonldan kell a
feladatot megoldani, 21-es feladat is szorosan kotddik.

21. Hatdrozd meg az eloszlas- és siirliségfiiggvényét az alabbi valdszintiségi véaltozdknak, tovabba gondolkodjunk
el azon, hogy ha csak a siirliségfiiggvényt ismernénk, hogyan tudndnk megmondani az eloszlasfiiggvényt:



A megolddsban F'(x) jeloli RND eloszldsfiiggvényét:

0 hax<0O
F(x)=< z haz€]0,1]
1 hazx>1

G(z) és g(x) pedig mindig a kiszdmolando eloszlds- illetve siiriiségfiiggvényt jeloli. J6 tudni azt is, hogy ha egy
folytonos valosziniiségi vdltozo eloszlds- vagy siiriiségfiiggvényét kiilonbozd tartomdnyokon kiilonbozd képlettel
kell megadnunk, akkor annak nincs jelentdsége, hogy melyik dgon engedjiik meg az egyenldséget. Megjegyezziik
azt is, hogy érdemes azzal kezdeni, hogy meghatdrozzuk a kérdéses valdsziniiségi vdltozo lehetséges értékeit,
ezzel meghatdrozva a trividlis eseteket.

a) X =5RND

Meg lehet oldani a kordbbi mddszerekkel is, de uigy is, hogy rdérziink 5SRN D egyenletes eloszldsii a [0, 5]-
n, igy az eloszlds- és stirségfiiggvénye

0 haz<0 0 haz<0
Glz)=¢ & hazel0,5] »,gx)=4 ¢ hazel0,5]
1 hax>5 0 haz>5
b) X =2+ 5RND
Most [2,7]-n van egyenletes eloszldsunk, igy
0 hax <2 0 hazx <2
Gz)={ =2 haze[2,7] 3 ,g9(x)=<{ Lt hazel[27]
1 hax >7 0 hax>7
¢) X =—2+5RND
Most [—2, 3]-n van egyenletes eloszldsunk, igy
0 hax < =2 0 haz< -2
Gz)={ =2 hawze[-23] 3 ,g9(x)={ L haxe[-23]
1 hax >3 0 haz>3
d) X = RND?

Specidlis esete az f alfeladatnak, eléaddson szerepelt.
e) X =RND™2
Specidlis esete a g alfeladatnak.

f) X = RN D¢ ahol c egy pozitiv konstans
Legyen x € [0,1] (ez az érdekes eset). Ekkor haszndlva a ¢ pozitiv hatvdnyra emelés szigorii monotonsdgdt
a [0,1]-n és azt, hogy @ 0 és 1 kizé esik (innen tudjuk, hogy az F(x) kézépsé dgdt kell haszndlni)

G(z) = P(RND® < 2) = P(RND < z*) = F(z7¢) = x*.
Igy a kérdéses fiiggvények:
0 hax <0 0 hazx <0
Gx)=4¢ a¢ haze(0,1) p.gx)=4 Lac=' haz e (0,1)
1 hax >1 0 hax >1
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g) X = RN D¢ ahol c egy negativ konstans
Legyen x > 1 (ez az érdekes eset). Ekkor haszndlva a ¢ negativ hatvdnyra emelés szigori monotonsdgdt

G(z) = P(RND® < 2) = P(RND > 2¢) =1— F(z%) =1 — a*.

Igy a kérdéses fiiggvények:

0 har <1 0 haxr <1
G(i’f):{ 1 - }»g(x):{_lxlgl - }

1—=x hax >1

h) X =InRND

Legyen © < 0 (ez az érdekes eset). Késébbi hivatkozds miatt most kivételesen H(x) és h(x) jeloli a
kiszdmolando eloszlds- illetve stiriiségfiiggvényt.

H(z) =P(InRND < z) = P(RND < ¢e%) = F(e) = ¢e".
Igy a kérdéses fiiggvények:
e’ hazx <0 e’ hax <0
H(:c)—{ 1 hawZO}’h(gj)_{O hawZO}'

e

i) X = —In RND A vdltozatossdg kedvéért most az el6zd pontban kiszdmolt eloszldsfiiggvényre fogunk
tdmaszkodni. Legyen x > 0 (ez az érdekes eset).

G(z)=P(—InRND <z)=P(InRND > —z)=1—H(-z)=1—-¢"".

Igy a kérdéses fiiggvények:
0 hax <0 0 hax <0
G(x)_{l—e_”” haxZO}’g(z)_{e_”” hawZO}'

i) X =25V/RND

Az eddigiekhez hasonloan dolgozhatunk. A kérdéses fiiggvények:

Gr)={ % haxe[0,25 ;. .g(x)={ & haxe0,25]
1 ha x > 25 0 hax >1

k) X = ¢(RN D) ahol y = t(x) egy szigorian monoton novekvs folytonosan differencilhaté fiiggvény
Az eddigiekhez hasonléan dolgozhatunk itt is.

G(z) = P(t(RND) < x) = P(RND <t !(z)) = F(t~*(x)).

Szdndékosan nincs behelyettesitve az F(x) fiiggvény a fenti képletbe, mert a t~1(x)-en miilik, hogy melyik
dgdt kellene haszndlni.

g(@) = f(t7 (@)t (@),

ahol f az RND siiriiségfiiggvényét jelili. A képlet egyszeriien a derivdlds ldncszabdlydnak a kovetkezmé-
nye.
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1) X =t(RND) ahol y = ¢(x) egy szigorian monoton csdkkend folytonosan differencidlhaté fiiggvény
Az el6z0hoz hasonloan

G(z) = P(t(RND) < x) = P(RND >t ' (z)) =1 — F(t ().

Szdndékosan nincs behelyettesitve az F(x) fiiggvény a fenti képletbe, mert a t~1(x)-en miilik, hogy melyik
dgdt kellene haszndlni.

’

g(x) = —f(t7 (@)t (2)),

ahol f az RND siriiségfiiggvényét jeloli. A képlet egyszeriien a derivdlds ldncszabdlydnak a kovetkezmé-
nye.

A feladat utal arra, hogy nem drt tudni, hogy egy g(x) siiriiségfiiggvénybdl, a G(x) = ffoo g(t)dt kép-
lettel lehet eloszldsfiiggvényt szamolni. De a g(x) hatdrozatlan integrdljdval is dolgozhatunk ha a beléps
konstanst az eloszldsfiiggvény valamelyik tulajdonsdgdbdl kitaldljuk.

22. Legyen az X egy tetszlleges folytonos valGsziniiségi véltozé F'(x) eloszlasfiiggvénnyel, U pedig egyenletes
eloszldsd a [0, 1] intervallumon. Tegyiik fel, hogy F(x) egy [A, B] intervallumon (A lehet —oo, B lehet oo)
szigortian novekvd, és F(A) = 0, F(B) = 1. Hatdrozzuk meg F~'(U) eloszlsét! (Altaldnositott inverz
eloszlasfiiggvény haszndlataval nincs sziikség a feltevésekre, de ezzel részletesebben nem foglalkozunk).

Jeloljiik G(z)-el F~1(U) valésziniiségi vdltozé eloszldsfiiggvényét. Haszndlva a szigorii monotonsdgot és azt,
hogy U eloszldsfiiggvénye x ha x € [0, 1] adddik:

G(z) = P(F " (U) <x) = P(U < F(z)) = F(x).
Vagyis F~1(U) eloszldsfiiggvénye épp F(x). Ebbél ldtszik, hogy ha adott egy F(x) eloszldsfiiggvény a megfe-

leld feltételekkel, akkor ha az inverzébe Rand()-ot helyettesitiink excelben akkor pont egy F'(x) eloszldsfiiggvé-
nyi valosziniiségi vdltozot szimuldlunk.
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