Hatodik A4 gyakorlat

Folytonos varhaté érték és exponencialis eloszlas

1. A valésziniiségi valtozd vdrhato értéke a folytonos esetben (feltessziik, hogy az eloszlasfiiggvény folytonosan

differencidlhat6, f(x) jeloli a stirliségfiiggvényt):
oo

E(X)= [ zf(x)dz,

—0o0

és tetszbleges t(X) fiiggvényének vérhat6 értéke: E(¢(X)) = [ t(z)f(z)dx.
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2. Exponencidlis eloszlds

Egy val6szintiségi valtozd ordkifju tulajdonsagid (mas néven: memdria nélkiili), ha teljesiil ra a kovetkezd:
P(X > s+tX >t) = P(X > s) minden s,t > 0 esetén. Azaz ha a val6sziniiségi viltoz6 valaminek az
élettartama, akkor az orokifju tulajdonsag jelentése a kovetkezd: amig a szébanforgd dolog ,.é1”, a tovabbi jo-
vGjét illetSleg esélyei olyanok, mint egy ,,ujsziilott” dolognak.

Egy pozitiv értékii folytonos valdszintiségi valtozé akkor és csak akkor 6rokifju tulajdonsdgu, ha exponencidlis
eloszlasu.

Megjegyzés:

Egy X eloszlasrdl azt mondhatjuk, hogy 6regedik, ha P(X > s +t|X > t) < P(X > s) teljesiil rd. Példa: egy
elhaszndl6do alkatrész élettartama.

Hasonléan azt mondhatjuk, hogy fiatalodik, amennyiben P(X > s+¢|X > t) > P(X > s). Példa: egy nagyon
elmaradott orszdgban sziiletett csecsemd élettartama.

A )\ paraméter(i exponencidlis siiriségfiiggvénye: f(z) = e~ 7, eloszldsfiiggvénye: F(x) = 1 — e~ ha
z > 0.

A X paraméter(i exponencidlis eloszlds varhat6 értéke: 1/\. Tehdt ha egy exponenciélis eloszldsd valGszintiségi
véltoz6 varhat6 értéke adott, akkor a paramétere a varhat6 érték reciproka.

Feladatok

1. Legyen X2 egyenletes a [0, 1]-en. Mi lesz X eloszldsa? Mi a varhat6 értéke?

Megoldds: Egyenletes eloszlds esetén: P(X? < x) = z, igy F(z) = P(X < z) = P(X? < 2?) = 22,
ha 0 < x < 1. (Kihaszndltuk, hogy a [0, 1] intervallumon vagyunk, igy a fiiggvény monoton.)

Ebbdl a siiriiségfiiggvény kinnyen adodik derivdldssal: f(x) = F'(x) =2z, ha0 < z < 1.

Innen a vdrhaté érték:

o'} 1 1
E(X)z/ a:f(m)dx:/o x-2xda:=/0 2x2dx=§.
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2. Egy bergengéc DVD napokban kifejezett élettartamanak stirliségfiiggvénye f(x) = ?23’ ha z > 1. Mi annak a
val6szintisége, hogy ha januar 26-an hoztuk haza a boltbdl, akkor februar 1-én még miikodik? Melyik DVD-t
érdemesebb megvenni, a dél-szaharait, aminek strtségfiiggvénye f(z) = ?12 (ha x > 1) vagy a bergeng6cot?



Megoldds: Szerintem februdr 1. 6 nappal van janudr 26. utdn, azaz a keresett valosziniiség P(X > 6). Igy
e < 2 11 1
P(X >6) = dox = —dr=|——| =—.
x>0 = [ fpae= [ Far= 2] -5

Azt a DVD-t érdemesebb megvenni, aminek nagyobb az dtlagos élettartama, azaz aminek nagyobb a vdrhato
értéke. 1gy ki kell szamolnunk a két vdarhato értékeket.
Bergengoc DVD élettartama:

E(X 0 < 92 ) 21%
< = . = - —_ = —_— = [ —— = 2
(XBergengoc) /_Oox f(z)dz /1 T x3dx /1 = dx [ z]

Dél-szaharai DVD élettartama:

E(Xszanara) = / z - f(z)dx = / T - ida: = / 1dx = [Inz]{° = oo.
1 1
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oo

Azaz a Dél-szaharai DVD-t érdemes megvenni.
. Vezesd le, hogy egy A paraméteri exponencidlis eloszlasu val6szintiségi valtozd varhato értéke %!
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Megoldds: A \ exponencidlis eloszlds siiriiségfiiggvénye: f(x) = \e %, ha x > 0. A definicié alapjdn

(o) oo 00 o0 1
E(X) = / zf(x)de = /0 zhe Mdr = [—a:e_’\m]o —l—/o e Mdr =0+ %
— 00

Az integrdlds sordn egyszer kellett parcidlisan integrdlni.

. Egy buszmegilléban annak a valdsziniisége, hogy a kivekezd ¢ percen beliil jon busz 1 — =8¢, Mi annak a
valészintisége, hogy tobb mint 10 percet kell varakoznunk? Es annak, hogy kell varnunk legaldbb 5 percet, de
legfeljebb 10-et? Mi a varakozasi idénk varhat6 értéke? Mi annak a valdsziniisége, hogy ha mér sikerteleniil
vartunk 4 percet, akkor kell még varnunk legaldbb 10 percet?

Megoldds: A feladat egyszerii: megadtdk az eloszldsfiiggvényt.

P( tobb, mint 10 percet vdarunk) = P(X >10) =1—-P(X <10) =1—-F(10) = 1— (1 —e 310) = ¢80

P(legaldbb 5 percet, de legfeljebb 10-et varunk) = P(5 < X < 10) = F(10) — F(5) =

— (1 _ 678-10) _ (1 _ 678-5) _ 6780 - e74()
A vdrhato érték meghatdrozdsdhoz sziikségiink lesz a siiriiségfiiggvényre!
f(x)=8¢% ha t>0

A vdrhato érték (az integrdlt parcidlisan kell kiszdmolni):

E(X) = /t~f(t)dt=/t~8e—8t:%
] /

feltételes valosziniiség

P(sikerteleniil vdrtunk 4 percet, akkor kell még vdarnunk legaldbb 10 percet)
P(X>4é5X >14) PX>14) 1-P(X<14) e 112 w0

P(X > 4) TPX>4  1-PX<4) e °©




Tekintve, hogy az eloszldsfiiggvény alapjdn itt egy 8 paraméterii exponencidlis eloszldsrol van szo, igy a fenti
valosziniiség kiszdmitdsa sordn haszndlhatjuk az eloszlds orokifju tulajdonsdgdt, azaz

P(X>14X >4)=P(X>10)=1-P(X <10)=1—-F(10) =1 — (1 — e 310) = ¢80

. Egy iroddban étlag 5 percenként cseng a telefon. Az utolsé hivds 4 perce volt. Mi a valdszinilisége, hogy az
utolsé hivas és a kovetkez hivas kozti idStartam 5 és 10 perc kozé esik?

Megoldds: Jelolje X a hivdok kozott eltelt idét. Ekkor a feladat szovege alapjdn X exponencidlis eloszldst
kivet A paraméterrel. A feladat szdvege alapjin E(X) = % = b5, azaz A = é Igy az eloszldsfiiggvény
F(z)=1—e"5% haxz > 0.

Annak a valosziniisége, hogy az utolso hivds és a kovetkezd hivds kozti idotartam 5 és 10 perc kozé esik, ha Az
utolso hivds 4 perce volt (azaz az idétartam tobb, mint 4):

POh<X<10X>4)=P1l<X<6)=P(X<6)—-P(X<1)=F(6)—F(1)=

_ (1—e*%)—(1—e’ 1>:e*%—e* :

Itt az elsd egyenldségnél haszndltuk az exponencidlis eloszls orokifjii tulajdonsdgdt. (De aki ezt nem ismeri
fel ezt a tulajdonsdgot, az a feltételes valdsziniiség definicidja alapjdn is szdmolhat és ugyanezt az eredményt
kapja.)

alo

. Egy utcai telefonfiilke foglalt, amikor odaérek. A beszélgetés hossza véletlen, percekben mérve % paraméterd
exponencidlis eloszlasd. Mi a valésziniisége, hogy 5 perc mulva sem keriilok sorra? Mi a helyzet akkor, ha tud-
juk, hogy odaérkezésiinkkor mar 2 perce tart a beszélgetés?

Megoldds: Ebben az esetben az eloszldsfiiggvény: F(x) =1 — e 3% hax > 0.
Annak a valosziniisége, hogy tobb, mint 5 percet kell vdrnom,

IP’(X>5)=1—P(X<5)=1—F(5):1_(1_6—%5):e—%_

Annak a valosziniisége, hogy tobb, mint 7 percig kell varnom, ha mdr két perce beszél (azaz a beszélgetés hossza
tobb, mint 2):

P(X>7\X>2):IF’(X>5)=1—IP>(X<5):1—F(5):1_(1_6—%5):e—%,

Itt az elsd egyenldségnél haszndltuk az exponencidlis eloszls orokifjii tulajdonsdgdt. (De aki ezt nem ismeri
fel ezt a tulajdonsdgot, az a feltételes valdsziniiség definicidja alapjdn is szdmolhat és ugyanezt az eredményt
kapja.)

. Adott tipusti elektromos berendezések 2%-a 1000 tizemdran beliil elromlik. Tegyiik fel, hogy a meghibdsodasig
eltelt id6 exponencidlis eloszlast kovet. Mekkora a valdszintisége, hogy egy ilyen berendezés az atlagosnal to-
véabb mikodik?

Megoldds: Legyen az exponencidlis eloszlds paramétere \. Az eloszldsfiiggvény: F(z) =1 — e ™%, hax > 0.
A feladat szovege szerint F(1000) = 0,02, azaz 1 — e~ 1990 = 0,02, amibsl A = = %8698.
Az exponencidlis eloszlds vdarhato értéke %, igy a feladat kérdése a kovetkezd:

IP’(X>%)zlfIP’(X<§):17F(§):1f(176**%):6*1.



8. Egy orokifja tulajdonsagi villanykorténél % annak a val6szintisége, hogy 2000 6randl tobbet tizemel. Egy va-
rosban 200 ilyen égét helyeziink el. Mi a valdszintisége annak, hogy 200 6ra elteltével éppen 150 ég6 vilagit?

Megoldds: Legyen az exponencidlis eloszlds paramétere \. Az eloszldsfiiggvény: F(x) =1 — e %, ha x > 0.
"2

A feladat szovege szerint F'(2000) = %, azaz 1 — e—2000x — %, amibdl \ = %.

Legyen annak a valdsziniisége p, hogy egy adott égé vildgit 200 dra utdn. Ekkorp = P(X > 200) = 1-P(X <

200) =1 — F(200) =1 — (1 — e7200%).
Igy annak a valésziniisége, hogy a 200-bél 150 égé vilgit, az binomidlis eloszldsi, igy

200
P(150 ég6 vildgit) = (150)19150(1 - )™

9. Bizonyitsuk be, hogy az
IP’(X<$):F(QJ):1767I2 haz >0,
P(Y <y)=G(y)=1-e VY hay>0,
eloszlasfiiggvényekkel megadott X és Y valdszintiségi véltozdk koziil az egyik dregedd, a masik fiatalodd!

Megoldds: Az elsd esetben, haszndlva a feltételes valosziniiség definicidjdt

1-P(X <a+b) 1—F(a+b) o—(a+b)?
1—IF’(X<a) o 17F(a) - e—a?

P(X > a+b|X >a) = = b 2b b P(X >b),

igy a definicio szerint Oregedo.
a mdsodik esetben hasonlo szdmoldssal a kdvetkezdt kapjuk

1-P(Y <a+b) 1—F(a+b) e Vaorb
1-P(Y<a)  1-F(a) e Ve

PY >a+blY >a)= >e*ﬁ:IP>(X>b),

mivel keresztbe szorozva és kihaszndlva az e” fiiggvény szigorii montoton novekdését, ez ekvivalens a
—Va+b> —/a — V0 kifejezéssel, ami négyzetreemeléssel konnyen elendrizhetd. Igy a definicié szerint ez az
eloszlds oregedd.



