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1. Eloszlas paraméterei

. Szamitsa ki a Poisson-eloszlas, a geometriai eloszlds, a standard és dltaldnos normalis eloszlds szoérasat!

Legyen X Poisson eloszldsii \ paraméterrel. Ekkor E(X) = X igy:
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Legyen X pl. optimista geometriai eliszldsi p paraméterrel (vegyiik észre, hogy a kétfajta geometriainak ugyanaz
a szordsa). Ekkor E(X) = 1 , igy:
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Legyen X standard normdlis eloszldsu, vagyis siiriiségfiiggvénye f(x) = \/%6*7. Megmutatjuk, hogy ekkor
vdrhato értéke tényleg 0, és szordsa tényleg 1. Ehhez eldszor vegyiik észre, hogy f(x) egy pdros fiiggvény, emiatt
af(x) pdratlan, igy E(x) = ffc xf(z)dz = 0. Hasonldan, mivel 2 f(x) pdros, igy
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HapedigY = o0 X +pu, akkor E(X) = E(oc X +p) = oB(X)+p=pésD?*(X) =D?* (0 X +p) =D?*(0X) =
o’D?(X) = o2

. Szamitsa ki a A paraméterti exponencidlis eloszlasi X valdszintiségi valtozé szérasat és a varhat6 értéktdl vald
atlagos abszolit eltérését! Mennyi a medidn, az alsé és a felsd kvartilis, illetve dltaldban a p-kvantilis értéke?
(A folytonos F’ eloszlésfiiggvényﬁ eloszlas p- kvantilise az az x, amelyre F'(z) = p; a medidn és a kvartilisek
ennek specidlis esetei rendre p = 5 1lletve értékekkel.)

Ha X exponencidlis eloszldsii A paraméterrel, akkor E(X) = %, igy
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A varhat6 ertektol valé abszolot eltérés: 5ix
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A p-kvantilishez az F(x) = 1 — e~ = p egyenletet kell megoldani, vagyis a p-kvantilis 2 = % In ﬁ. fgy a
medién (p = 3) 2, az als6 kvartilis (p = 1) + In 3 és a felss kvartilis (p = 3) pedig 52

. Szamitsa ki az [a, b] intervallumon vett egyenletes eloszldsi X val6szintiségi véltozé szordsét és dtlagos ab-
szolut eltérését! (Az utébbi az E|X — medidn| vdrhaté értéket jelenti.)

X vdrhato értéke %H’, igy
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Mivel jelen esetben a medidn épp a vdrhato érték, ezért az dtlagos abszoliit eltérés
(|X E(X f_ |r—E(X)|f(x)dr = (mivel a varhat6 értéktd] vett eltérést nézziik) = 2 fiEg)(E(X)—
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. Szémitsa ki az f(z) = 2z ha 0 < z < 1 siiriségfiggvényli X val6szintiségi viltoz6 szérasdt és atlagos
abszolut eltérését!

E(X) = [%, af(x)de = [} 20%de = [30°] = 3
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Konnyen ldthato, hogy az eloszldsfiiggvény F(x) = 22 ha 0 < x < 1, igy a medidn az x° = % egyenlet pozitiv
megolddsa, vagyis f Igy az abszoliit dtlagos elteres
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A késSbbiekben még szuksegunk lesz ra, igyhogy szamoljuk ki a varhatd ertektol vett abszolut eltérést is:
E(X —E(X)]) = 2 = BQX)|f@)dz == 2 [*O(B(X) — 2)f(2)de = 2 fF (2 — x)20de = 2[32° -

2035 = 4((3)° - (3)° - 0) = (3)*

. Mennyi az el6z6 harom feladatban a kovetkezd valdszinlségek értéke (m, o és d a varhat6 értéket, a szorast

illetve az atlagos abszolut eltérést jeloli)?

a) P
b) P
c) P
d P

m—o<X<m+o)
(m—d< X <m+d)
(m—20 <X <m+20)
(m—2d < X <m+2d)

Mivel mindhdrom esetben folytonos eloszldsokrol van szo, igy:
a) Pm—o< X <m+o)=F(m+o0)—F(m-o)
b) Pim—d< X <m+d)=F(m+d)— F(m—d)
c) P(m—20 < X <m+20)=F(m+20)—F(m—20)



d) P(m —2d < X < m+2d) = F(m+ 2d) — F(m — 2d)

Mivel a varhaté érték koriili intervallumokat viszgalunk, igy d-nek mindentitt inkabb a varhat6 értéktol vett at-
lagos abszolut eltérést valasszuk.

Exponencidlis eloszlds esetén F'(z) = 1 — e~** haz > 0, ebbe kell behelyettesiteniazm = },0 = §,d = =
értékeket.

—a

Egyenletes eloszlds esetén F'(z) = =2 haa < x < b (a elbtt 0, b utdn 1), ebbe kell behelyettesiteni az

b—a
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m= 47,0 =735, d = >7* értékeket.

A 4. feladatban szerepl§ eloszlds esetén F'(z) = z2ha0 < z < 1(0el6tt 0, 1 utdn 1), ebbe kell behelyettesiteni

2 1 g (24 g4
azm=3,0=35,d= (5)* értékeket.

. Legyen X egy dobdkockdval dobott szim. Mennyi X szérdsa? Mi a helyzet n oldald "kocka" esetén?

n-oldalii kockdra csindljuk eldszor. Nyilvdn minden értéket % valdsziniiseéggel dobunk és E(x) = "'2"1, igy:
D(X) = E(X?) — (E(X)?) = Yi, 5 — (%51)? = Rl — (nfl)2 = nfd(2eel ol =

i=1" n 2 n 3 2
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. Egy dobozbdl, amiben 4 piros és 6 fehér goly6 van, visszatevés nélkiil kihizok 3 golyét. Jelolje X a kihidzott
piros goly6k szamat! Mennyi X szérasa?

X hipergeometriai elszldsu, lehetséges értékei 0,1,2,3, melyek valosziniiségei rendre pg = o) 3—;),
3
4\ (6 4\ (6 4\ (6
p1= (l)ugi) =2 pp= 7(?1(%) =3 p3= 7(2)1(%’) = 5. Ennek megfeleléen:
3 3 3
]E(X):O%+1%+2%+3%:%
E(X?)=0°% +1285 4228 1 321 — 9
D?(X) = B(X?) - (E(X))? =2 - ()? = # = D(X) = Y1

nAB(A+B—n) )

(Altaldnosan n, A, B paraméterii hipergeometriai eloszlds vdrhaté értéke A’:_—AB, szordsa pedig ATB)Z(ATB=1)

. Legyenek az X;(i = 1...4) valészintiségi véltozok fiiggetlenek és azonos indikdtor eloszldstak, azaz értékiik

J
p valészintiséggel 1 és (1 — p) valészinfiséggel 0! Legyen Y; = > X;(j = 1...4)! Mennyi Y;(j = 1...4)
i=1

szordsa, illetve masodik momentuma p = %, p= %, illetve 4ltalanos esetben?

Vegyiik észre, hogy Y; binomidlis eloszldsi j, p paraméterekkel. Ennek megfelelden pl. j = 2-re:
po=2(1-p)?2=(1-p?2p1=2p(1—p)=2p(1—p),po=2p* =p*

E(Yz) = 0(1 = p)* +1-2p(1 —p) +2p* = 2p

E(Y3) = 0%(1 —p)? + 122p(1 — p) + 2%p® = 2p(1 + 3p)

D*(X) = E(X?) — (E(X))* = 2p(1 + p) — (2p)? = 2p(1 — p) = D(X) = /2p(1 — p)

(Altaldnosan n, p paraméterii binomidlis eloszlds vdrhaté értéke np, szérdsa pedig \/np(1 — p).)

. Egy pontosnak tekinthetd ismerdsiinkkel 7 6rakor van taldlkozénk. Erkezése egyenletes eloszldst, 6t perc szords-
sal. Melyik az a legkordbbi id6pont, amikor ismer&siink biztosan megérkezik?



10.

11.

12.

13.

Ismerdsiink érkezése legyen 7 ora X perc, ahol X egyenletes eloszldsi. Az, hogy T-re volt megbeszélve taldlkozo,
jelentse azt, hogy X vdrhat értéke 0, vagyis X egy [—a, a] intervallumon egyenletes. Ennek szérdsa % = %
ami jelenleg 5. Ebbél kapjuk, hogy a = 5v/3, vagyis 7 6ra 5/3 perc az az idépont, amikor ismerdsiink biztosan
megérkezik.

2. Normalis eloszlasok

oo (oo} (oo}
Mennyi az aldbbi integrédlok értéke, mit jelentenek? (a) | o(z)dx (b) [ zp(z)dx (c) [ |z ¢(x)dz

— 00

(d) 70 22 ¢(z)dx

(a) Az integrdl értéke 1, hisz p(x) stirliségfiiggvény.
(b) Az integrdl értéke 0, hisz ez épp a standard normadlis eloszlds vdrhato értéke.
(¢) Ez a standard normadlis eloszlds abszoliit értékének vdarhato értéke.

0 00 L 2 ) - -

(d) Ez a standard nomrdlis eloszlds négyzetének vdrhato értéke, ami megegyezik a szordsnégyzet és a vdarhato
érték négyzetének osszegével, igy ez 1,

Szamitsuk ki a kovetkezd valoszintiségeket, ha X standard normaélis eloszlasu val6szintiségi valtozd!
@P(-1<X <1)

bLP(-2<X <2)
©P(-3< X <3)

@P(-1< X <1)=d(1) — &(—1) = 20(1) — 1
(b)) P(—2 < X < 2) = B(2) — B(—2) = 20(2) —
©P(-3< X <3)=d(3) — B(—3) = 20(3) — 1

 értékei minden esetben NORM.ELOSZ L(x;0; 1; 1) Excel fiiggvénnyel szdmolhatdak.

Szamitsuk ki azokat az értékeket, amelyeknél kisebbet egy standard normadlis eloszldsu valdsziniiségi valtozé
0.2, 0.9, illetve 0.99 valdszintiséggel vesz fel!

Ezek az értékek az eloszlds megfeleld kvantilis értékei, igy a ®(x) = p egyenletet kell megoldani, amibdl
x=INVERZ.NORM p;0;1)

Tegyiik fel, hogy X eloszldsa normadlis 220 varhat6 értékkel és 10 szérdssal. Szamold ki a kdvetkezd valdszintiségeket:

a) P
b) P
c P
d P

X > 225)

215 < X < 229)

215 < X < 229|X > 225)
X > 225215 < X < 229)

~—~ ~ —~

Mindegyik esetben standardizdlunk. Ha X ~ N (220, 10), akkor Y = 25220 ~ N(0,1)

a) P(X >225)=1-P(X <225) =1—-P(X5220 < 225220) — 1 _ P(Y <0,5) =1 — ®(0,5)

b) P(215 < X < 229) = P(212220 X230  229-230) — P(—(,5 <Y < 0,9) = ®(0,9) — ®(—0,5)
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P(228-220 (X220 (220-220  p(() 5V <0,9)

= T 1-3(0,5)

P(225<X <229
0 P(215 < X < 229|X > 225) = PPN S
$(0,9)—9(0,5)

1—3(0,5)

P (225< X <229 ©(0,9)—3(0,5
d) P(X > 225215 < X < 220) = RE2==220) — 400 -0(05)

O értékei minden esetben NORM.ELOSZL(x;0;1;1) Excel fiiggvénnyel szdmolhatdak, vagy szdmolhatunk
direktben a NORM.ELOSZ L(x;220;10; 1) fiiggvénnyel, az dltaldnos normdlis eloszldsfiiggvényével is.

Egy nagy populaciéban az emberek atlagos testmagassdga 178 cm, a magassdgok szdrdsa 9 cm, és a magassag
normadlis eloszldsnak tekinthetd. Mennyi ekkor annak a valdszintisége, hogy egy véletlenszerlien kivalasztott
személy testmagassaga 169 és 187 cm kozé esik? Mennyi annak a valdsziniisége, hogy ezen személy magasabb
2 méternél? Feltéve, hogy a kivélasztott személy testmagassdga nagyobb, mint 172 cm, mik az el6z6 pontok-
ban kérdezett események valdsziniiségei? Most mennyi az az érték, amelynél kisebb magassag 0.2, 0.9, illetve
0.99 valészintiségti (feltétel nélkiil)? Szimulaljuk excelben egy véletlenszeriien valasztott ember testmagassagat!

Jelolje X egy véletlenszeriien vdlasztott ember testmagassdgdt. Ekkor a feladat szerint X ~ N(178,9), igy
standardizdlva Y = % ~ N(0,1). Az egyes kérdések:
P(169 < X < 187) = P(1625178 « X=IT8  ISTITS) — P(—]1 <Y < 1) = ®(1) — ¢(—1) =2&(1) — 1
P(X >200)=1-P(X <200) =1-P(£HT8 < 200-178) — ] _P(Y < 2)=1-$(2)

<

 P(IT2<X<187) _ P(L2z1T8  X-178 187-178
P(169 <X < 187|X > 172) = P> 1_;(X—91789<17251789)

P(X >200|X > 172) = PE2200) — f:;(??

A kvantiliseket szdmolhatjuk direktben az dltaldnos normdlis eloszlas INV ERZ.NORM (x; 178;9) fiiggvényével,
vagy visszatranszformdlhatjuk a standard nomrdlis eloszlds kvantiliseit:

PX <12) = p<= PY < =58) = p— =8 — INVERZNORM (p;0;1) = = = 9 -
INVERZ.NORM (p;0;1) + 178

O értékei minden esetben NORM.ELOSZL(x;0;1;1) Excel fiiggvénnyel szdmolhatdak, vagy szdmolhatunk
direktben a NORM.ELOSZ L(x;178;9; 1) fiiggvénnyel, az dltaldnos normdlis eloszldsfiiggvényével is.

Egy pontosnak tekinthetd ismersiinkkel 7 6rakor van taldlkozénk. Erkezése normailis eloszldsi, o = 5 perc
szérassal. Melyik az az id6pont, amely el6tt ismerdsiink 0.9 valdszintiséggel megérkezik? Szimulaljuk excelben
imserdsiink megérkezési idejét!

A 9. feladat alapjdn és annak jeléléseivel dolgozunk. Most X ~ N(0,5). Ekkor X 0,9-kvantilise
INVERZ.NOMR(0,9;0;5) = 6,4, igy 7 éra 6 perc és 24 mdsodperc az az idépont, amikor ismerdsiink 0.9
valosziniiséggel megérkezik.

Megfigyelték, hogy egy napszakban egy metrékocsiban az atlagos utaslétszam 80 f6, a széras 20 £6. Mekkora a
val6szintisége, hogy az utaslétszdm egy kocsiban

a) 50 f6 alatt

b) 80 és 100 f6 kozott lesz, ha mindkét esetben feltételezziik, hogy az utaslétszam kozelitheté normaélis elos-
zlassal?

Legyen X az utaslétszam egy metrokocsiban. Ekkor X ~ N(80,20), ekkor Y = X2_080 ~ N(0,1).
@P(X < 50) = P(£;80 < 30280y = P(Y < —1,5) = Phi(—1,5)

(bP(80 < X < 100) = P(8 80 « X80 < 100=80) — P(0 <V < 1) = (1) —

[N

O értékei minden esetben NORM.ELOSZ L(x;0;1;1) Excel fiiggvénnyel szdmolhatéak, vagy szdmolhatunk
direktben a NORM.ELOSZ L(x; 80; 20; 1) fiiggvénnyel, az dltaldnos normdlis eloszldsfiiggvényével is.



17. Egy X val6szintiségi valtozé varhato értéke 0, szérdsa 1. Melyik esetben valészintibb, hogy X > 1 akkor ha

18.

X eloszlasa normélis, vagy akkor, ha egyenletes? (Az (a, b) intervallumon egyenletes eloszlds szorasa )
Ha X standard normdlis eloszldsi, akkor P(X > 1) = ®(3) ~ 0,3085. Ha X egyenletes eloszldsii
valamilyen [a, b] intervallumon, akkor E(X) = “tt = 0 és ]D)Q(X) = b\—[ = 1. Ezekb6l b = —a = /3, igy
P(X>1)=1-F(4)=1- Y2 ~0,35566.

Egy gyar autémotorokba valé gyertydkat készit. A gyertydk miikodési ideje kozelithet normalis eloszléssal,
atlagosan 1170 6ran keresztiil miikodnek, 100 6ra szérdssal. A gyar olyan miikodési id6 garanciat akar véllalni,
amelynél hamarabb csak a gyertydk legfeljebb 5%-a hibdsodik meg. Hany 6ra legyen a vallalt miikodési id6? A
gyertydk miikodési idejének excelben val6 szimuldldsaval ellendrizziik le az el6z6 rész megoldasat!

Legyen X egy véletlenszeriien vdlaszott gyertya mitkodési ideje, ekkor X ~ N(1170,100). A feladat épp ennek
az eloszldsnak a 0, 05-kvantilisét keresi. Ennek megfelelGen a 14. feladat mintdjdra:
x=100-INVERZ.NORM/ (0,05;0;1) + 1170

vagy

x=INVERZ.NORM/(0,05;1170;100).



