Nyolcadik A4 gyakorlat
rovid megoldasi utmutato

2013. november 27.

1. Tobbdimenzios diszkrét eloszlasok

1. Elészor egy kockdval dobunk, majd annyi érmével, ahdnyast a kockaval dobtunk. Mi a valészindsége, hogy a
kockaval 4-est dobunk és az érmékkel 2 fejet kapunk? Mi a valészintisége, hogy 5 fejet kapunk?

Legyen a kockdval dobott érték X, a fejek szdma az érmedobdsok sordn pedig Y. Ha tudjuk, hogy X = k,

akkor'Y binomidlis eloszldsi lesz k és % paraméterekkel. Ennek megfelelden:

P(X=4Y=2)=PY =2X =4P(X =4)= (5)(})i =L

A feladat mdsik részéhez egy teljes valosziniiség tételét haszndlunk, ahol a teljes eseményrendszert a kockadobds

értéke adja:

P(Y =5)= Zle P(Y =5/ X =9)P(X =i) = (hiszatébbi 0) = P(Y =5/ X =5)P(X =5)+ P(Y =

51X = OP(Y = 6) = (373 + (1) = &

2. Van 20 konyvem a polcon. Sorban elolvasom a cimeiket, és mindegyik konyvet 0.6 valészintiséggel leveszem a
polcrol. A levett konyveket még atszelektdlom, és mindegyiket 0.5 valészinliséggel eladom az antikvariumban.
Adjuk meg az eladott konyvek szdmdnak eloszlasat!

Legyen a levett konyvek szama X, az eladottaké pedig Y. X eloszldsa binomidlis 20 és 0,6 paraméterekkel. Y
lehetséges értékei 0,1, . .., 20. Ha tudjuk, hogy X = 1, akkor'Y binomidlis eloszldsti lesz i és 0, 5 paraméterekkel.
P(Y = 1) meghatdrozdsihoz egy teljes valdsziniiség tételét haszndlunk, ahol a teljes eseményrendszert a levett
konyvek szdma adja:

PY =1)=Y2,P(Y =1|X =i)P(X = i) = (hiszatobbi 0) = >0, P(Y = I|X = i)P(X = i) =
S22 (3)(0,6)7(0,4)%°7 (1) (0,5)*

3. Vegyiik azt a két dimenzids diszkrét eloszlast, aminek a valdsziniiségeit az alabbi tablizat hatarozza meg!

X\Y[1 2 3
1 01 02 02
2 (01 02 0
3 101 0 0.1

a) Mi a valdsziniisége, hogy X =2ésY =17
b) Mi a valésziniisége, hogy Y = 37

¢) XY vérhat6 értéke?

d) Feltéve, hogy Y = 3, mi X eloszldsa?

e) Fiiggetlen-e X és Y?



a) Kiolvasva a tabldzarbol -P(X =2,V =1) =0,1

b) A megfelelé sorosszegbdl (igazdbdl az X értéke szerint bontjuk 3 diszjunk eseményre) - P(Y = 3) =
0,14+0+0,1=0,2

¢) X2Y értékei

X\Y |1 2 3
1 |1 2 3
2 |4 8 12
3 |9 18 27

Ezeket az értékeket a megfeleld valdsziniiseégekkel dsszeszorozva:
E(X?Y)=1-0,1+2-0,2+3-0,2+4-0,1+8-0,2+12:-0+9-0,1+18-0+27-0,1=6,7

d) Ehhez az’Y = 3 értékhez tartozo oszlopot kell iijranormdlni az oszlopdsszeggel (hogy 1 legyen az 0sszeg),
vagyis P(Y = 3)-mal. Ennek megfelelben az eloszldsban a valdsziniiségek rendre %, 0,

3
e) X ésY nem fiiggetlen, ugyanispl. 0 = P(X =2,Y =3) #P(X =2)P(Y =3) #0.
2. Siriiségfiiggvény a sikon

4. Az alabbi fiiggvények melyike stirliségfiiggvény? (Amelyik tartomdny nincs megadva, ott a fiiggvény 0.)

a)

4
f(x,y)Zg(ernyry) , ha 0<z<1, O0<y<l1
b)
flz,y)=Ne A=) ha 2>0, y>0
9)
f(z,y) =4ay—10 , ha 2°+y*<1
d)
1
f(rf,y):; , ha 0O<y<z<l

oo oo 11 1
a) f(z,y) nem-negativ, és [ [ f(z,y)dady = [ [ 2(z + 2y + y)dady = 2 [] 7"2—2 ;y + yzlidy =
—00 —00 00 0

1
£ f + Y +y)dy =3 f + 3dy = (3 + 2) = 1, tehdt ez egy stiriisségfiiggvény.

o

b) Ez pont két fiiggetlen \ paraméterii exponencidlis eloszlds egyiittes stiriisségfiiggvénye, tehdt az.
¢) f(0,0) = —10 < 0, tehdt nem az.

oo 0o 1 T 1 1
d) f(z,y) nyilvdan nem-negativ, és [ [ f(z,y)dyde = [ [ Ldyde= [ Zdz= [ 1dz=1tehdt
—00 —00 =0 y=0 =0 =0

ez is siiriiségfiiggvény.



5. Hatdrozzuk meg c-t tigy, hogy f(z,y) slirliségfiiggvény legyen:

flx,y)=cy , ha x>0, y>0, z+y<lLl.

o0 (o]
f(z,y) pontosan akkor nem-negativ, ha c nem-negativ. A mdsik feltétel, hogy integrdlja 1, azaz 1 = f f fz,y)dzdy =
—00 — 00
1 1-y 1
| [ cydedy=c [ y(1—vy)dy= ¢, amibdl c = 6 adddik.
y=0 =0 y=0

o

6. Vegyiik az f(x,y) = \2e M=) (z,y > 0) stirtiségfiiggvényt. Szamitsuk ki az aldbbi események valdsziniiségét:

a) 0< X <lés0<Y <1
b) 1< X <bés2<Y <8
) 0<X<1
d 3<Y <5

1 1
a) PO<X<1,0<Y <1)= [ [ flz,y)dzdy = [Xe  dx- [ e NWdy = (1 — e *)?
0 0

b) P(1<X<52<Y<8) =

Pt— o @5 =
We— o O—r

5 8
f(z,y)dydz = [ Ne ™ dz- [ Ae ™ Mdy = (e *—e ) (e —e™8Y)
1 2
¢) X margindlis eloszldsa kénnyen ldthatd, hogy Exp(X), hisz f(x,y) két ilyen eloszlds siiriiségfiiggvényének
a szorzata, igy Fi(x) =1 — e, tehdt P(0 < X < 1) = Fy(1) — F1(0) =1 — e~
d) Hasonléan az el6z6hoz Fa(x) =1 — e M, tehdt P(3 <Y < 5) = F5(5) — F5(3) = e 3} — 75N,
7. Vegyiik a kovetkez6 2-dimenzids valdszintiségi valtozét: Elsd koordinatija legyen egy véletlen szdm: X =

RN D;. A masik koordinataja pedig ez az érték beszorozva egy masik véletlen szimmal: Y = RND; RN Ds.
Valamint definidljuk a kovetkez6 eseményeket: A = {X > 2} és B={Y < 1}.

a) Hatdrozzuk meg (X,Y") eloszlasfiiggvényét, majd annak segitségével a siiriségfiiggvényét!
b) Az egyiittes stirtiségfiiggvénybdl hatarozzuk meg X és Y perem-stirtiségfiiggvényeit!
c) P(A)=?
d) P(B)=?
e) P(A és B)=?
f) P(AIB)=?
2) P(BIA)=?
F(z,y) =P(X <z,Y <y)
e Haz < 0vagy y < 0, akkor nyilvdn F(x,y) = 0.
e Haz,y > 1, akkor F'(z,y) = 1.
e Hi0 <z <1lésy>1l,akkor F(X,Y)=P(X <z,Y <y)=P(X <z)=ux,hiszX = RND;.

e Vegyiik észre, hogy Y < X mindig teljesiil, igy ha 0 < x < y < 1, akkor F(X,Y) = P(X < z,Y <
y)=P(X <z)=u



eHaz > 1650 < y < 1, akkor F(X,Y) = P(X < 2,Y <y) = PY < y) = P(RND; -
RNDy < y). Ezt a valészinliséget geometriai tton tudjuk szdmolni, mégpedig dgy, hogy dbérzoljuk
azon (RN D;, RN D5) pontokat az egységnégyzetben amelyekre RN D, - RN D < y. Ezt a tartomdnyt
feliilrl el6szor az RN Dy = 1, majd az RND; = 35/5; —~~— fiiggvény hatdrolja, mely az RN Dy = 1-et
y-ban metszi.

RN D,

JR
RN D,

RND,

Teriilete integralszamitassal adédik:

Yy 1
fldt—}-f%dt:y—i—y[lnt]ll/:y+yln§,vagyism> 1és0 <y < lesetén F(X,Y) :y+yln§
0 Y

e Hasonl6an kell eljarni a0 < y < = < lesetbenis. F(X,Y) = P(X < z,Y < y) = P(RND; <
2, RND; - RNDy < y). Akdrcsak el6bb, most is geometriai titon szdmolhatunk, a kapcsl6dé dbra az

P

el6z6nek megfeleléen:

RN D,

_Y__
RN Dy

RN D,
Ennek terulete most:

fldt—l—fydt y+ylnt]y =y+ylnf, vagyis0 <y <z <lesetén F(X,Y)=y+yln$
y

2

Az eloszlasfiiggvénybdl parcidlis derivalasokkal adédik a stirtiségfiiggvény. Minden esetben mi valaszthatjuk
meg a derivaldsok sorrendjét, vagyis, hogy elébb = vagy y szerint derivdlunk, ez megkonnyitheti a dogunkat. A
derivaldsokat elvégezve azt kapjuk f(z,y) = L1 ha0 <y < x < 1, egyébként 0.

w2z 2z

X = RNDy, igy az 6 peremsiirtiségfiiggvénye f1(z) = 1,ha0 < x < 1, egyebkent 0.Y peremsurusegfug-

gvénye az egyiittes stiriségfiiggvénybsl hatdrozhaté meg integrélassal, mégpedig fa(y f f(z,y)dx =



[ +dx = [Inz]} Iny,ha0 <y <1

y

P(A) =P(X > 1)=1 hiszX = RND,
1
3

PB)=P(Y <3)=[—Inydy = —ylny]é =1_-1lni=2102 hiz—Inil=In2
0

13 1
P(AﬂB):P(X> Y < ) ff%dydx:f%dx:h‘%

10 1

2 2

P(A|B) = P(ANB) _ _in2

P(B) 1+in2
P(ANB
P(B|A) = Z557 = in2

. Vegyiik a kovetkezd 2-dimenzids valdszintiségi véaltozot: Elsé koordindtdja legyen X = /RN D;. A masik
koordinatdja pedig ez az érték beszorozva egy masik véletlen szdmmal: Y = /RN D; - RN D>.

a) Szamoljuk ki e 2-dimenzids valészinlségi valtozo stirtiségfiiggvényét!

b) P(Y < 1) =

c) P(Y <y)=?
Az f(x,y) = fopn (y|z) f1(x) dsszefiiggést haszndljuk. 0 < X <<, igy 0 < x < 1-re
Fi(z) =P(X <) =P(/RND; <) =P(RND; < 2%) =2 = fi(z) = (2?) =22 ha0 < z < 1
egyébként 0.

Y = X - RNDy, igy az X = x feltétel mellett Y egyenletes eloszldsii lesz [0, x]-en, tehdt fo1(y|z) = * ha
0 < y < x egyébként 0. Osszegezve azt kapjuk hogy f(x, y) = 2907 =2ha0 <y <x<l, egyébként 0.

Y margindlis stiriiségfiiggvénye fa(y) = f f(z,y)dx = f2dy =2(1—y) ha 0 <y < 1, egyébként 0, igy
y y

PY <y = [ falhdt = [21—t)dt =[-(1—t)}]§ =1— (1 —y)? =2y — y* ha 0 < y < 1 (nyilvdn 0
—o0 0

az értéke, hay <0és1, hay > 1). y= i-re az érték %

3. Kétdimenzios valdésziniségi valtozo fiiggvényének varhato értéke

. Vegyiik a kovetkez6 kétdimenziés valdszintiségi valtozot:
Els6 koordindtdja legyen X = /RN D;. A masik koordinatdja pedig ez az érték beszorozva egy mdsik véletlen
szam négyzetgyokével: Y = /RN D1 - /RN Ds.

a) Szamoljuk ki e kétdimenzids valésziniliségi valtozo stirtiségfiiggvényét!
b) Legyen ¢(z,y) = xy. Mennyi a t(X,Y") valdszinliségi valtozé vérhaté értéke?
¢) Legyen t(z,y) = xy?. Mennyi a t(X,Y") val6szintiségi valtoz6 varhat6 értéke?
X ugyanaz, mint az el6z6 feladatban, igy fi(x) = (22) = 2x ha 0 < x < 1 egyébként 0. Y = X - /RN D,
igy0 <y <azre FQ‘]_(ZAI) P(Y <y|X =2)=P(z-VRND; < y) = P(RND; < (£)?) = (£)?, tehdt
2y

Jap(ylz) = ay(ﬂ)Q 0sszegezve flz,y) =224 = 4y, ha0 < x <y <1, egyébként 0.
1

T 1
E(XY) = f f zyf(z,y)dedy = ff:cy4ydyd = [ [4y*dydz = f%x3da¢ :%
—00 —00 0 1 . 00 L 0 )
E(XY?) = f f ay? f(z,y)dady = [ [xy?4Ldyde = [ [4yPdyde = [2*dx :%
—00 —00 00 00 0



10.

11.

12.

4. Feltételes eloszlas

Legyen X a [0, 1]-en egyenletes, Y pedig az [ X, 1]-en egyenletes eloszlasi valdszintiségi valtoz6. Mi az egyiittes

stirliségfiiggvényiik? Mi X varhato értéke?

filz) = 1, ha 0 < x < l,egyébként O, hisz egyenletes [0,1]-en. fo1(ylr) = = J:, egyebkent 0 hlsz az
X = x feltétel mellet Y egyenletes eloszldsii [x,1]-en. Igy f(z,y) = fi(@) fo(ylz) = 1- ﬂ = ﬂ’ ha

0 < x <y <1, egyébként 0. X vdrhato értéke nyilvdn %

Legyen f(x,y) = % ha0 < y < x < 1, egyébként 0. Vilaszoljuk meg az aldbbi kérdéseket:

a) P(Y €(0.3,0.4)|X =0.5) =7
b) P(Y €(0.3,0.4)| X =0.8) =7
c) P(Y €(0.3,04)|X =x) =?
d) P(X €(0.5,0.0)]Y =0.1) =7
e) P(X € (0.5,0.7)|Y = 04) =7
P(X €(0.5,07)]Y =y) =
A feltételes sﬁrb’t’ségﬁiggvények'
Al ffxydy—f Ldy=1= fop(yle) = 54 =1

foly) = | Flap)de = [ de =~y = fip(aly) = =
—o0 Yy

P(Y €(0.3,04)|X =) = f fop(ylz)dy = f Tdy = 153
Konkrét x érékek esetén csak be kell helyettesztem
0.7
P(X €(0.5,0.7)[Y =y) = f fipp(zly)de = [ -
0.5

Konkrét y érékek esetén csak be kell helyettesiteni.

dx =

wlny " Iny

I fg:f =

_lng
Iny

Legyen X a Duna mai bécsi vizalldsa, Y pedig legyen a holnaputdni budapesti vizallas. Statisztikai megfi-

gyelések alapjan (X,Y) egyiittes siiriségfiiggvénye f(z,y) = 2 (z+ (y —

DHha0<z<1,0<y<l,

egyébként 0. A mért bécsi vizallds ismeretében adjuk meg annak a valészintiségét, hogy holnaputdn Budapesten
alacsony vagyis f-nél kisebb vizallas lesz! (Az adatok nem valdsak, tovabba feltessziik, hogy a vizéllast egy O

és 1 kozotti szam Jellemzi)

o

X=x feltetel mellett Y stiriiségfiiggvénye:
1

_ 133
filz ff:vydy—ff( +(y—DAdy = Sy + CFL) = (o +
0
o+ (y—1)2
x+%
% % 12 13 1
PV < 41X =) = [ fanlle)dy = [ =500y = el + U5 =
—00

_ flzy) _
= file) T

3) = fon(ylz)

13. Legyenek X és Y fiiggetlen 2 paraméter(i exponencidlis eloszldsu valdsziniiségi véaltozok.

a) P(X+Y <3)=?

b) P(X +Y < 2) =2

) P(X+Y <3|X <2)="

d P2<X+Y <3y >1)=?



fi(x) =2e72* haz > 0és fa(y) = 2¢72¥, hay > 0, hisze exponencidlis eloszldstak, és a fiiggetlenség miatt
f(z,y) = 4e ~2(+4), ha z,y > 0.

oo z—T zZ zZ—X

PX+Y <2z2) = [ [ flz,y)dyde = f f de2E ) dyde = f4e*2‘” |67 %dx = f2 —2
—00 —00
e )y = [—e 2 — 2 Bg)i =1 — e 2 — 22’6 22=1-(22+1)e 5

z = 3-ra csak ebbe kell behelyettesiteni.

P(X+Y <3|X <2) = —P<X;&<32§<<2>

2 3—=x 2 3—x
P(X+Y <3,X<2)= [ [ flz,y)dydz = [ f 4e~? r+y>dydx—f4e*2x e 113 “d:z:_fZ —2_
0

— 00 —0O0

e O)dr = —2eaff=1-et —de " =P(X +V <3[X < 2) = dmelae®

P(2<X+Y<3,Y>1
P(2< X+Y <3|y >1) = PESLtIol
Felrajzolva, hogy hol kell integralni:

13—
P2<X+4Y <3Y>1 =/ f e~ 2@ V) dyda + f f 4e 2@V dydy = f4e*2z B
02—
2 1
f4 72£E[ — H z f 676)672wd$+f 2(672672w—676)d$ — (674_676)[_6721](1)_’_[_67267293_
1 0
2¢792]? = 2e* —5e7 6 +¢7® (lehet, hogy el van szamolva) =PR2<X+Y <3y >1)= %

5. Fiiggetlenség

14. Fiiggetlenek-e az alabbi egyiittes stiriségfiiggvénnyel rendelkezd valdszinidségi valtozok?

a) f(z,y) = 1haO<y<:E<1

b) f(z,y)=2ha0<y<z<1

¢) f(z,y)=1/2ha0 <z <1é0<y<2
d) flz,y)

a) Kordbbi feladatokban mdr szdmoltuk, hogy f1(z) = 1,ha0 < z < 1és fo(y) = —Ilny,ha 0 < y < L.
Nyilvan fi(x)f2(y) # f(x,y), igy nem fiiggetlenek.

)

)

=2"TWha0 < xés0 <y

b) fi(z f2dy—2xha()<a:<1

fa(y) =f2dy:2(1—y),ha0< y<l1
Y
Nyilvan fi(x)f2(y) # f(x,y), igy nem fiiggetlenek.

7 _ 2

Az el6z6 két esetben az, hogy nem fiiggetlenek abbdl is latszott, hogy az egyiittes siiriségfiiggvény tartdja
nem teglalap alakd volt.

©) fi(x fdyflha()<x<1

f idy=3ha0<y<2
Nyilvén fl( Vfo(y) = f(x,y), tehdt fiiggetlenek.

d) Ez nem siiriségiiggvény.



15.

16.

Vegyiik az alabbi stiriségfiiggvényt:
flz,y) =242y ,ha O0<z, O<y, x4+y<l

a) Fiiggetlen-e X és Y?
b) P(X <u,Y <v)=7, aholu,v >0 é u-+v<l.

Nem lehetnek fiiggetlenek, mert f(z,y) tartéja nem téglalap alakd. (Olyan x és y értékekre, amelyekre 0 <
x,y <ldex+y>1, f(z,y) = 0, holott ezekre az értékekre sem f1(z), sem f2(y) nem 0, igy f1(z)f2(y) =
f(z,y) nem dllhat fenn.)

Mivel u,v > 0és u + v < 1 ezért egy szép tartomdnyon kell integrélni:

P(X <u,Y <) = [ [, 24zydydx = 24 [ xdx [ ydy = 637y

Vegyiik az alabbi stirliségfliggvényt:
flz,y)=1,ha 0<z<1, 0<y<2(1-ux).

a) P(X <z,1<Y <32)=?
b) Fiiggetlen-e X és Y?

A tart6 alakjabol megint 1atszik, hogy nem fiiggetlenek.

PX<uzl1<Y < %) most nem mads, mint a megfelel6 tartomany teriilete, hiszen az 1 fiiggvényt kellene

ezen integrdlni. Felrajzolva a feltételt teljesitd (z,y) pontokat a siirliségfiiggvény tartdjan, azt kapjuk, hogy ha

z < i, akkor ez a tartomdny egy téglalap, melynek teriilete 3, ha xz > %, akkor ez a tartomdny egy trapéz,

melynek teriilete 1—36 és ha i <z< %, akkor ez a tartomdny az el6bbi trapéz minusz egy haromszog, és teriilete

3 3—x)(1-22) 3 (; o Z‘)2

2

16 2 16



