Matematika A4
IX. gyakorlat megoldés

1. Varhato érték és szoras tulajdonsagai
. Szamitsd ki a binomidlis eloszlas szdérasat!

Megoldds: A sok lehetséges modszer koziil itt egy tobb esetben is alkalmazhatoval szdmolunk. Eldszor is

meg kell hatdroznunk a
(. i n—i
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osszeget. Ennek céljdbdl i-t Lt' |,—y alakba irjuk, hisz $:t° = it'=1, tehdt t = 1 helyettesitéssel i-t kapunk.
Felhaszndlva a derivdlt lmearttasat és a binomidlis tételt,
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A szordsnégyzet meghatdrozdsdhoz sziikségiink van a mdsodik momentumra is. A fent leirt triikkot, most az
Ly 2 . 2 . .7
i(i—1)= %tl |t=1 formdban tudjuk alkalmazni. Igy
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Igy
D*(X) = E(X?) - [E(X)]* = E(X? - X) + E(X) — [E(X)]* = n(n — 1)p* + np — (np)* = np(1 — p).
Azaz D(X) = /np(1 — p).
. HaE(X) = 1 és D?(X) = 5, hatdrozd meg E[(2 + X)?] értékét!
Megoldds:

E[(2+ X)) =E(4 +4X + X?) = E(4) + ‘E(4X) + E(X?) =

=4 H+4AE(X)+D*(X)+ [E(X)? =44+4-1+5+1% = 14.

A feladat megolddsa sordn haszndltuk a vdrhato érték linearitdsdt és egyéb tulajdonsdgait.

. Legyenek X és Y fiiggetlen és azonos eloszlasu valészintiségi valtozok p varhatd értékkel és o szérassal.
Szamold ki az E[(X — Y)?] értékét.

Megoldds:

E[(X —Y)?] =E[X? - 2XY + Y?| = E(X?) - E(2XY) + E(Y?) =
=D*(X) + [E(X)]* + 2E(X)E(Y) + D*(Y) + [E(Y)]? = 2(6* + p?) — 2 p® = 207,



A megoldds sordn itt is haszndltuk a vdrhato érték linearitdsdt, illetve azt, hogy fiiggetlen valdsziniiségi
vdltozok szorzatdnak vdrhato értéke megegyezik a vdarhato értékek szorzatdval.

. A zsebemben 1évé 5, 10, 20, 50 és 100 forintos érmék szama fiiggetlen Poisson(\) eloszldsu valészintségi
valtozok. Hatdrozd meg apropénzem értékének varhato értékét és szordsat.

Megoldds: Jelolje Y a zsebemben lévd apropénzem értékét, és X; a zsebemben 1évd 1 forintos érmék szdmadt,
1 =5,10,20,50,100. A szoveg alapjdn X; Poisson eloszldst kovet. Ekkor

E(Y) = E(5X5 + 10X19 + 20X20 + 50 X50 + 100X 100) =
=E(5X5) + E(10X10) + E(20X20) 4+ E(50X50) + E(100X100) =
= 5E(X5) + 10E(X10) 4 20E(X20) + 50E(X50) + 100E(X100) =
= 5A + 10\ + 20X + 50\ + 100\ = 185).

Itt ismét a vdrhato érték linearitdsdt hasznéltuk. A szords kiszdmitdsdhoz eldszor a szordsnégyzetet szdmoljuk
ki.
D*(Y) = D?(5X5 + 10X 19 4+ 20X 20 + 50X50 + 100X 100) =
=D*(5X5) + D?*(10X10) + D?(20X20) + D?(50X50) + D?(100X100) =
= 5?D*(X;5) + 10*D?(X19) + 20°D?(X20) + 50°D?(X50) + 100°D?(X100) =
=52\ + 102\ 4 202\ + 502\ 4 100%\ = 13025\.

Igy D(Y) = V13025 Itt a megoldds sordn felhaszndltuk a szordsnégyzetre vonatkozo tulajdonsdgot fiig-
getlen valosziniiségi valtozok esetén.

. Egy kisvdros négyzet alakd, a négyzet oldalai 3 kilométer hossztiak. A véros (0,0) koézéppontjdban van a
koérhdz, és a véros utcdi négyzethdld szerliek. Ezért ha a véros (z, y) pontjan torténik egy baleset, a mentSnek
|x|+|y| tdvolsdgot kell megtennie a balesettdl a korhdzig. Ha egy baleset a varoson beliil egyenletes eloszldsi
helyen kovetkezik be, szamoljuk ki a betegszallitds varhaté hosszat.

Megoldds: A feladat szovege alapjdn a baleset helye modellezhetd egy (X,Y) pdrral, melyek egyiittes el-
oszldsa egyenletes a [—1.5,1.5] x [—1.5, 1.5] négyzeten, azaz az egyiittes siriiségfiiggvény itt 3% egyébként
zérus és az is rogton adodik (mivel téglalapon vagyunk), hogy X és'Y (a margindlisok) fiiggetlenek egymds-

t6l, mindkettd egyenletes eloszldsii a [—1.5,1.5] intervallumon. Azaz a betegszdllitds vdrhato hossza:
1.5

1 2
| el de= 15 % 15 = S _ 15,

B(X]| + 1Y) = BlX]| + Ely| = 2]x| =2 :

utobbi levezetésben rendre a kovetkezdket haszndltuk: a vdrhato érték linedris (Osszeg vdrhato értéke a vdir-
hato értékek osszege), X és'Y azonos eloszldsi (a fiiggetlenség itt nem kell, az ahhoz kellett, hogy X és 'Y is
egyenletes).

2. Kovariancia és korrelacio
. X ésY egyiittes stirtiségfiiggvénye

£ ) 60zy? ,ha0<z<1,0<y<1-—uz,
x,y) =
0 , egyébként.

Hatdrozzuk meg a kovariancidjukat.

Megoldds: A kovariancidhoz kellenek a vdrhato értékek, ezért ezekkel kezdjiik:
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Azaz Cov(X,Y) =E(XY) —-E(X)E(Y) =1 - 11 =—1L.

s

7. X ésY egyiittes stirtiségfiiggvénye

1
—27% ha0<z<oo, 0<y<u,
fla,y)=q
0 , egyébként.
Hatarozzuk meg a kovariancidjukat.

Megoldds: Ismét a vdarhato értékek meghatdrozdsdval kezdjiik a feladatot:
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Ebbél a kovariancia Cov(X,Y) = E(XY) —E(X)E(Y) =
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8. X ésY egyiittes stirtiségfiiggvénye

1
—e Wte/Y) hag > 0, y >0,
flzy)=9q Y
0 , egyébként.
Hatdrozzuk meg E(X) és E(Y") értékét, valamint mutassuk meg, hogy Cov(X, V) = 1.

Megoldds: Ismét a vdarhato értékek meghatdrozdsdval kezdjiik a feladatot:
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Igy a kovariancia: Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) = 2 — 1 x 1 = 1. (Itt az integrdldsokat parcidlis
integrdldssal végeztiik.)



9.

10.

11.

Legyen X az a szdm, ahdnyszor 1-est latunk, Y az a szdm, ahdnyszor 2-est latunk ha n-szer dobunk egy
szabdlyos kockdval. Szamoljuk ki e két valdszintiségi valtozo korrel4dcids egylitthatdjat.

Megoldds: A feladat megolddsdnak a kulcsa az, hogy az X|Y = j feltételes eloszlds binomidlis n — j,
illetve p = % paraméterrel (ahol 0 < j < n egy rogzitett természetes szdm). Ennek a vdrhato értéke tehdt:

np = "=L. [lletve a margindlisok is binomidlis eloszldsiiak n, illetve p = L paraméterrel. Azaz BE(X) =
5 6

E(Y) = &, D*(X) =D*(Y) = n x %% ésE(X?) =E(Y?) =D*(Y) + [E(Y)]? = n x é% + g—j = 26—5.

Azaz

n n n—j
E(XY) = > ijP(X=iY =5 => j|> iP(X=i]Y=j)|PY =j)=
i,j=0 j=0 Li=0
" on—j . 1< . . . n 1
= YR =)= £ > i(n— B = j) = ZE(Y) - ZE(Y?) =
j=0 j=0
2
_ Qxﬁilfvan :i(nQ—n),
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ahol kihaszndltuk az XY valdsziniiségi vdltozo vdarhato értékére vonatkozo képletet, a feltételes eloszlds
definiciojat. Vagyis:

Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y) = %(rﬂ —n)— % = _%,

azaz negativan korreldlt X és'Y, ami intuitive vildgos is, hiszen minél tobb a 2-es dobdsok szdma, anndl
kevesebb 1-es dobdst ldtunk nagy valdsziniiséggel. Azaz a korreldcios egyiitthato:

_Cov(X,Y) -2 1
") = o)D) %6 T E

Egy dobdkockat kétszer feldobunk. Legyen X a dobdsok Osszege, és Y az elsé dobds minusz a masodik
dobds. Szamoljuk ki Cov(X, Y)-t. Fiiggetlenek-e¢ X és Y?

Megoldds: Eldszor itt is a vdrhaté értékek kiszdmoldsdval kezdjiik:
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Ez utobbi szamoldsban kihaszndltuk azt a szimmetridt, hogy minden tag pozitiv és negativ alakban is el6fordul

az dsszegben, igy végiil 0- tkapunk a vdrhatd értékre. Igy Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 0.
Ugyanakkor X és Y nem lesznek fiiggetlenek, mert példdul P(X = 3) = 3—26, PY = -1) = %, mig

P(X =3,Y = —1) = 4. Azaz nem teljesiil a P(X = 3) -P(Y = —1) = P(X = 3,Y = —1) azonossdg.
Tehdt ha két vdltozo kovariancidja 0, az még nem jelenti azt, hogy ezek a vdltozok fiiggetlenek.

Ha X, X5, X3, X4 paronként korreldlatlan valészintségi valtozok O varhaté értékkel és 1 szérdssal, sza-
moljuk ki

(a) X1+ X2 és Xo + X3;
(b) X1 +X2 és X3 +X4

korrelacids egylitthatdjat.

Megoldds: A kovariancia linearitdsdt haszndljuk mindkét esetben:



(a) COV(Xl + Xo, Xo + Xg) = COV(Xl,XQ) + COV(Xl,Xg) + COV(XQ,XQ) + COV(XQ,X3) =0+
0 + D?(X3) + 0 = 1, mivel pdronként korreldtlanok voltak az X;’k és 1 volt a szérdsuk. Emellett
D?(X; + X2) =D*(X;) +D?(X5) =14+ 1 =2 D*( Xz + X3) =D?(X5) + D?(X3) =1+ 1 =2
Tehdat

COV(X1 +X2,X2+X3) 1

X1+ Xo, X + X3) = T2
M+ X X+ ) = B R DX+ X 2

(b) Hasonléan az elébbiekhez, haszndlva a kovariancia linearitdsdt:
COV(Xl + Xo, X3+ X4) = COV(Xl, X3) + COV(Xl, X4) -+ COV(AXQ7 Xg) + COV(Xg, X4) =0+0+
04 0= 0. Azaz ekkor (X1 + X2, X3+ X4) = 0.

12. Bizonyos kaszindkban a kvetkezd kockajatékot jatszak: az A jatékos dob egy kockdval, azutdn a B jatékos is

13.

dob egy kockaval. Ezt kdvetéen a Bank is dob egy kockaval, és az a jatékos nyer, akinek a dobdsa magasabb
volt a Bank dobdsanal (mindkét jatékos is nyerhet egyszerre). Legyen

x 1 ,ha Anyer, 1 ,ha B nyer,
"] 0 ,egyébként, 0 ,egyébként.

Mutassuk meg, hogy X és Y pozitivan korreldltak. Magyardzzuk meg széban is ezt az eredményt.

Megoldds: A pozitiv korreldltsdghoz az kell, hogy a vdltozoink kovariancidja pozitiv legyen. Ezt fogjuk
tehdt meghatdrozni. Ehhez szokds szerint ki kell szdmolnunk a megfeleld vdarhato értékeket:

6
E(X) =1-P(A nyer) + 0 - P(A nem nyer) = Z P(A nyer|Bank i-t dob) - P(Bank i-t dob) =
i=0
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Szimmetriai okok miatt E(Y') = 33 is teljesiil. Illetve

E(XY) = 1-P(A nyer, és B nyer) + 0 - P(A nem nyer vagy B nem nyer) =
6
= Z P(A nyer, és B nyer|Bank i-t dob) - P(Bank i-t dob) =
i=0
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A szdmoldsok sordn a Bank dltal dobott értékre haszndltuk a Teljes Valosziniiség Tételét. Ezek alapjdn
55 15 15 305
Cov( X, V) =EXY)-EX)EY)= — — —  — = —.
ov(X.Y) = B(XY) ~EX)EY) = 575 ~ 55" 36 ~ 1296

Ezzel pedig beldttuk, hogy a vdltozok valoban pozitivan korreldltak, ami azt jelenti, hogy feltéve, hogy az
egyik jdtékos nyert, az csak noveli az esélyét annak, hogy a mdsodik jatékos is nyerni fog.

HaY = aX + b, mutassuk meg, hogy

+1 ,haa>0,
—1 ,haa<0O.

Megoldds: Eldszor itt is a Cov(X,Y') mennyiséget kell kiszdmolnunk. Haszndlva a kovariancia linearitdsdt
kapjuk, hogy

Cov(X,Y) = Cov(X,aX +b) = Cov(X,aX) + Cov(X,b) = aCov(X, X) + 0 = aD?*(X).

A szordsnégyzet tulajdonsdgai alapjdn: D*(Y) = D?(aX + b) = a®’D?(X), azaz D(aX + b) = |a|D(X).
Ezek alapjdn
2
(X, V) = Cov(X,Y) _ aD*(X) _a
DX)-D(Y)  D(X)-[aD(X) |af

Ezt pedig pontosan azt adja, amit a feladatban be kellett ldtni.




14. Ha Z standard normdlis eloszl4st, akkor mennyi Cov(Z, Z2)?

15.

16.

17.

Megoldds: A feladat megolddsdban felhasnzdljuk, hogy ismerjiik a normdlis eloszldsi valoszitiségi vdltozto
minden pdratlan momentuma 0 (azaz B(X*) = 0, ha k pdratlan). Igy

Cov(Z,Z2?)=E(Z - Z*) - E(Z) E(Z?) =EZ® -E(Z) -E(Z*)=0-0-(1-0) =0.

Legyen Z standard normélis eloszldst, és Y = a + bZ + cZ?. Mutassuk meg, hogy

b

T(Y, Z) = \/ﬁ

Megoldds: It ismét el6szor a Cov(Y, Z) mennyiséget kell kiszdmolnunk. Haszndlva a kovariancia line-
aritdsdt, illetve az elétd feladat eredményét kapjuk, hogy

Cov(Y, Z) = Cov(a + bZ + cZ?,Z) = Cov(a, Z) + Cov(bZ, Z) + Cov(cZ?*, Z) =
=0+ bCov(Z,Z) 4 cCov(Z,Z%) = bD*(Z) + cCov(Z, Z*) =b+c-0=1b
A szordsnégyzet tulajdonsdgai alapjdn:
D*(Y) = D*(a + bZ + cZ?) = b*D*(Z) + *D?*(Z?) + 2bcCov(Z, Z%) = b* 4 ¢* - 2.

Ugyanis D*(Z?%) = E(Z*) — [E(Z?)]? = 3 — 1 = 2, ahol ismét haszndltuk, hogy standard normdlis eloszlds
negyedik momentuma 3. Igy D(Y') = /b2 + 2¢2. Ezek alapjdn

_ Cov(X,Y) b
") 5w) bz T Ve

Ezt pedig pontosan azt adja, amit a feladatban be kellett ldtni.

Egy hibétlan érmével dobunk hdromszor. Jelolje X illetve Y a dobott fejek illetve irasok szamat. Szamoljuk
kia Z := XY valdszinlségi véltoz6 varhat6 értékét és szorasat.

Megoldds: Tudjuk, hogy X = 0,1,2,3 ésY = 0,1,2,3 értékek lehetségesek, ahol X +Y = 3 teljesiil,
kiilonben mds egyiittes értékek esetén az egyiittes valosziniiség 0 lesz. Emellett ismertek a kovetkezd valoszi-
niiségek: P(X =0) =P(Y =3) =L, P(X =1)=PY =2) =2 P(X =2)=PY =1) =3 és
P(X =3) =P(Y =0) = &. Ezek alapjdn

1 3 3 1 12 3
E(XY)=S ijP(X =i, Y =j)=0-3- = +1-2-242.1.240.3. ~ = —=—2
( );m( Y = j) g tl2 o421 0403 =2 =2,
1 3 3 1 24
EX2Y2: ~2~2PX:~Y:~:02.32_7 12_22_7 22_12.7 02.32.7:7:3
( );w( .Y =) ot ot et =g =%

leyD(XY) = L.

Egy grdf csiicsokbdl, és a cstcsokat 0sszekotd élekbdl all. Tekintsiink egy grafot, melynek n cstcsat 1-
t6l n-ig megszamoztuk, és tegyiik fel, hogy mind az (g) csucspar kozott egymastol fiiggetleniil van él p
val6szintiséggel, és nincs él 1 — p valdszinlséggel. Az i cstics D; fokszdma az ¢ csicsbdl kiindulé élek
szdma.

(a) Mi a D; véletlen szam eloszlasa?

(b) Hatdrozzuk meg a D; és D, viltozék o(D;, D;) korreldciés egyiitthatéjat. (Tipp: definidljuk X;-t mint
az 1-bdl induld, de nem j-be érkezd élek szamdt, és I;;-t mint az 4 €s j kozotti €l meglétének indikdtorat.
Fejezziik ki D;-tés Dj-taz X;, X, és I;; véltozokkal, ezutdn szdmoljunk korreldciot.)



