Villamosmérnok A4 — 11. hét
Kétdimenziés normalis eloszlas, cht - Megoldasok

Kétdimenzios normalis Gsszefoglalas

Egy kétdimenzios (X,Y") valoszintiségi valtozo kovariancia matrixa:

v Var(X) Cov(X,Y)
~\ Cov(X,Y) Var(Y)
Korrelacios egyititthaté: r(X,Y) = %.
Kétdimenzios normalis eloszlas: Standard kétdimenzios normalis eloszlasta egy (U, V) par, ha strtség-
fliggvénye
u? + v?
2

p(u,v) = %eXp < ) (u,v € R).

(U, V) zérus varhato érték vektori, egységmatrix kovarianciaju par. Azt mondjuk, hogy az (X,Y) = (U, V)A+
p par kétdimenzios normalis eloszlasi p € R? varhato érték vektorral és ¥ € R?*2 (invertalhato) kovariancia
métrixszal, ha (U, V) standard normélis par, és AT A = X, ahol A € R?*2,
Egy kétdimenziés normélis (X,Y") par stirtségfiiggvénye:

1

_ expd — 1 (x—ﬂx>2+ (y_MY>2_2T(m_NX)(y_NY)
2noxoyvV1 —r? 2(1—-1r?2) ox oy oXOy ’

ahol EX = ux, EY = py, SD(X) = ox, SD(Y) = oy, és r = r(X,Y) X és Y korrelacios egyyiithatoja.
Kétdimenzios normalis eloszlas esetében a perem- illetve feltételes eloszlasok is normélisok: a marginalisok
eloszlasa N(ux,ox) és N(uy,oy), a feltételes eloszlasok pedig N (ux|y—y, 0x|y=y), ahol

f(z,y)

ox .
’quY:y:'uX_‘_(y_'uY)T; ©8 UXIY:y:max.

Megjegyzés: az itt hasznalt jelGlés kicsit eltér a korabbiaktol. A széras angolul standard deviati-
on, ezért a megszokott D(X) jelolés mellett SD(X) jelolést is hasznaljuk. A szorasnégyzet angolul
variance, ezért a megszokott D?(X) jellés mellett a Var(X) jeldlés is hasznaljuk. Tovabba X és
Y korrelacios egyiitthatojara a r(X,Y) jelolést hasznaljuk.

A normalis eloszlassal szamolhatoé vagy kozelithets feladatok esetén elfogadhaté a standard
normalis eloszlasfiiggvényével és excel fliggvénnyel valé valasz is. A megoldasokban 6nkényesen
valtogatjuk, hogy melyik format valasztjuk, az is el6fordul, hogy mindkét format.

Kétdimenziés normalis feladatok

. Tegyiik fel, hogy egy jolmend étterem heti Gsszbevétele normaélis eloszlast kovet 1 millié forint varhato ha-
szonnal, és 700000 forint szorassal. Mi annak a valoszintisége, hogy kevesebb, mint 1.5 milli6 forint a bevétele
két, egymast kovets héten? Itt tegyiink még fel fiiggetlenséget! Majd nézziik meg, hogyan valtozik annak a
valoszinidsége, hogy a mésodik héten t&bb mint 2 milli6 forint a bevétel feltéve, hogy az elsg héten 1.5 millio
forint volt a bevétel és a korrelaci6 —0.5! Mi a mésodik hét varhato bevétele ugyanezen feltétel mellett?
Mennyi a két hét varhato osszbevétele? Mi a szoras?

Megoldds: Rogzitsiik a jeloléseket: p:=1, o := 0.7 milli6 forintban szamolva. (X,Y") par pedig az elsd, illetve
masodik hét (véletlen) Gsszbevétele (millioban), mindketts tehat normaélis (u, o) paraméterrel. Fiiggetlenséget
feltéve (azaz r = 0):

X—-1 5 Y—-1 5
P(X <1.5Y <1. = PX<1H)PY <15) =P — <= |P| — < = | =
(X <15, Y <1.5) (X < 15)P(Y < 1.5) (0.7 <7) <0.7 <7>
= ®(5/7)®(5/7) ~ 0.762% = 0.581
Namost tegyiik fel, hogy » = —0.5. Az (X,Y) par kétdimenziés (nem-standard) normaélis, peremeloszlasai

is normalisak: Y|X = z (z = 1.5) varhat6 értéke: py +r(z — pux)Z- = 1-05(1.5-1) = 3/4 = 0.75
(ez a feltételes varhato érték), szorasa oy /1 — 12 = 0.74/3/2 =~ 0.606, azaz behelyettesitve és standardizalva
kapjuk, hogy

Y —0.75

P(Y >2|X =15)=P
(¥'>2] 5) (0.606

>2.06| X = 1.5) =1— ®(2.06) ~ 0.02.

Standardizalas helyett elfogadhato a kovetkezs megoldas is:

P(Y > 2| X = 1.5) =1 — NORMDIST(2;0.75;0.606; TRUE).



Most koncentraljunk az 6sszbevételre. A feladat nem kérdezi, de az 6sszbevétel egydimenzids normalis eloszlé-
s, mert kétdimenzios normalis eloszlas minden linearis fliggvénye is normalis eloszlast. Az Gsszbevétel varhato
értéke konnyen adodik: E(X +Y) = E(X) + E(Y) = 2. A szorasnégyzet kiszamolasédhoz jo felidézni, hogy
ha atrendezziik a korrelacio definiciojat, akkor Cov(X,Y) = r(X,Y)D(X)D(Y) Osszefiiggést kapjuk. Ezt és
az Osszeg szorasnégyzetére (més néven varianciajara) vonatkozo Osszefiiggésbdl az Osszbevétel szorasnégyzete
(szorés gydkvonassal adodik): Var(X +Y) = Var(X)+Var(Y)+2Cov(X,Y) = 2x0.72+2x (—0.5)0.7% = 0.49.

2. Budapesten méajusban az atlagos hémérséklet 25 °C, 7°C szoérassal, valamint az atlagnyomas 10° Pa, 2x 10* Pa
szorassal. A hémeérséklet /nyoméas valtozasa szoros Osszhangban van, koztik 1évé korrelacio 0.7. Irjuk fel a
kovariancia métrixot majd hatarozzuk meg a kovetkezdket:

(a) Mi a valészintisége annak, hogy egy nap melegebb lesz, mint 40°C? Es, hogy alacsonyabb a nyomés
6 x 10* Pa-nal?

(b) Egy nap 20 °C-ot mértiink. Mi annak a valoszintsége, hogy a légnyoméas 1.2x10° Pa f5lott jart? Atlagosan
mekkora volt a légnyomés? Mekkora a szorés?

(c) Feltéve, hogy egy nap 10° Pa volt a légnyomés, mi annak a valoszintisége, hogy melegebb volt, mint
35°C? Atlagosan hany fok volt aznap? Mekkora a szoras?

Megoldds: Rogzitsiik az adatokat: puy := 25, ox =7, py = 10°, oy := 2 x 10* és r := 0.7, X jelenti az
atlag hémérsékletet, Y pedig a hozzatartozo nyomast. (X,Y) kétdimenziés normaélis, a kovariancia matrix (a
kovariancia matrix definici¢ja feliil olvashaté, az egyetlen bonyodalom az, hogy ki kell szamolni a kovarianciat
a Cov(X,Y) =1(X,Y)D(X)D(Y) Gsszeftiggéssel:

o 49 9.28 x 10*
L 928x10* 4x108 )

(a) P(X >40) =P (£522 > 13) =1 - $(15/7) =~ 0.016,

vagy masképpen P(X > 40) =1 — NORM DIST(40;25; 7, TRUE);
P(Y <6 x 10%) = P (X*105 < 72) —1- ®(2) ~0.023,

2x10%
vagy mésképpen P(Y < 6 x 10%) = NORMDIST(6 x 10%;105;2 x 104 TRUE);
(b) * = 20, Y| X = z normaélis eloszlasu (,uy + ZEr(x — px), oy V1 — r2) paraméterekkel. Azaz ennek a
varhato értéke: 10° + ﬂ(% — 25)0.7 = 90000, és szérdsa: 2 x 10%/1 —0.72 ~ 14283. A keresett

valoszintiség pedig:

Y — 90000

P(Y >12x10°| X =20)=P
(¥'> 1.2 107] 0) (14283

>21|X = 20> =1—®(2.1) ~ 0.018,

vagy mésképpen P(Y > 1.2 x 10° | X = 20) = 1 — NORM DIST(120000; 90000; 14283;: T RU E).
(c) y = 10°, X |Y = y normélis eloszlast ([LX + %r(y —py),oxV1— r2) paraméterekkel. Azaz ennek a
varhato értéke: 25+ ﬁ(lof’ —10°)0.7 = 25, és szorasa: 7v/1 — 0.72 = 5. A keresett valoszintség pedig:

X —-25

IP(X>35Y:105):IP( >2|Y:105):1—<I>(2)~0.023,

vagy mésképpen P(X > 35|Y =10%) = 1 — NORM DIST(35;25;5; TRUE).

3. Magyarorszagon a feln6tt férfiak testmagassaga atlagosan 178 cm, 9 cm szoéréassal, mig testsulyuk 85 kg, 10 kg
szorassal. A korrelacios egytitthato 0.7, azaz minél magasabb valaki, annal sulyosabb is. Irjuk fel a kovariancia
matrixot!

(a) Mi a valészintisége annak, hogy egy férfi magasabb 2 méternél? Es, hogy nehezebb 100 kg-nal?

(b) Feltéve, hogy egy férfi 80 kg, mi annak a valészintsége, hogy magasabb, mint 180 cm? Véarhatoéan hany
cm magas egy ilyen férfi? Mekkora a szoras?

(c) Atlagosan mekkora silyt egy 190 cm magas férfi?
(d) Atlagosan milyen magas egy 94.3 kg-os férfi?
(e) Hasonlitsuk 6ssze az utolsé két eredményt.

Megoldds: Rogzitsiik az adatokat: px := 178, 0x := 9, uy := 85, oy := 10 ésr := 0.7, X jelenti a magassagot,
Y pedig hozzatartozo teststlyt. (X,Y) kétdimenzios normaélis, a kovariancia matrix:

81 63
X = ( 63 100 )
(a) P(X >200) = P (&8 > 22) =1 — $(22/9) ~ 0.0073; P(Y > 100) = P (£522 > 1.5) =1 — ®(1.5) ~
0.067;




(b) = 190, Y | X = z normalis eloszlast (,uy + 2or(z — px), oy V1 — 7‘2) paraméterekkel. Azaz ennek

a varhato értéke: 85 4 10/9(190 — 178) x 0.7 ~ 102.11, és szordsa: 10v/1 — 0.72 ~ 7.14. A keresett
valoszintiség pedig:

Y —102.11

P(Y X=1 =P
(Y <60] 90) ( 14

< —59|X = 20) =1-3(5.9)~1.82 x 1077,

(c) y = 80, X |Y = y normalis eloszlast (,uX + 2y — py),ox V1 - r2) paraméterekkel. Azaz ennek a

varhato értéke: 17849/10(80—85) x 0.7 = 174.85, és szorasa: 9v/1 — 0.72 & 6.43. A keresett valoszintiség

pedig:

X —174.85
6.43

Erdekességképpen: feltétel nélkiil P(X > 180) = 1 — ®(2/9) ~ 0.412.

P(X >180|Y =80) =P ( >08]Y = 105) =1-(0.8) ~ 0.212.

4. Az X aramer8sség normalis N (230, 6) eloszlast, a mérskésziilék Z hibaja ettdl fiiggetlen N (0, 8) eloszlasa, mi
az Y = X + Z értéket mérjiikk. Mi a valoszintisége, hogy Z > X/207

Megoldds: A feladatban az Y képletét semmire nem hasznaljuk. Elgszor is a kérdés atirhato: P(Z > X/20) =
P(20Z — X > 0). Vegyiik észre, hogy mivel kétdimenzios normalis eloszlas lineéris fliggvénye, ezért 202 —
X normalis eloszlasi, E(20Z — X) = —230 varhato értékkel és Var(20Z — X) = Var(20Z) + Var(—X) +
2Cov(20Z, —X) = 400Var(Z)+Var(X)—40Cov(Z, X) = 400-64+36—40-0 varianciaval vagyis SD(20Z — X) =
160, 112 szorassal. Ezt hasznalva P (202 — X > 0) =1 — NORMDIST(0; —230;160,112; TRUFE) ~ 0,075.

5. Legyen a (X,Y) par kétdimenzios normalis eloszlasu, r korrelacioval. Mi az eloszlasa U = X + Y-nak és
V = X — Y-nak? Filiggetlen-e U a V-t617 Szamoljuk ki a varhato értékeket és szorasokat is!

Megolddas: Az (U,V) kétdimenziés normélis eloszlast par, mert az (X,Y) kétdimenziés normalis eloszlasu
valoszintiségi valtozo par linearis fliggvénye. Emiatt U és V pontosan akkor fiiggetlenek, ha korrelalatlanok:
Cov(U,V)=Cov(X+Y, X -Y) =Cov(X,X)—Cov(X,Y)+ Cov(Y, X) — Cov(Y,Y), a két kozépss tag kiejti
egymaést, igy hasznalva, hogy a variancia az az énmagatol valo kovariancia adodik Cov(U,V) = Var(X) —
Var(Y), azaz, ha ox = oy, akkor fliggetlenek, egyébként fiiggek. Valamint E(X £Y) = pux + puy; Var(X £
Y) =ox +oy £2roxoy.

6. Hogyan generalna le kétdimenziés normalis eloszlasu véletlen pontokat a sikon, melyek varhato értéke (puq, ps),
szorésa (01, 09), korrelacios egyiitthatoja pedig r. Fiiggetlenek-e a koordinatak, ha r = 07

Megoldds: Vegyiink egy (U, V) standard normaélis véletlen part (azaz U, V standard normaélis véletlen szam,
egyméstol fiiggetleniil - nem azonosak az el6z6 feladatban szereplékkel). Adottak a 1, puz € R; 01,00 € RT
és —1 < r < 1 szamok. Kell: egy (X,Y) par, hogy EX = p;, EY = po, SD(X) = o1, SD(Y) = o9, illetve
Cov(X,Y) = royo9, és persze (X,Y) kétdimenzios normalis. Ezt linearis transzformacioval érjiik el a standard
(U, V) parbol. Legyen X = 01U + 1, ezzel az egyik marginalis mar megvan, a masikat Y := aU 4 bV + s alak-
ban keressiik. Y varhato értéke be van 16ve, mar csak a,b € R — egyeldre ismeretlen — paramétereket kell dgy
megvalasztani, hogy Y szorasa, illetve X, Y kovariancidja megfelel§ legyen. Erre pedig a kovetkezs adodik: a
fiiggetlenség miatt Var(Y) = Var(aU +bV) = a?+b% = 03, illetve Cov(X,Y) = Cov(o1U +p1, al +bV + ) =
o016 = ro109, azaz a = rog, illetve b = 09V 1 —12. Ezzel (X = 01U + p1; Y = ro3U + 03vV1 — r2V + p9)
kétdimenzios normaélis a megfelel§ paraméterekkel. U, V-t a megszokott modon igy generalunk az (A1,B1) cel-
la parban: Al=Norm.Inv(Rand();0;1), Bl=Norm.Inv(Rand();0;1). Ebbdl pedig az elgbbi transzformacioval
kapunk kétdimenziés normaélisat. Ha r = 0, a koordinatak fliggetlenek, mert normalis esetben korrelalatlan-
sagbol kovetkezik a fliggetlenség, és ez konkrétan meg is jelenik, ugyanis a fenti transzformaciéban: r» = 0
esetén Y csak V-t6l fligg, U-t6l nem.

CHT

Centralis hatareloszlas-tétel (CHT): legyenek X7, Xo, ... fiiggetlen, azonos eloszlasu valészintségi valto-
70k, - =EX; € R és 0 := SD(X;) € RT. Ekkor

(X1+X2+~-~+Xn—nu
P

ov/n
Mindez szoban: elég nagy n esetén a — FAE — valoszintiségi valtozok standardizalt dsszege kozelitéleg (standard)

normélis eloszlast. Specialisan: ha az X; véltozdkat azonos, p paraméteri Bernoulli valtozoknak valasztjuk,
akkor jutunk el a de Moivre-Laplace tételhez (avagy binomialis CHT).

< x) — ®(z), amint n — 400, (z € R).

7. Mennyi annak a valoszintisége, hogy 12 000 kockadobas soran el6forduld hatosok szama 1900 és 2150 kozé esik?

Megoldds: Legyen Si2000 a hatosok szama, ekkor Siog00 egy m = 12000, p = % paraméterd binomidlis val.

valtozo, ami koztudottan felirhatéd fliggetlen, azonos eloszlasu valdszintiségi valtozok Osszegeként: Iy + Io +
-+« 4 19000 alakban, ahol az I indikdtor 1 ha a k. dobasunk 6-os, egyébként 0. Vagy fejbdl vagy az el6bbi



10.

11.

indikatoros felirasbol adodik, hogy ESi2000 = np = 2000 és SD(S12000) = /7P 102 Az indikatoros

felirasbol adodoan Sya000 kozelithets N (2000, %) eloszlassal vagyis

S12000 — 2000 3 3
P(S12000 € [1900, 2150]) = P(S12000—2000 € [~100,150]) = P(Z220 " € [-V6, 5\/6]) ~ @(5\/6)*43(—\/6).
V6

A valasz természetesen a NORM DI1ST(2150; 2000; %, TRUE)—NORM DIST(1900; 2000; %, TRUE) alak-

ban is elfogadhato. Megjegyezziik, hogy mivel ismerjiik S12000 pontos eloszlasat (binomialis a megadott pa-
raméterekkel), ezért a valaszt pontosan is kiszamolhattuk volna. A fenti kozelit6 megoldas joval kevesebb
szamolést igényel.

Egy gyar két fajta érmét gyart: egy igazsadgosat, és egy hamisat ami 55% eséllyel mutat fejet. Van egy
ilyen érménk, de nem tudjuk igazsagos-e vagy pedig hamis. Ennek eldéntésére a kdvetkezs statisztikai tesztet
hajtjuk végre: Feldobjuk az érmét 1000-szer. Ha legalabb 525-szor fejet mutat, akkor hamisnak nyilvanitjuk,
ha 525-nél kevesebb fej lesz a dobésok kozott, akkor az érmét igazsagosnak tekintjiik. Mi a valoszintisége,
hogy a tesztiink téved abban az esetben, ha az érme igazsagos volt? Es ha hamis volt?

Megoldds:
Keétféle hibaval kell szamolnunk:

e Igazsagos az érme, de mi hamisnak mondjuk. Ennek valoszintisége P(Si%%zo > 525), ahol Sil%%zo binomialis

eloszlast (n = 1000,p = 0,5) paraméterekkel (hiszen feltessziik, hogy az igazsagos érmével dobtunk).
A cht miatt S5 kozelithets egy 1000 - 0,5 = 500 varhato értéki és /1000 0,5 0,5 ~ 15,81 szorasu
normalis eloszlassal, ezért P(S15, > 525) koriilbelil 1 — NORM DIST(525;500;15,81, TRUE) =~ 0,057.

e Hamis az érme, de mi igazsagosnak mondjuk. Ennek valoszintisége P(SPais < 525), ahol ST binomi-

alis eloszlast (n = 1000, p = 0,55) paraméterekkel. A cht miatt SEEME kzelithets egy 1000 - 0,55 = 550
varhato értéki és /1000 - 0,55 - 0,45 ~ 15,73 szérast normalis eloszlassal, ezért P(Shamis < 525) koriil-
belill NORM DIST(525;500; 15,73, TRUE) = 0, 055.

Megjegyezziik, hogy ez tekinthets egy bevezetd feladatnak a matematikai statisztikaba.

Hatéarozzuk meg azt a k egész szdmot, amelyre igaz, hogy annak a val6szintisége, hogy 1000 érmedobés soran
a fejek szama 500 — k és 500 + k kozé esik, kb. 0.9.

Megoldds: S1pp0 binomialis eloszlasa (n = 1000,p = 0,5) paraméterekkel. A cht miatt Sygpp kozelithets egy
1000 - 0,5 = 500 varhato értéki és /1000 0,5 - 0,5 ~ 15,81 szorast normalis eloszlassal. Itt kényelmesebb
a standard normalis eloszlasra vald visszavezetéssel dolgozni, mert a ¢(—z) = 1 — &(z) szimmetriabol adodo
azonossaghoz jobban hozzaszoktunk.

—k S1000 k k —k k

~ P - =P - -2 =2
0.9~ B(B00=k < Sio00 < 500+k) = (< 77757 < 35751 < 1581 ~ Y1581 P i5,81) = 2

A fentibdl &(

Tor) & 25 = 0,95 adodik, amibél

k
15,81

~ &7 1(0,95) = NORM.INV(0,9;0;1) ~ 1, 64.

Igy k~1,64-15,81 ~ 26.

Mennyi a valészintisége annak, hogy 50 darab fiiggetlen és azonos eloszlastu valoszintiségi valtozd Osszege a
[0, 30] intervallumba esik, ha egy ilyen valtozé eloszlasa a [0, 1] intervallumon

(a) egyenletes;

Megoldds: A bevezetésben szerepld jeloléssel: m = %7 o= \/%, és n = 50. Behelyettesitve:

55 L 303,
P(Ss50 < 30) 0 — ~ 0.993

50 50
12

Megoldds: A bevezetésben szerepl6 jeloléssel: m = f01 2z -xdx
és n = 50. Behelyettesitve:

(b) f(x) = 2z slriiségfliiggvény szerint alakul?
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S50—50 30 —50 -

Becsiiljiik meg annak valdszintiségét, hogy 10 000 kockadobas sszege 34 800 és 35200 kozé esik.

wN

P(Ss0 < 30) ) ~ &(—1.63) ~ 0.0516

Megoldds: Legyen Sigooo = X1 + Xo + ... X10000 10000 darab fiiggetlen kockadobas Gsszege. Egy darab
kockadaobés varhato értéke 3,5, szérasa pedig |/ T3 T5 ~ 1,7 (lasd VII/6-os feladat). Igy a CHT miatt S;0000

kozelithets egy 10000-3, 5 = 35000 varhato értéki v/10000-1,7 = 170 szorast normalis eloszlassal. Igy a valasz
kozelitéleg NORM DIST(35200;35000;170; TRUE) — NORM DI1ST(34800; 35000; 170; TRUFE) = 0, 76.



12. Egy kockat folyamatosan feldobunk addig, amig a dobésok 6sszege meghaladja a 300-at. Becsiiljiik meg annak
valdszinidségét, hogy legalabb 80 dobésra van ehhez sziikség.

Megoldds: Akkor van sziikség legalabb 80 dobéasra, ha az els6 79 dobés Gsszege nem haladja meg a 300-t. Az
el6z6 feladat mintajara a CHT-t hasznalva a kovetkez6 adodik:

Sr9—79-3,5 _300-79-3,5

P(S79 < 300) = P( N R

) & &(1,55) ~ 0,94.

13. Adott 100 égénk, melyek élettartama egymaéastol fliiggetlen exponencialis eloszlasi, 5 ora varhato értékkel.

Tegyiik fel, hogy az égéket egymas utan hasznaljuk, azonnal kicserélve azt, amelyik kiégett. Becsiiljiikk meg
annak valoszintiségét, hogy 525 6ra utdn még van miikods égénk.
Megoldds: S100 = X1+ Xo+- -+ X100, ahol X1, Xo, ..., Xigo fliggetlen azonososan % paramétert exponencialis
eloszlast valoszintiségi valtozok. E(S1g0) = 100 - E(X) = 100 - 5 = 500. SD(S100) = V100 - SD(X) = 10-5 =
50. Az exponenciélis eloszlds szérdsa ha nem tudjétok fejbsl, akkor az SD(X) = /E(X?2) — (E(X))2 és az
E(X?) = [T a?f(x)de = [}° xQ%e’%zd:c osszefliggésekbsl szamolhato.

A CHT alapjan Sigo kozelitsleg N (500;50) eloszlast, igy a kérdésre a kovetkezs kozelits valasz adhato:

P(S100 > 525) & 1 — NORM DIST(525;500;50; TRUE) =~ 0,31, vagy méasképpen

S100 — 500 _ 525 — 500 1
~1-9(-)~= 1.

P(Smo > 525) = ]P( 5

14. A jegyiroda el6tt a fiatalok hosszi sorban allnak egy koncertjegyért. Ebben a pillanatban éppen 18-an allnak
az egyik pénztar el6tt. Megfigyeltem, hogy egy vasarlo kiszolgalasi ideje memoria nélkiili (méas néven 6rokifju)
valoszintiségi valtozo 3 perc atlaggal és a kiszolgalasi id6k fliggetlenek. Becsiilje meg annak a valdszintiségét,
hogy a most utolsoként all6 fiatal tobb mint 60 percet fog a pénztar el6tt eltdlteni!

Megoldds: A most utols6 fiatalnak meg kell varnia a tobbiek kiszolgilasat és a sajatjat is, igy a pénztar elstt
eltoltott ideje igy irhato: Sig = Xy + Xo + -+ Xyg, ahol X5, Xo, ..., X1y fliggetlen azonososan % paraméter
exponencialis eloszlast valoszintiségi valtozok (6rokifjusag miatt). Az el6zd feladattal analog modon, igy a
P(S1g) > 60 kérdésre koriilbeliil valaszolhatunk a 1 — NORM DIST(60;18 - 3;4/18 - 3; TRU E) formulaval.

15. Egy szabalyos érmét 40-szer feldobunk, és X-szel jeloljiik a kapott fejek szamét. Hatarozzuk meg annak
valdszinidségét, hogy X = 20

e a binomialis eloszlas segitségével,
Megoldds: Binomialis eloszlassal kell szamolni, igy a valaszt a BINOM DIST(20;40;0,5; FALSE) fiigg-
vény szolgaltatja, ami koriilbelil 0,1253. Itt azért kellett FALSE-t irnunk az Excel fiiggvénybe, mert a
binomialis eloszlas sulyfliggvényét akartuk hasznalni, ami hasonlé a folytonos eloszlasok strtiségfiiggvé-
nyéhez (persze utobbi nem a valoszintiséget adja meg az el6bbivel ellentétben).

e a deMoivre-Laplace-tételt hasznalva. Ez utobbihoz segitség: P{X = 20} = P{19.5 < X < 20.5}, ami
persze nem szamit amig X-et binomiélisnak (azaz egész értékiinek) tekintjiik, de fontos lesz a deMoivre—
Laplace-tétel alkalmazéasanal.

Megoldds: Az X binomialis, mint tudjuk felirhaté fiiggetlen indikatorok Osszegeként, ezért a cht hasznalva
kozelithets egy 40 - 0,5 = 20 varhato értékd és 4/40-0,5-0,5 = 0, 5v/40 szérasu normalis eloszlassal, igy

P(19,5 < X < 20,5) ~ NORMDIST(20,5;20;0,5v40, TRUE)—NORMDIST(19, 5;20;0,5v40, TRUE),

ami koriilbeliil 0,1256. Lathato, hogy meglehetGsen jo kozelitést kaptunk.



