A4 12. hét

Regressziok Osszefoglalas

Adott egy X valoszintiségi valtozo, mely ¢ érték(ek)re lesz a hi(c) := E|c — X| hiba minimalis? A valasz: az
m(X) medianra (amibdl lehet t5bb is, diszkrét valtozo esetén). Es mely c értékre lesz ho(c) := E[(c — X)?]
minimalis? A véalasz: az EX varhato értékre (Steiner-tétel, tanultuk.)

Hasonloképpen, ha az X1, ..., X, fliggetlen kisérleteket latjuk egy ismeretlen eloszlasu valoszintiségi valtozora,
és ezek alapjan akarjuk becsiilni a valtozot, akkor:

(a) az a ¢, amire hy(c) := Y . |c—X;| a minimalis, az a minta m(X1,..., X,,) medianja, azaz a nagysagra
kozépss érték a kisérletekbdl (paros n esetén a két kozépss érték kozott barmi), és persze nagy n esetén
ez egy jO becslés lesz a valdszintségi valtozo medidnjara; illetve

(b) az a c, amire ha(c) := > (¢— X;)? a minimalis, az a mintaatlag pu(X1,..., X,) = (X1 4+ X,,)/n,
és ez egy jO becslés lesz a valoszintiségi valtozo varhato értékére.

Izgalmasabb, amikor egy kétdimenzios (X,Y") valoszintiségi valtozobol latunk fiiggetlen kisérleteket, és ezek
alapjan értenénk meg, hogyan fiigg Y az X-t6l; pontosabban, X milyen fiiggvényével tudnank Y-t a
legjobban becsiilni? A valasz fligg attol, hogyan mérjiik, milyen jo a becslésiink:

(a) Akkor lesz a hi(f) :=E|f(X)-Y
rogzitett z-re, azaz f(x) az Y feltételes medianja az X = x feltétel mellett.

(b) Akkor lesz a ha(f) := E[(f(X)—Y)?] hiba minimélis, ha E[(f(x) -Y)? ‘ X = x] -et minimalizaljuk, azaz
f(z) az Y feltételes varhato értéke az X = z feltétel mellett.

hiba minimaélis, ha E {|f(z) -Y| ’ X = :17] -et minimalizaljuk minden

Ha csak linearis f fiiggvényeket engediink meg, akkor a ha(f) négyzetes hibat az elsé regresszids egyenes
minimalizalja: f(z) = po + r (x — p1) 02/01, ahol g és o1 az X varhato értéke és szorasa, ps és oo az Y-éi,
r pedig X és Y korrelacios egyiitthatdoja. A méasodik regresszidos egyenes pedig azon g lineéris fliggvény,
mely az E[(g(Y) — X)?| hibat minimalizalja: g(y) = p1 + 7 (y — p2) 01/02.

Ezek nem csak azért fontosak, mert a linearis Osszefiiggéseket fogadja be a legkOnnyebben az értelmiink,
hanem mert a p;, 0;,r értékeket természetes modon becsiilhetjiik egy (X1,Y1),..., (X,,Ys) adathalmazbol.
Mégpedig: a (X ) mintaatlagot mar feljebb definialtuk, a minta varianciaja pedig Y., (X; — u(X))?/(n—
1); kovariancia hasonléan. Az n — 1-gyel osztas n helyett nem nyomdahiba, hanem igy lesz EY"" | (X, —
w(X))?/(n —1) = Var(X), ha utanaszdmolunk.

Lattuk az eléz6héten, hogy kétdimenzios normalis eloszlasokra a feltételes eloszlas normalis, igy medianja és
varhato értéke megegyezik, raadéasul lineéris fliggvénye a feltételnek, igy megegyezik a regresszios egyenessel.

Regresszios feladatok

1. Vegyiik a 4,6,1,4, 13,5 adathalmazt (mas néven mintat).

(a) Hatarozzuk meg a hj(c) hibafiiggvényt és a minta medianjait!

(b) Hatéarozzuk meg a ho(c) hibafliggvényt és a mintaatlagot!

2. Egy kétdimenziés haromelemid mintank els6 koordinatai —1,0, 1, mésodik koordinatai 3,4, 5, valamilyen sor-
rendben. Vilagos, hogy 3! = 6-féleképpen lehet Gsszeparositani a koordinatakat. A koordinatakkénti minta-
medianok, -atlagok, és -szorasok persze nem fiiggenek a parositastol. Mik ezek a koordinatakkénti értékek?
Es mi a korrelacios egyiitthaté a 6 lehetséges parositasban?

3. Egy tizfés A4 csoportban, az i-edik didk els6 hét ropZH eredményének Osszegét jelolje X;, els6 nagyZH-
janak eredményét pedig Y;. Az eredmények: (21,13), (25,28), (19,23), (30.5,26), (28.5,24), (19, 15), (27,21),
(23,27), (33,27.5), (16.5,17).

(a) Hatarozzuk meg az X és Y mintak atlagait, szorasait, medianjait, és korrelacios egyiitthatojukat!

(b) Irjuk f6] a minta két regresszios egyenesét! Mennyire tiinik jonak az adatok alapjan a linearis kozelités,
és mennyire gondoljuk, hogy elvileg linearisnak kellene lennie az Gsszefiiggésnek?
(¢) Kideriil, hogy volt még egy lathatatlan didk is a csoportban, akinek a nagyZH-ja 25 pontos lett. Milyen

ropZH Gsszpontszamot tippeliink neki? Es ha az deriilt volna ki, hogy a ré6pZH Gsszpontszama 26, akkor
milyen nagyZH pontszamot tippelnénk?



4. Legyen X a Duna mai bécsi vizéallasa, Y pedig legyen a holnaputani budapesti vizallas. Statisztikai megfigye-
lések alapjan (X,Y) egyiittes strdségfiiggvénye f(z,y) = 2 (x4 (y—1)*) ha 0 <z < 1,0 < y < 1, egyébkeént
0. A mért bécsi vizallas ismeretében mi a legjobb tipp a holnaputéni budapesi vizéllasra ha a négyzetes
eltérés varhato értékét akarjuk minimalizalni? Mi a helyzet akkor, ha csak linearis fiiggvényt hasznalhatunk a
becsléshez? Mi a helyzet akkor ha az abszolut eltérés varhato értékét akarjuk minimalizalni? (Az adatok nem
valosak, tovabba feltessziik, hogy a vizallast egy 0 és 1 kozotti szam jellemzi)

5. Egy kétdimenzi6s valoszintiségi valtozo stirtiségfiiggvénye %xy (0 <z < 2,2 <y < 2zx). Milyen k(y) fiige-
vénnyel érdemes a masodik koordinatabol az elsét tippelni, ha az a célunk, hogy a tippelésnél elkévetett hiba
négyzetének atlagos értéke sok kisérlet esetén minél kisebb legyen,

(a) ha feltessziik, hogy k(y) linearis,
(b) ha k(y) tetszbleges valos lehet?
6. (a) Kétszer dobtunk egy kockéaval, a dobasok 6sszege 10. Mi az elsé dobas feltételes varhato értéke? Es mit
tippeliink az els6 dobasra?
(b) Legyen X két dobas sszege, Y pedig az els6 dobas. Hatarozzuk meg a regresszios egyenest!
(¢) Tizszer dobtunk egy kockaval, a dobasok dsszege 50. Most mi az elsé dobas feltételes varhato értéke? Es

mit tippeliink az elsé dobasra? Es mi a regresszios egyenes?

7. Legyenek X7, X, fiiggetlen RAND() szamok, minimumuk X, maximumuk Y. Hatarozzuk meg az Y feltételes
medianjat és varhato értékét az X = x feltétel mellett, és az els6 regresszios egyenest.

oo

. Legyen az (X,Y") kétdimenzios valoszintségi valtozo egylittes stirtiségfiiggvénye:

(a)
| 2exp(—(z+2y)), haO<uz,y;
fay) = { 0, egyébként.

(b)

_Jz4+y, hat<z<l;0<y<],
f(z,y) _{ 0, egyébként.

(c)
_J 24zy, ha0<2;0<yé0<ax+y<1;
flay) = { 0, egyébként.

Hatarozzuk meg az Y feltételes medianjat és varhato értékét az X = x feltétel mellett, és az els6 regresszios
egyenest.
9. (a) Legyen U egy egyenletes véletlen szam a [0,1] intervallumbol, X = U? és Y = U3. Mi X és Y korre-
lacios egytitthatoja? Mi az E[Y | X = z] feltételes varhato érték és az \/E[(Y —EY|X =1])?| X =2
feltételes szoras? Hatéarozzuk meg az elsé regresszios egyenest.

(b) Most legyen U egy egyenletes véletlen szam a [0, 2] intervallumbol, és, mint az elébb, X = U? ¢s Y = U3.
Valtozott-e a korrelacios egylitthato?



