Feladatok a masodik hétre

1. Hatarozzuk meg a kiévetkezG elsérendi linearis differencidlegyenletek altalanos meg-
oldésat!

(a)

y—y=e",
(b)
y'—y:x2+3x—2.
x
2. Tekintsiik az
y — 2y = 3¢

differencialegyenletet.

(a) Hatarozzuk meg az iranymezot!

(b) Az iranymez$ vizsgalata utan adjuk meg, hogyan viselkednek a megoldasok
nagy t esetén!

(c) Hatarozzuk meg a differencidlegyenlet altalanos megoldasat és vizsgaljuk meg,
hogy ez hogyan viselkedik, ha ¢t — oc!

3. Hatarozzuk meg a kivetkezd kezdetiérték-problémak megoldasait!

Yy —y =2t y(0)=1

ty +2y=t*—t+1, y(1)=1/2, t>0

ty +(t+y=t, y(In2)=1, t>0

4. A feladat (a), (b) és (c) pontjaiban dy/dt = f(y) alakua differencidlegyenletet te-
kintiink. Mindegyik esetben el6szor rajzolja le a y — f(y) fiiggvény grafikonjat,
hatarozza meg a kritikus (egyensilyi) pontokat, és osztalyozza mindegyiket mint
asszimptotikusan stabil Lyapunov stabil vagy instabil. Rajzolja le a fazisvonalakat
és rajzolja le néhany megoldas gorbéjét (kozelitleg) a ¢,y sikon.

(a)
dy/dt =y(y —1)(y —2), y(0) =y >0



dy/dt =€ —1, yo€R
dy/dt = —2(arctgy)/(1+y%), yo €R

y/ — y4 o 2y3 o 15y2
A kovetkezé tételt tanultuk az eladéason:

1. TETEL. Tegyiik fel, hogy mind az f, mind a Of/dy folytonos figguények eqy
olyan a < t < [, v <y < § téglalapon, amely tartalmazza a (to,yo) pontot. Akkor
van olyan (ty — h,ty + h) C (o, ) intervallum, amelyben a kévetkezd kezdetiérték-
probléma megolddsa létezik és eqyértelmi:

y/ = f(tv y)? y<t0) = Yo. (1)

. A kovetkezé harom problémaban hatarozzuk meg a ty siknak azon részeit, ahol a
tétel feltételei teljesiilnek:

(a)
r_ L=y
2t + Sy

Y

(b)

p__Inlty]
1—12— g2

()

y/ _ (t2 + y2)3/2

Daniel Bernoulli 1760-ban mér hasznalt matematikai médszereket a himls terjedé-
sének vizsgalatara. A kovetkezs két feladatban egyszerti modelleket latunk erre a
probléméra. Hasonlé modelleket hasznélnak a rémhirek terjedésének modellezésére
és bizonyos arucikkek terjedésének vizsgalatara.

. Tegyiik fel, hogy valamely populacioé két részre oszthato: azokra, akik megkaptak
egy bizonyos betegséget és képesek megfertézni masokat, és azokra, akik a betegsé-
get még nem kaptdk, meg de hajlamosak arra, hogy a betegséget megkapjak. Az
utobbiaknak a teljes populacidhoz viszonyitott aranyat nevezziik x-nek, és az elb-
binek a teljes populacidhoz viszonyitott ardnyéat y-nak. Tehat x + y = 1. Tegyiik
fel, hogy a betegség azaltal terjed, hogy egészséges és beteg egyének talalkoznak és a
betegség terjedésének dy/dt sebessége aranyos ezen taldlkozasok szamaval. Tegyiik



fel, hogy az egészséges és beteg emberek szabadon mozognak egyméas kozott, tehat
az egymassal valo talalkozéasaik szama ardnyos x - y-nal. Mivel x = 1 — y, ezért

dy/dt = ay(1 —y), y(0) = yo,

ahol o > 0 aranyossagi tényezs és yy a beteg egyének aranya a teljes populécioban
kezdetben.

(a) Hatarozzuk meg az egyensulyi allapotokat és osztalyozzuk ket aszerint, hogy
asszimptotikusan stabilak vagy instabilak-e.

(b) Oldjuk meg a fenti kezdetiérték-problémat és ezaltal igazoljuk, hogy az el6z6
pontban levont kévetkeztetésiink helyes volt. Bizonyitsuk be, hogy
lim y(t) =1

t—o0

vagyis a betegség az egész populaciot megfertszi.

. Bizonyos betegségek (pl. tifusz) tobbnyire hordozok &ltal terjednek, vagyis olyan
személyek altal, akik terjesztik a betegséget, de a betegség szimptomai nem latsza-
nak rajtuk. Jelentse x azon egyének aranyat az egész populacidhoz viszonyitva akik
megkaphatjak a betegséget (de most még teljesen egészségesek) és legyen y a hordo-
zOk ardnya az egész populaciohoz képest. Tegyiik fel, hogy a hordozokat felfedezik
és eltavolitjak a populaciobol § sebességgel. Vagyis

dy/dt = —3 - y. (2)

(IdGegység alatt az akkor éppen létezd hordozok (-ad részét eltavolitjak.) Tegyiik
fel, hogy a betegség terjedése aranyos x -y-nal (vagyis a hordozok és a megfert6zhetd
emberek szabadon taldlkoznak egymassal). A

dx/dt = —axy. (3)
(a) A (2) egyenletet megoldva hatéarozzuk meg y-t mint a t fiiggvényét feltéve, hogy

kezdetben y(0) = yp.

(b) Az el6z6 pont eredményét hasznalva oldjuk meg a (3) egyenletet feltéve, hogy
z(0) = xq.

(c) Hatéarozzuk meg a populéacié azon egyéneinek az aranyéat, akik sohasem kapjak
meg a betegséget azaltal, hogy kiszamoljuk a

lim x(t)

t—o0

hatarértékét.



Eredmények és megoldasok

Ezek az egyenletek

Y +p(r)y = q(x) (4)

alakt egyenletek, melyeknek megoldasat a kovetkezképpen kapjuk:

Yiait = Yhait + Yip, (5)

vagyis a (4) inhomogén egyenlet altalanos megoldésa y; 4 egyenls az

Y'+p(x)Y =0 (6)

homogén egyenlet altalanos megoldasa Y}, ax plusz a (4) inhomogén egyenlet egy partiku-
laris megoldasa y; .

1.

(a) Itt p(x) = —1; q(z) = e~ *. A megoldas két lépésbl all:

1. 1épés. A homogén rész azY' —Y = 0 diff.eqyenlet szétvdlaszthato vdltozoji
és megolddsa: Yy a0 = C - €”.

2. lépés. Most keressiik az inhomogén egyenlet eqy partikuldris megolddsdt,
Yip-t. Ehhez meg szeretnénk hatdrozni egy olyan C(z) figgvényt, amelyre

y=0C(z)-e”

megolddsa az iy —y = e~ egyenletnek. Visszahelyettesités utdan kapjuk, hogy
C(z) = —3e72" egy ilyen figguény, tehdt

1
Yip =C(z) - " = —ze™™,
2
Vagyis
z I _,
Yigit = Ynan + Yip = - "+ —5¢
Yh, ant

Yi,p

(b) Itt p(z) = —1; g(z) = 2® + 3z — 2. A megoldas két lepésbal all:

1. 1épés. A homogén rész az Y' — % =

vdltozdji és megolddsa: Yy g0 = C - x.

0 diff.eqyenlet, amely szétvdlaszthato



2.

2. 1épés. Most keressiik az inhomogén egyenlet eqy partikuldris megolddsdt,
Yip-t. Ehhez szeretnénk hatdrozni egy olyan C(x) figguényt, amelyre

y=ua-Clz)

megolddsa az y' — % = x* 4+ 3z — 2 egyenletnek. Mivel y = C(x) 4+ xC'(x), ezt
behelyettesitve az y' — 24 = 22 + 3z — 2 egyenletbe kapjuk, hogy

C(z) 4+ 2C'(z) — C(z) = 2* + 32 — 2.

Innen: C(z) = %2 + 3z — 21n|z| (itt nem kell feltintetni az integrdlbol adodo
konstanst, mert csak egy partikuldris megolddst keresiink). Tehdt y;, = x -
C(x) =% + 322 — 2zIn|z]. Igy

3
T
: 2
Yiait = Yhai + Yip = CT_+ 5 + 3z — 2z 1n |z,
Yh, dit ~~ d
Yi,p

(a) Ld. 1. abra

> ode := D(y)(t) - 2°y(t) = 3"exp(t);

[> with(DEtools):
> DEplot(ede, y(t), t=-1..1, y=-3..3);

1. abra. Megoldas a MAPLE hasznalataval

(b) lim; . y(t) = +00 vagy —oo (C elbjelétd] figgben, lasd alabb).



(c) y(t) = —3e' + C - *, ezért

lim e(=3 + Ce') = +o0, ha C >0,

t—oo
tlim e'(=3+Ce') = —00, ha C<0.
3. (a)
y(t) = (2te’ — 2¢" + 3)e!
(b) 1 1 1 1
)=t~ Sttt
v =38 3t e
(c)
1 —t
o) =11 25

4. (a) Ld. 2. abra

> plot{y*(y-1)*(y-2),y=-1..3,color=black);

L 120 : wnstable
b Y=d4 steble
r_g 21 (,Lﬂi"&zbf&

2. abra. Ha f(y) > 0, akkor y(t) névekvd, ha f(y) < 0, akkor y(t) csokkend

(b) y = 0: instabil

(¢) y = 0: aszimptotikusan instabil

5. (a) 2t + 5y > 0 vagy 2t + 5y < 0.



(b) 1=t —y*>0vagy 1 —t? —y? < 0 (vagy a t* + y*> = 1 egyenletti kor belseje,
vagy a kiilseje).

(c) Mindeniitt teljesiilnek a feltételek.

6. (a) Ld. 3. abra

.......

Yzo: wnsteble
b J=4: stalofe

3. abra. Ha f(y) > 0, akkor y(t) novekvs, ha f(y) < 0, akkor y(t) csdkkend

(b) v =vo/[yo+(1—yo)e ] — 1, hat — oo (el6bb-utobb mindenki meghetegszik).

)
7. (a) y=yoe P
(b) @ = zoexp[—ayo(L — ™)/
(¢) limy_o x(t) = xpexp[—ayo/H] (itt beall egy beteg—egészséges arany, mig a
hordozok arénya 0-ig csokken).



