Feladatok az 5. hétre. Eredményekkel és teljesen kidolgozott megoldasokkal
az 1 (a)—(e) és a 4. feladatokra

Legyen ay” + by’ 4+ cy = g(t) allando egyiitthatos inhomogén méasodrendii linearis diff.
egyenlet, ahol a homogén egyenlethez tartozo karakterisztikus egyenlet: ar? + br + ¢ = 0.

jobboldal - ¢(t) probafiiggvény - y; (1)
Py(t) =bpt" + -+ bit +by = (A "+ -+ Ao),
ahol s: ahanyszoros gyoke a 0
a karakterisztikus egyenletnek
P, (t)e* = 5(Apt" + -+ Ag)e™,
ahol s: ahanyszoros gyoke u
a karakterisztikus egyenletnek

in vt
P,(t)e" {va = te"[(A " + -+ Ap) cosvi+

+(But" + - - - + By) sinot] ,
ahol s: ahanyszoros gyoke u + v
a karakterisztikus egyenletnek

1. tablazat. Segédanyag probafiiggvényekhez

1. Hatarozzuk meg kovetkez differencidlegyenletek altalanos megoldasat a probafiigg-
vény-modszerrel.

(a) y 3y — 4y = 3e*

(b) y — 4y = 2sint

(c) y' — 3y — 4y = —8t cos(2t)

(d) y" — 3y — 4y = 3e? + 2sint — 8t cos(2t)
)

(e) y" — 3y’ — 4y = 2"
2. Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat:

(a) y" — 2y — 3y = 3e*

(b) y” + 2y’ + by = 3sin(2t)
(¢) ¥y —2y — 3y = —3te™*
(d) v"+2y +y=2e""



. Hatarozzuk meg a kezdetiérték probléma megoldasat:
y' Ay =t 43t y(0)=0,y(0) =2.

. Hatarozzuk meg az alabbi differencidlegyenlet altalanos megoldasat:

y" + 4y = 3esct, (csct =1/sint)

. Hatérozzuk meg az alabbi két differencidlegyenlet megoldasat a konstansvariacios

modszerrel majd a probafiiggvény-modszerrel is:

(a) " — by + 6y = 2¢'.
(b) 4y" — 4y +y = 16e/2.

. Hatarozzuk mega kovetkezG differencidlegyenlet &ltalanos megoldasat:

Yy’ +y = tant, O<t<g.

Eredmények

. Mivel

Yialt = Yh,alt + Yip,

ezért elGszor a homogén részt oldjuk meg:

Y —3Y' —4Y = 0.

A karakterisztikus egyenlet 72 — 3r — 4 = 0. Ennek gyokei:

le—l, 7’2:4.

Az altalanos megoldés.

Yh7alt = cle_t + Cge4t.

(3)

Vegyiik észre, hogy a baloldal és igy a homogén rész altalanos megoldasa kozos a

kovetkezd 5 feladatban.



(a)

Mivel 2 nem gyoke a karakterisztikus egyenletnek ezért az y = y; , partikularis

megoldast

y=c. e

alakban keressiik. A c konstans meghatérozasédhoz az y = c-e* fiiggvényt vissza
helyettesitjiik az y” — 3y’ — 4y = 3e* egyenletbe. Ehhez el6szor kiszamoljuk:

y = 2ce™, y" = dee®.
Visszahelyettesités utan kapjuk:
(4c —3-2c—4-c)-e* = 3.
Innen ¢ = —1/2. Vagyis
Y= pip = —e?
,p 2 .
Ez és (3) egyiittesen azt adja, hogy

1
—t 4t 2t
Yialt = C1€ ~ + Co€™ — —€

Csak az y = y;, partikularis megoldast meghatarozasa van hatra, hiszen az
Y}, a1t megoldast mar elébb meghataroztuk. Az y = v, , megoldast keressiik

y = Acost+ Bsint

alakban. Vagyis meg kell hatarozni az A és B konstansokat ugy, hogy y =
Acost + Bsint egy megoldéasa legyen az

y" — 3y — 4y = 2sint. (4)
egyenletnek. Ehhez kiszamoljuk az y = Acost + Bsint els§ és masodik deri-
valtjat:

y' = —Asint + B cost, Yy’ = —Acost — Bsint.
A (4) egyenletbe val6 vissza helyettesités utan:
(=5A —3B)cost + (3A —5B)sint = 2sint.
A cost és a sint egyiitthatoi mindkét oldalon meg kell, hogy egyezzenek:
—5A—-3B =
3A—5B = 2.
Tehat: A =3/17 és B = —5/17. Ezért

3
Yie = 17 cost — T sint.

3



Ez, (1) és (3) egyiittesen adja, hogy

Yi,alt = cre”t + 02e4t + 3 cost — i sint
2,0 N———— é? 17 P
Y ait ~~
Yi,p

Meg kell hataroznunk az A, B, C, D konstansokat gy, hogy v; , = (A+Bt) cos(2t)+
(C + Dt)sin(2t) az y" — 3y’ — 4y = —8t cos(2t) differencidlegyenlet egy megol-
dasa legyen:

y' = DBecos(2t) +2(C + Dt)cos(2t) + Dsin(2t) — 2(A + Bt) sin(2t),

y" = 4Dcos(2t) — 4(A + Bt) cos(2t) — 4Bsin(2t) — 4(C + Dt) sin(2t).

Ezeket behelyettesitve az y” — 3y’ — 4y = —8t cos(2t) egyenletbe Gsszevonas
utan ezt kapjuk:

—(8A+3B+6C —4D + 8Bt + 6Dt) cos(2t) +
+(6A—4B —8C — 3D + 6Bt — 8Dt)sin(2t) = —8tcos(2t)

Mivel cos(2t) és sin(2t) linearisan fiiggetlenek, ezért az egyiitthatok mindkét
oldalt megegyeznek:

~(8A+ 3B +6C —4D) — (8B +6D)t = —8t

+(6A—-4B -8C —-3D)+ (6B—-8D)t = 0

Mivel ¢ és 1 is linearisan fiiggetlen, ezért itt is felirhatjuk az ¢sszefiiggéseket az
egyiitthatokra:

(i) 8A 4+ 3B + 6C — 4D = 0
(i4) 8B + 6D = -8
(i) 6A — 4B — 8C — 3D = 0
(iv) 6B — 8D = 0

Osszuk el a (i7) és (iv) egyenletek mindkét oldalat 2-vel, majd hajtsuk végre a
(1) — (iv) ill. (4i7) + (¢4) transzformaciokat! Ezutan a kovetkez6t kapjuk:

(i) 4A + 30 - S
(i) AB + 3D = —4
(iii) 3A — 4C = -2
(iv) 3B — 4D = 0

Az egyenletrendszer tehat 2 kétismeretlenes egyenletrendszerré bomlik fel. Az
egyenletrendszer megoldasa:

A:_E’ B:_E’ C:§7 D:_B
25 25 25 25



Igy a d.e. altalanos megoldasa:

1
Yiaw = 187" + coe™ + % [(—6 — 16¢) cos(2t) + (8 — 12t) sin(2t)]
Yh,att ~
Yi,p

-~

Vegyiik észre, hogy az egyenlet jobb oldala az el6z6 harom egyenlet jobb ol-
dalainak az Osszege. Hasznélva, hogy az egyenletiink linearis ez azt jelenti,
hogy az el6z6 harom egyenlet partikularis megoldasainak 6sszegeként kapjuk
ezen egyenlet egy partikularis megoldasat:

1 3 ) 10 2
Yip = —§e2t + 1 cost — = sint + 1—36t cos(2t) + 1—3et sin(2t)

Tehat az altalanos megoldas:

2 17 17 25
Yh,att y‘f
,p

1 3 d 1
Yialt = C16 "+ cpe® + ——e* + —cost — ——sint + — [(—6 — 16t) cos(2t) + (8 — 12t) sin(2t)
—_— j

Hasznélva (2)-t latjuk, hogy a —1 egyszeres gyoke a karakterisztikus polinom-
nak. Ezért egy partikularis megoldast

y=1tAet = Ate™!
alakban keresiink. A derivaltak:
y' = Ae”t — Ate™, y' = —2Ae7" + Ate™!
Ezeket behelyettesitve a kezdeti y” — 3y’ — 4y = —2e™" egyenletbe Gsszevonas

utan:

—5Ae”"
Az egyiitthatok kozti Osszefiiggéshol:

—HA =2, = Az—%

2te~t, az altalanos megoldas pedig

Tehét a partikularis megoldés y; , = —£

2
Yialt = c1 "+ coe™ + —Ste‘t
——_————’
Yh,ait y"_
,p
y = ce3 4 coet — o2



b) y = cre~t cos(2t) + coetsin(2t) + - sin(2t) — 12 cos(2t
17 17

(c) y=cre® + coe™t 4+ Zte ! 4 24%e
(d) y = cre + cote™ + t2e .
3.y =gcos(2t) + 2sin(2t) + 12 + 3t — ¢

4. Az altalanos megoldést a
Yiatt = Ynait + Yip (5)

formula adja mivel az egyenlet linearis. Az egyenlet homogén része:
V" 4+4Y = 0.
Ennek karakterisztikus polinomja r? 4+ 4r = 0. A karakterisztikus polinom gydkei:
ry = 21, re = —21.
A homogén rész altalanos megoldasa:
Y ait = €1 c08(2t) + cosin(2t). (6)

Az y = y,;, partikularis megoldas meghatarozasahoz a konstans variaciés modszert
kell hasznalnunk. Vagyis meg kell hatarozni azon ¢;(t), co(t) konstansokat, melyekre:

y = c1(t) cos(2t) + co(t) sin(2t) (7)

egy megoldasa az 3" +4y = 3 csct egyenletnek. Ehhez a kovetkez6 egyenletrendszert
kell megoldanunk:

) (t) cos(2t) + &y(t) sin(2t) = 0
—2¢(t) sin(2t) + 2¢45(t) cos(2t) = 3cesct.

Az els6 egyenletbdl adodik, hogy

Ezt a masodik egyenletbe vissza helyettesitve:

3 csctsin(2t)

= —3cost.
5 cos

cyt) = -
Ezt az utolso el6tti egyenletbe vissza irva:

3
cy(t) = 3 csct — 3sint.



Integralas utan kapjuk:
: 3 3 t
¢ (t) = =3sin(t), coft) = ~3 In|csct + cott| + 3cost = §1n|tan§| + 3 cost.

(Az integralaskor adodo konstansokat elhagyjuk mert csak egyetlen partikularis
megoldésra van sziikségiink.) Ezért

3
Y=y, =(—3sin(t)) - cos(2t) + (—5 In|csct + cott| 4+ 3cost) - sin(2t).

Hasznélva az (5) és a (6) formuldkat kapjuk, hogy

Yiat = €1€08(2t) + cosin(2t)
3
+ (—=3sin(t)) - cos(2t) + (—5 In|csct + cott| + 3cost) - sin(2t).

5. (a) y = cie? + cedt + el

(b) y = cret’? + cotel/? 4 2t%et/2,

6. y = cycost+ cosint — (cost) In(tant + sect).



