Matematika A3
Valoszinliségszamitas, 2. gyakorlat
2013/14. tavaszi félév

1. Feltételes valoszintiség

Fontos lehet szdmunkra egy B esemény bekOvetkezésének esélyének ismerete, amikor tudjuk, hogy egy masik A
esemény bekovetkezett. Példdul ha a lottén az els6 4 szdm nekem jol bejott, €s most hizzak az 6tddik nyer6szamot,
akkor nagyobb a telitaldlatom valdszintisége, mint a sorsolds megkezdése el6tt.

A feltételes valdszintiség jelolése: P(B|A). Olvasva: B val6sziniisége feltéve, hogy A bekovetkezik. Szdmitdsa:
P(ANB)

P(BA) = L

Vegyiik észre, hogy az aldbbi un. szorzasi szabdly fennall:

P(AN B) = P(A)P(B|A).

FELADATOK:

1. Egy szabdlyos kockdval dobunk. Bardtom l4tja a dobds eredményét, de én nem. Mennyi a valdszintisége, hogy
6-ost dobtunk,
(a) ha baratomtdl tudom, hogy parosat dobtunk?
(b) Es ha azt tudom, hogy legaldbb 3-ast dobtunk?
(c) Es ha azt tudom, hogy legfeljebb 5-st dobtunk?

2. Feldobunk két kockat.

(a) Mi annak a valdszintisége, hogy legaldbb az egyik kockdn 2-est dobunk?
(b) Mi annak a valészinlisége, hogy legaldbb az egyik kockdn 2-est dobunk, ha mar tudjuk, hogy a dobott
szamok Osszege 67

3. Tegyiik fel, hogy azonos eséllyel sziilnek az anydk lanyt vagy fitt. Tekinsiink egy véletlenszertien valasztott
haromgyerekes csalddot. Ha megtudjuk, hogy a csalddban van fid, akkor mennyi annak a valészintisége, hogy

(a) pontosan egy fid van a csalddban?
(b) pontosan két fid van a csaladban?

(c) pontosan hdrom fid van a csalddban?

4. A baritommal snapszerozom. Ebben a jétékban 20 darab lap van, mind a négy szinbdl ot. En is és bardtom is
kap 5 lapot.

(a) Mi a valészintisége, hogy a bardtomnak van zoldje?



(b) Mi a valészinlisége, hogy a bardtomnak van zo6ldje, ha nekem 3 zoldem és 2 pirosam van?

5. Egy iskoldba 260 ember jar, 230 tanul6 és 30 tanar. Egyszer egy influenzajarvany tort ki koztiikk. Az orvos az
alabbi tablazatot készitette:

Beteg | Egészséges | Osszesen | Esemény
Fiu 50 60 110 Ay
Lany 40 80 120 Ay
Tanar 10 20 30 As
Osszesen | 100 160 260
Esemény B4 B

(a) Véletlenszertien kihtizunk egy kartont. Mi a val6szintisége, hogy: i) fiié? ii) betegé? iii) beteg fiué?

(b) Ha el6zetesen a fitk, lanyok és tanarok kartonjait kiilon fiokokba gytjtotték, én a lanyokébdl hiizok, mi a
valdszinfisége annak, hogy beteg lanyt hiztam?

(c) Az orvos szorgos asszistense egy kupacba kidobalta a fiokokbdl az Gsszes kartont, aki beteg volt. Ebbdl
véletlenszertien hizva egyet, mi a val6szintisége annak, hogy tandr az illet§?

(d) Ha kett6t hizok ugyanebbdl a beteg-kupacbdl egymds utdn, mi a valdszintisége, hogy az elso fiu lesz, a
masodik lany? Es hogy mindkett fid lesz?

2. Szorzasi szabaly

A feltételes valdszintiségek szorzdsi szabdlya két, harom, négy eseményre igy fest:
P(AnB)=P(A) P(B|A)
P(AnBNC)=P(A) P(B|A) P(C|ANB)
P(AnBNnCND)=P(A) P(B|A) P(CIANnB) P(D[JANnBNC(C)

A szabadly értelemszerfien kiterjeszthet6 tobb eseményre is.

FELADATOK:

6. Egy urndban 3 piros, 5 fehér és 6 zold goly6 van. Kihizunk koziiliik 3 golyét. Mennyi a valdszintisége, hogy

elsére pirosat, masodikra fehéret, harmadikra zoldet hizunk, ha hizds utdn a golydkat
(a) visszatessziik
(b) nem tessziik vissza?

7. Egy lakételepen csétanyirtast végeztek. Az elsd vegykezelés még a csétanyok 60%-at irtja ki, de utdna a csota-
nyok egyre inkdbb immuinissa valnak, i{gy a masodszorra mar csak a 40%, harmadszorra pedig csak a 20%-uk
pusztul el. Mi a valdszintisége, hogy egy megjeldlt csétany

(a) atvészeli a teljes eljarast?
(b) az utolsé irtdskor pusztul el?
(c) tdléli a kezelést, ha az els6 kezelés utan még lattdk élve?

8. Egy dobozban 16 alkatrész koziil 3 hibas. Mi a valdszintisége, hogy harom egymads utdn kivett alkatrész miiko-
dbképes?



9.

10.

11.

Egy valszdmvizsgan 30 tétel van. Ezek koziil 6 a nevezetes eloszldsokkal kapcsolatos. Az elsé két szobelizd
hallgaté6 kihdz egy-egy tételt. Mi annak a valdszintisége, hogy

(a) csak az els6 hallgaté hiz nevezetes eloszldsos tételt?

(b) mindkét hallgaté ilyen tételt hiz (hizhatjdk mindketten ugyanazt is!)

(c) egyik sem huz ilyen tételt?
Van két dobozunk. Az egyik dobozban 3 piros és 2 kék goly6 van, a mésikban 2 piros és 4 kék. Az elsé dobozbdl
atrakunk egy golyot a masik dobozba, majd onnan atrakunk egyet az els6be.

(a) Mi a val6sziniisége annak, hogy ezek utdn az elsé dobozban 3 piros goly? lesz?

(b) Mi a valészinlisége annak, hogy az els6 golyé piros és a masodik kék?

(c) Mi a valészintisége annak, hogy az els6 golyé piros volt, ha a masodik kék?
Van két dobozunk. Az egyik dobozban 3 piros és 2 kék goly6 van, a masikban 2 piros és 4 kék. Az elsé dobozbdl
atrakunk egy goly6t a mésik dobozba, majd onnan atrakunk egyet az elsébe, majd az elsé dobozbdl ismét egyet

a mdsikba. Taldljon ki olyan kérdéseket, melyek golydk szinével kapcsolatosak, €s feltételes valdszintiségekkel
megvalaszolhatok!

3. Teljes valoszintiség tétele

Ha Aq, Ao, ..., A, teljes eseményrendszert alkot (azaz paronként kizdréak és tinidjuk a biztos eseményt), B pedig
tetsz6leges esemény, akkor:

P(B) = P(A1) - P(B|A1) + P(Ag) - P(B|A2) + ... P(Ay) - P(B|Ay).

FELADATOK:

12.

13.

14.

Egy suli tanul6inak 80%-a lany. Az elsé matekvizsgan éltaldban a ldnyok 15%-4at, a fidk 10%-at hizzak meg. A
hallgatésagnak kb. hany szdzaléka bukik meg az els§ vizsgan?

Informacidink szerint az A céggel kotott iizleteink 60%-a, a B céggel kotott tizletek 70%-a bizonyul kedvezs-
nek. Kettdjiik koziil a hamarabb jelentkez céggel rogton két iizletet is kotiink. FeltehetS, hogy 1/2 valészind-
séggel jelentkezik hamarabb A B-nél, és forditva. Mi a val6sziniisége, hogy

(a) az elsd lizletkotés kedvezd lesz?

(b) mindkét tizletkotés javunkra valik?

(c) lesz koztiik rossz és j6 iizlet is?
Ping-pongban az a nyertes, aki el6bb éri el a 11 pontot, de legalabb 2 pont kiilonbség kell a nyeréshez (11-10-nél
folytatjdk két pont kiillonbségig). Egy versenyen csak a nyertes kap pénzjutalmat: 1.000.000 Ft-ot. Két azonos

képességii jatékosndl a dontd szettben 10 — 9-es dllasndl dramsziinet lesz, nem lehet folytatni. Mi az igazsdgos
osztozkodds a pénzen?

4. Bayes-tétel

Ha tudjuk, hogy B bekovetkezett, akkor kérdezhetjiikk mi annak a valdsziniisége, hogy ez az A; eseménnyel valdsult
meg? Igaz a kovetkezd képlet:

PR == p(5) = B{AL) - P(BIA) T P(As) - P(BIAs) + .- P(A,) - P(BIA,)’




15. A ketyere gydrban az A, B és C gépsoron dllitjak el§ a ketyeréket. Az A gépsoron a ketyerék 25, a B-n 35, a
C-n 40%-at gyartjak. Az A gépsoron eldallitott ketyerék 5%-a, a B gépsoron elddllitottak 4%-a, a C'-n gyartott
ketyeréknek csak 2%-a hibds. A hibdsakat félredobjak egy nagy kupacba. Ebbd] véletlenszerlien kiszedve egy
ketyerét, mi a val6szintisége, hogy azt az A, B, illetve a C' gépsoron gyartottak?

16. Egy bindris csatorndn a 0 jelet 1/3, az 1 jelet 2/3 val6szinGiséggel adjdk le. Mivel az addst zajok zavarjdk, ha 0-t
adnak le, akkor 1/4 valészintiséggel 1 érkezik, ha pedig 1-et adnak le, 1/5 val6sziniiséggel 0 érkezik.

(a) Kaptunk egy 0-t. Mi a val6sziniisége, hogy ezt 0-ként is adtak le?
(b) Mi a valészintisége, hogy 1-et kapunk?

17. Tegyiik fel, hogy egy bizonyos betegségben az embereknek csupan 1 ezreléke szenved. A betegséget egy vér-
vizsgalattal lehet kimutatni. A vizsgélat sajnos tévedhet mindkét irdnyban: beteg emberek esetén csak 0.9 a
valdszinlisége annak, hogy a vizsgilat betegnek jelzi, egészséges embereket pedig csak 0.8 a valdsziniisége,
hogy egészségesnek jelzi. Bardtomat nemrég vizsgéltik, és a vizsgélat betegnek jelezte. Nyugtassuk meg ba-
ratomat, hogy nem kell megijednie: a vizsgalat eredményének ismeretében sem til valészind, hogy a kérdéses
betegségben szenved.

5. Fiiggetlen események

Az A, B események fiiggetlenek akkor és csak akkor, ha teljesiil, hogy P(AN B) = P(A)P(B).
Harom esemény fiiggetlenségéhez mar 8 egyenldségnek kellé teljesiilni:

P(Ay1 N Ay N Az) = P(A1)P(A3) P(As)
P(A, N Ay N A3) = P(A1)P(As) P(73)
P(A, N 743N As) = P(Ay)P(A3)P(As)
P(A, N3 N A3) = P(A1)P(d3)P(7A3)
P(AT N As 1 Ag) = P(A7)P(As) P(As)
P(A; N Ay NAz) = P(A;)P(A2) P(4A3)
P(A;NA;N Az) = P(A11)P(Ay) P(A3)
P(A1N Ay N Ay) = P(A1)P(A;)P(43)

Tobb, mondjuk n, esemény fiiggetlensége esetén nem csak annak kell teljesiilnie, hogy
P(AiNAyNAsn---NA,) =P(A)P(A2)P(A3) ... P(A,),

hanem tetsz6leges A;-k helyett mindkét oldalon azok komplementerét véve is igaz kell hogy legyen az egyenlGség,
példaul:

P(AiNAsNA3sNAsN---NA,) = P(A)P(As)P(A3)P(Ay) ... P(A,).
Ilyen egyenletb6l 2™ darab van.

FELADATOK:

18. Tegyiik fel, hogy az év egy bizonyos napjdn Budapesten, New York-ban és Tokioban minden nap egymastol
fiiggetleniil esik az es6 0.6, 0.8, 0.5 valészintiségekkel, illetve nem esik 0.4, 0.2, 0.5 valészintiségekkel. Es6zés
szempontjdbdl a hdrom varosban 8 féle varidcio lehetséges. Sorolja fel ezt a 8 varidciot, és mind a 8 varidcénak
adja meg a valdszintiségét! Ezek utdn tekintse azt a valészinliségi valtozot, hogy



X = e hdrom véros koziil hany varosban esik az esd.

Adja meg ennek a valdsziniiségi valtozonak az eloszlasat!

19. (Az el6z0 feladat folytatdsa)
Hogyan egyszer(isodik az el6z6 feladatban a szamitds, ha az esd val6szintisége mindharom varosban ugyan-
annyi. Jelolje ezt a kozos valdszintiséget p-vel, és adja meg az

X = e hdrom varos koziil hany varosban esik az es6

valésziniiségi véaltozonak az eloszlasat a p paraméter segitségével!

20. (Példa pdronként fiiggetlen, de osszességében nem fiiggetlen eseményekre)
Egy 10 és egy 20 forintos érmével dobunk. Tekintsiik az aldbbi eseményeket:

A = 10 forintos érme fejet ad,
B = 10 forintos érme fejet ad,

C' = mindkét érmével irdst dobok vagy mindkét érmével fejet dobok.

A és B nyilvan fiiggetlenek egymadstdl. Mutassuk meg, hogy

(a) Aés C fiiggetlenek.
(b) B és C fiiggetlenek.
(c) Aés B és C nem fiiggetlenek.

21. Egy piros és egy zold kockaval dobunk. Tekintsiik az aldbbi eseményeket:

A = a dobott szamok Jsszege 7 ,
B = legalabb az egyik kockan van hatos ,
C = mindkét kockaval paratlant dobok ,
D = a két kockéval kiillonboz6 szamokat dobok ,

FE = a z6ld kockaval 4-est dobok .

Vilaszoljuk meg a kovetkez6 kérdéseket:

(a) Figgetlenek-e egymastdl az A és C események?
(b) Kizar6ak-e az A és C események?
(c) Mennyi a B esemény val6szintisége?

(d) Hogy viszonul egyméshoz A és D? Milyen kovetkeztetést vonhatunk le ebbdl a valészintiségeikre nézve?
Es a fiiggetlenségekre nézve?

(e) Fiiggetlenek-e egymadstol az A és F események?
(f) Mindezek alapjan mutassunk példat olyan eseményekre, amelyek

i. fiiggetlenek, de nem kizaréak,
ii. kizaréak, de nem fiiggetlenek.



6. Tovabbi feladatok

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Egy pakli francia kartyat (azaz 52 lapot, melyek kozott 6sszesen 4 dsz van) véletlenszerlien négy jatékosnak
osztunk ki tigy, hogy mindenki kap 13-13 lapot. Mi a valdésziniisége, hogy mindenkinek jutott 4sz? (Legyen
E; az az esemény, hogy az i-dik jdtékos pontosan egy dszt kapott. Hatdrozzuk meg a P(E1 N Ey N E5 N Ey)
valosziniiséget a szorzdsi szabdly segitségével.

Egy didk harom zardvizsgdjara késziil. Az els6 juniusban lesz, és ezen 90%-os eséllyel megy 4t. Ha ezen dtment,
akkor jdliusban prébdlhatja meg a médsodik vizsgat, amely 80 % eséllyel lesz sikeres. Ha ezen is dtment, akkor
szeptemberben megy a harmadik vizsgdra, ahol mar csak 70% eséllyel megy at. Ellenben ha barmelyik vizsgdja
sikertelen, akkor csak egy év miilva lehet djra prébélkozni
(a) Mi a valészinilisége annak, hogy az elsé évben dtmegy mindhdrom vizsgan?
(b) Feltée, hogy nem sikeriilt az els6é évben letenni a vizsgdkat, mi a val6szintisége, hogy a masodik vizsgdja
volt sikertelen?

Az A dobdkockénak 4 piros és 2 fehér oldala van, a B kockanak pedig 2 piros és 4 fehér. El6szor feldobunk egy
szabalyos érmét. Ha fej, akkor a tovdbbiakban mindig az A kockaval jatszunk; ha irds, akkor pedig mindig a B
kockaval.

(a) Mutassa meg, hogy a piros dobdsdnak valdszinisége mindig %

(b) Ha az els6 két dobds piros, mi a valdszintisége, hogy a harmadik is piros?

(c) Ha az els6 harom dobds piros, akkor mi a valésziniisége, hogy az A kockat haszndljuk? (Csak a kocka

felsd lapjat latjuk, a kocka tobbi oldalat nem.)

Egy dobozban 4 cédula van, harom piros és egy kék. Kihizunk egy cédulat, majd visszatessziilk még harom
ugyanolyan szinfivel egyiitt. Ezutan ismét hizunk egy cédulat. Mi a valésziniisége annak, hogy

(a) egyforma szinti céduldkat hizunk?

(b) pirosakat hizunk, feltéve, hogy egyforma szinli céduldkat hiizunk?
Els6 1épés: harom tizforintos érmével dobunk, és megnézzilk, hany fejet kapunk. Mésodik 1épés: ahany fejet
kaptunk az elsé 1épésben, annyi hiszforintos érmével dobunk. Mi a valészinfisége annak, hogy a huszforintos
érmékkel pontosan 2 fejet kapunk,

(a) ha nem tudjuk, hogy a tizforintos érmékkel mi jott ki?

(b) ha tudjuk, hogy a tizforintos érmékkel legaldbb 2 fejet kaptunk?
Két szabdlyos dobdkockdval dobunk, és megnézziik a dobott szamok kiilonbségét (ami egy 0 és 5 kozotti szam).
Amennyi a dobott szdmok kiilonbsége, annyi szabalyos érmével dobunk. (Tehdt az is lehet, hogy 0 darab érmével
dobunk.) Mi a valdszintisége annak, hogy az érmékkel pontosan 4 fejet kapunk,

(a) ha nem tudjuk, hogy a dobékockékkal mi jott ki a kiillonbségre?

(b) ha tudjuk, hogy a kiilonbség 5?



