Matematika A3
Val6szinliségszamitas, 3. €s 4. gyakorlat
2013/14. tavaszi félév

1. Varhato érték

1. Egy dobozban 6 cédula van, rajtuk pedig a kovetkezd szamok:

(@ 1, 2, 3, 4, 5, 6;
b) 1, 2, 6, 6, 6, 6;
© 1,2, 2,3, 3, 3;
@ 1,2 2 2 2 6

e 1,1, 1,2 2 3;

() 11, 11, 11, 12, 12, 13;

(g) 21, 21, 21, 22, 22, 23;

(h) 21, 22, 22, 22, 22, 26;

(1) 210, 220, 220, 220, 220, 236;

(G) 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6;

(k) 0.1, 0.2, 0.6, 0.6, 0.6, 0.6;

M 5.1, 5.2, 5.6, 5.6, 5.6, 5.6;

(m) -1, =2, =3, —4, —5, —6;

(n) -1, -2, —6, —6, —6, —6;

(o) -1, =2, 2, 3, 3, 3.
A fenti esetek mindegyikében véletlenszer{ien hiizunk a dobozbdl egy cédulit, és leolvassuk a rajta 1év6 szamot.
Ezt a szamot jeloljiikk X -szel. Adja meg X eloszldsat tdbldzattal, és szdmolja ki az eloszlds varhato értékét!

Képzelje el (még jobb ha ténylegesen vagy szimuldciéval meg is teszi), hogy X-re sok kisérletet végez. A
kisérletek szamadt jelolje N, a kisérleti eredményeket, amelyek véletlen szamok, jelolje

X1,Xo,..., XnN.
Koriilbeliil mennyi lesz a kisérleti eredmények

Xi+Xo+.. .+ XN
N

atlaga?



2. Tegyiik fel, hogy egy bizonyos orszagban a csalddoknak kb.
15%-4nak nincs gyereke,
40%-énak 1 gyereke van,
30%-4nak 2 gyereke van,
10%-4nak 3 gyereke van,
5%-anak pedig 4.
A 4-nél tobbgyerekes csalddok olyan ritkdk, hogy ezzel a lehet6séggel nem foglalkozunk. Feltessziik, hogy
a kiilonbozd csalddokban a gyerekek szama fiiggetlen egymadstdl. Feltessziik, hogy minden gyerek a tobbitdl
fiiggetleniil 0.5 — 0.5 valészintiségggel sziiletik lanynak vagy fiinak.
(a) Atlagosan hany gyerek van egy-egy csalddban?
(b) Atlagosan hany liny-gyerek van egy-egy csalddban?
(c) Atlagosan hdny fid-gyerek van egy-egy csalddban?

(d) Ha egy csalddr6l annyit tudunk, hogy van benne gyerek, akkor a gyerekek szdmdnak mi az eloszldsa?

2. Valésziniiségi valtozo fiiggvényének varhato értéke, szoras
3. Egy dobozban 6 cédula van, rajtuk pedig a kovetkez6 szamok:

(@ 1, 2, 3, 4, 5, 6;

(b) 1, 2, 6, 6, 6, 6;

© 1,2, 2, 3,3, 3;

@1, 2 2 2 2 6

e 1, 1,1, 2,2, 3;

(f) 11, 11, 11, 12, 12, 13;

(g) 21, 21, 21, 22, 22, 23;

(h) 21, 22, 22, 22, 22, 26;

(1) 210, 220, 220, 220, 220, 236;
() 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6;
(k) 0.1, 0.2, 0.6, 0.6, 0.6, 0.6;
M 5.1, 5.2, 5.6, 5.6, 5.6, 5.6;
(m) —1, —2, —3, —4, —5, —6;
(n) -1, =2, —6, —6, —6, —O6;
(o) -1, =2, 2, 3, 3, 3.
A fenti esetek mindegyikében véletlenszertien hizunk a dobozbdl egy céduldt, és leolvassuk a rajta 1év6 szamot.

Ezt a szamot jeloljik X -szel. Képzelje el (még jobb ha ténylegesen vagy szimulacidval meg is teszi), hogy X -re
sok kisérletet végez. A kisérletek szamat jelolje IV, a kisérleti eredményeket, amelyek véletlen szamok, jelolje

X17X2a- --7XN
e Becsiilje meg,hogy koriilbeliil mennyi lesz a kisérleti eredmények négyzetének 4tlaga, vagyis az
X2+ X3+, +X3
N

kifejezés értéke? (Az itt szerepl§ kifejezést az X, X, ..., Xy szdmok masodik momentuménak nevez-
ziik. Az elméleti értéket, amit Onnek kell meghatarozni, az X val6szinliségi valtozo (avagy a valdszintiségi
valtozo eloszlasa) masodik momentumanak nevezziik.)




Becsiilje meg, hogy koriilbeliil mennyi lesz a kisérleti eredményeknek egy valamilyen konstanstdl, példaul
a 2.8-t8l1 vald eltérése négyzetének az atlaga, vagyis az

(X1 —28)2 4+ (X2 —2.8)2+ ...+ (Xn —2.8)2
N

kifejezésnek az értéke? (Az itt szerepld kifejezést az X1, Xo, ..., Xy szdmoknak a 2.8 -re vonatkoz6 ma-
sodik momentumadnak nevezziik. Az elméleti értéket, amit Onnek meg kell hatdrozni, az X val6szinliségi
véltozé (avagy a valdsziniiségi valtozo eloszldsa) 2.8-re vonatkozé masodik momentuménak nevezziik.)

Becsiilje meg,hogy koriilbeliil mennyi lesz a kisérleti eredményeknek az atlagukra vonatkozé masodik mo-
mentuma. Az elméleti értéket, amit Onnek meg kell hatdrozni, az X valdszintiségi véaltozonak a varhaté
értékre vonatkoz6 misodik momentuménak nevezziik. Ezt a mennyiséget variancidnak, avagy szordsnégy-
zetnek is hivjuk.

4. Tegyiik fel, hogy egy bizonyos orszdgban a csalddoknak kb. 20%-4nak nincs gyereke,
40%-énak 1 gyereke van,
30%-anak 2 gyereke van,
5%-anak 3 gyereke van,
5%-4nak pedig 4.
A 4-nél tobbgyerekes csalddok olyan ritkdk, hogy ezzel a lehet6séggel nem foglalkozunk. Feltessziik, hogy a
kiilonboz6 csalddokban a gyerekek szama fiiggetlen egymastol.

(a)

(b)

A csaladi pétlékot az alabbi tablazat szerint kapjak a csalddok:

gyerekek szdma 0 1 2 3 4
csalddi potlék (firying-ben) | 0 | 5000 | 25000 | 30000 | 35000

Atlagosan hany fitying csaladi p6tlékot kap egy-egy csalad?
Atlagosan hany fitying csaladi pétlékot kapnak a gyerekes csalddok?

3. Tovabbi feladatok varhato értékkel és szorassal kapcsolatban

5. Tekintsiik a kovetkezd diszkrét eloszlasokat:

(a)

(b)

(©

p(z) || 0.05 0.1 0.1 0.15 | 0.25 | 0.35

x 11 12 13 14 15 16
p(x) 0.05 0.1 0.1 0.15 0.25 0.35

x ) 10 15 20 25 30
p(z) || 0.05 0.1 0.1 0.15 0.25 0.35

Mennyi ezeknek az eloszldsoknak

a varhato értéke?

a masodik momentuma?



e avariancigja?

e a szorasa?

6. Egy dobozban céduldk vannak. Hirom céduldn 4-es szdm 4ll, két céduladn 6-os, egy céduldn pedig 7-es. Kihu-
zunk egy cédulat, és leolvassuk a rajta 1év6 szamot. Mennyi a leolvasott szim

e varhato értéke?
e masodik momentuma?
e variancidja?

e szOrdsa?
7. Egy dobozban 5 golyé van: 3 piros és 2 fehér. Visszatevés nélkiil hizunk addig, amig végre pirosat hiizunk.

(a) Adja meg az ehhez sziikséges hizdsok szdmdanak eloszldsét tdblazattal!
(b) Atlagosan hany hzis kell az els§ pirosig?
8. Legyen X a szabdlyos dobdkockdval dobott szam értéke. Mennyi lesz X varhat6 értéke és szérasa?

9. Két szabalyos dobdkockaval dobunk, és megfigyeljiik a dobott szdmok eltérését (kiilonbségiik abszolut értékét).
Adja meg ennek a val6sziniiségi valtozonak az eloszlasat, a varhat6 értékét és a szorasat!

10. Kétszabalyos dobokockaval dobunk, és megfigyeljiik a dobott szamok 0sszegét. Adja meg ennek a val6szintiségi
valtozonak az eloszlasat, a varhato értékét és a szorasat!

11. Két szabdlyos dobdkockdval dobunk, egy pirossal és egy fehérrel, és megfigyeljiik a dobott szimok a piros
és a fehér szdm kiilonbségét. Adja meg ennek a valdszinliségi valtozonak az eloszldsat, a varhat6 értékét és a
szOrasat!

12. Egy sorsjatékon 1 darab 1.000.000 Ft-os, 10 db 50.000 Ft-os és 100 darab 5.000 Ft-os nyeremény van. A
jatékhoz 40.000 darab sorsjegyet adnak ki. Mennyi legyen a jegy dra, hogy egy sorsjegyre a nyeremény varhatd
értéke a jegy ardnak felével egyezzék meg?

4. Néhany nevezetes eloszlas

Az aldbbi felsoroldsban az eloszldsok neve utan a sulyfiiggvény matematikai képlete, a stlyfiiggvény és az eloszlas-
fliggvény angol- illetve magyarnyelvii Excelben haszndlatos neve szerepel, majd egy tomor leirds arrél, hogy mikor
kell haszndlni. Az eloszlasok tdbldzatai, sily- és eloszldsfiiggvényeik grafikonjai a Diszkret_eloszlasok.xls
fajlban lathat6ak.

Hipergeometrikus-eloszlas
Stulyfiiggvény:

(z értelemszerd alsé és felsd hatdrok kozott kell legyen)

P(X =z) = HYPGEOMDIST (x;n; K; N)

P(X = 2) = HIPERGEOM.ELOSZLAS (x; n; K; N)

Eloszldsfiiggvény: Osszegzéssel szamolandé, mert az 6sszegzésre nincs HYPGEOMDIST ( ... ; TRUE) opcid.



Mikor haszndljuk: N darab goly6 van egy laddban, koziilikk K darab piros, a tobbi N — K darab fehér. n-szer hizunk
visszatevés nélkiil. A valészinlségi valtozd, ami ilyen eloszlast kovet:

X = ahdanyszor pirosat hizunk

Binomialis-eloszlas
Stulyfiiggvény:

P(X =) =BINOMDIST (x;n;p; FALSE)

P(X = x) = BINOM.ELOSZLAS (x; n; p; HAMIS)

Eloszldsfiiggvény:
P(X <z) =BINOMDIST (x;n;p; TRUE)

P(X < z) =BINOM.ELOSZLAS (x;n;p; IGAZ)

Mikor haszndljuk: Altaldnosan: n darab fiiggetlen, kiilon-kiilon p valészintiségii esemény kapcsan az alabbi val6szi-
nilségi valtozé kovet ilyen eloszlast:

X = ahany esemény bekovetkezik az n esemény koziil

Specidlisan: N darab goly6 van egy laddban, koziilik K darab piros, a tobbi N — K darab fehér. n-szer hizunk
visszatevéssel. A val6szintiségi valtozo, ami ilyen eloszldst kovet:

X = ahdnyszor pirosat hizunk

Tehat a binomidlis eloszlast a visszatevéses, a hipergeometrikus eloszldst a visszatevés nélkiili hizasok esetén kell
haszndlni.

Poisson-eloszlas
Sulyfiiggvény:

P(X =) =POISSON (x; A\; FALSE) (angolul, magyarul egyforma)
Eloszlasfiiggvény:
P(X <1x) =POISSON (x;n;p; TRUE) (angolul, magyarul egyforma)

Mikor haszndljuk: Sok fiiggetlen, kiilon-kiilon kis valészintiségli esemény kapcsdn az aldbbi valdszintiségi véltozo
kovet ilyen eloszlast:

X = ahdny esemény bekovetkezik



Geometriai-eloszlas
Sulyfiiggvény:

PX=2)=(1-p)"'p (x=12,...)

Eloszldsfiiggvény:

PX<z)=1-(1-p)* (z=1,2,...)

Mikor haszndljuk: Egy p valoszintiségli eseményre fiiggetlen kisérleteket végziink addig, amig el6szorre bekovetkezik
az esemény. A valdszinfiségi valtozo, ami ilyen eloszlast kovet:

X = ahany kisérlet kell az esemény els6 bekovetkezéséhez

FELADATOK:

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Egy dobozban 5 piros és 4 fehér goly6 van. 3 golyét kivesziink visszatevés nélkiil. Legyen X a kihizott piros
goly6k szdma. Szdmolja ki X eloszldsat, varhato értékét, variancidjat, szorasat!

Egy dobozban 5 piros és 4 fehér goly6 van. 3 goly6t kivesziink visszatevéssel. Legyen X a kihtizott piros goly6k
szama. Szamolja ki X eloszlasat, varhat6 értékét, variancidjat, szorasat!

Tegyiik fel, hogy egy bizonyos orszdgban a ldnyok 30%-a kék szem, 60%-a barna szemdi, a tobbi lany szeme
mads szind. Mennyi annak a valdszintisége, hogy egy 25 tagu ldny-tarsasdgban a barna szemiiek szdma

(a) 10-nél kisebb?

(b) 5-nél nagyobb?

(c) 5-nél nagyobb, de 10-nél kisebb?

(d) 10-nél kisebb, feltéve, hogy 5-nél nagyobb?

(e) 5-nél nagyobb, feltéve, hogy 10-nél kisebb?
Tegyiik fel, hogy egy gyakorlatra a 400 hallgaté mindegyike egymdstdl fiiggetleniil 0.6 valészintiséggel jar el.
A teremben csak 250 db szék van.

(a) Mi a valésziniisége, hogy minden jelenlévé didknak jut kiilon szEék?

(b) Hany sz€k kell, hogy biztosan (1 valdszintiséggel) minden jelenlévd didknak jut kiilon szék?

(c) Hany szék kell, hogy legalabb 0.99 valdszintiséggel minden jelenlévd didknak jusson kiilon szék?
Egy szocske elindul a szdmegyenes orig6jabdl. Minden 1épésnél 1/2 val6sziniiséggel jobbra, 1/2 valésziniiség-
gel balra ugrik. 20 ugrds megtétele utan

(a) milyen valészintiséggel lesz a 0-ban?

(b) milyen valdszintséggel lesz az 1-ben?

(c) milyen val6szintiséggel lesz a (—2)-ben, ha az utolsé el6tti ugrds utdn a (—3)-ban volt?
Van két érmém, az egyik igazsdgos érme, a masik cinkelt, de ranézésre nem tudom &ket megkiilonboztetni
egymdstdl. A cinkelt érme 3/4 valdszintiséggel mutat fejet. ElGveszem az egyik érmét a zsebembdl, 1/2 eséllyel
azigazsdgosat, 1/2 eséllyel a cinkeltet, és odaadom a hallgatGknak. 30 dobas utén el kell donteniiik, melyik érme

volt, amit eldvettem. Hol hiizndk meg a dontési hatart? (A 30 dobds koziil hany fej az a maximalis, amikor még
az igazsdgos érmére tippelnének?)

Egy 30 f6s osztalyban 17 lany van. Véletlenszeriien kivalasztanak az osztalybol egy 12 f6s csapatot egy vetél-
keddre. Legyen a csapatba keriilt ldnyok szdma X. P(X = 7) =?



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

80 tiveg bor van egy borospincében 0ssze-vissza lerakva, ebbdl 30 fehér, 50 voros. A vendégek a fogaddstol
3 iiveg fehér és 7 vorosbort rendelnek, de a pincében kiégett a villany. A fogadds véletlenszeriien kivdlaszt 10
tiveget. Mi a valészinlisége, hogy minden vendég kap neki megfelel itokat?

Sok év adatai alapjan feltessziik, hogy egy bizonyos kisvdrosban naponta dtlagosan 7.5 konnyd baleset és 2.8
sulyos baleset torténik. Mennyi annak a valészinlisége, hogy egy nap alatt a konny( balesetek szdma

(a) 10-nél kisebb?

(b) 5-nél nagyobb?

(c) 5-nél nagyobb, de 10-nél kisebb?

(d) 10-nél kisebb, feltéve, hogy 5-nél nagyobb?

(e) 5-nél nagyobb, feltéve, hogy 10-nél kisebb?

Hogyan médosulnak a fenti kérdésekre adott vilaszok, ha nem az egy, hanem a harom egymast kovetd napon
bekovetkez6 balesetek szamara vonatkoznak?

Mennyi annak a valdszintisége, hogy ha 4.000.000 lottészelvényt véletlenszerlien és egymadstol fiiggetleniil ki-
toltenek, ezek kozott pontosan £k db ottaldlatos szelvény lesz? Mi a valészinlisége annak, hogy valakiknek a
fényereményen osztozni kell (vagyis tobb mint 1 ottaldlatos szelvény lesz)?

Percenként atlagosan 2 hivés érkezik a tudakozé kozpontba. Mi annak a valdszintisége, hogy 10 : 00 és 10 : 05
kozott legaldbb 4 hivas érkezik?

Sok év statisztikdja 4ll rendelkezésiinkre arra nézve, hogy naponta hdny lakéstiz volt Budapesten. A napi négy
tlizeset ugyanolyan relativ gyakorisidggal fordul el6, mint az ot tlizeset. Becsiilje meg, hogy a napok koriilbeliil
hany szazalékdban fordul el6 a két tizeset!

Egy 400 oldalas konyvben osszesen 200 sajtéhuba van (véletlenszerdien elszérva). Mennyi a valdsziniisége
annak, hogy a 13. oldalon t&bb, mint egy sajtéhuba van?

A "Kocogj veliink!" mozgalom keretében tavaly futéversenyt rendeztek a Duna-kanyarban. A pélyat sajnos
kullanccsal fert6zott teriileten at vezették. Kideriilt, hogy a versenyzdk koziil 300-an taldltak magukban egy,
75-en pedig két kullancsot. Ennek alapjdn becsiiljiik meg, hogy koriilbeliil hdnyan indultak a versenyen!

Egy forgalmas orszdgitszakaszon, ahol maskor is szoktak radarozni, figyelik, hogy 5 perc alatt hany aut6 1é-
pi 4t a megengedett sebességhatdrt. Tapasztalat szerint kb. ugyanolyan valdszin(, hogy lesz ilyen autd, mint
az, hogy nem lesz. Mennyi a val6szintisége, hogy az 5 perc alatt pontosan harom auté 1épi at a megengedett
sebességhatart?

Atlagosan hany szem mazsoldnak kell lennie egy siitiben ahhoz, hogy egy véletlenszertien kivalasztott siitiben
99%-os valésziniliséggel legyen (legaldbb egy szem) mazsola?

Valaki minden héten egyetlen 6tos lotté szelvénnyel jatszik. Legaldbb hany hétig kell(ene) jatszania ahhoz, hogy
a hdrmas, taldlat valészindsége legaldbb 1/2 legyen?

100 kulcs koziil csak 1 nyitja az el6ttiink 1év6 ajtot. A sotétben nem latjuk, hogy melyik kulcsot probaltuk mar ki,
igy a prébdlgatdsok sordn tobbszor is a keziinkbe keriilhet ugyanaz kulcs. Mi a valészintisége, hogy legfeljebb
50 prébélkozdssal kinyitjuk az ajt6t? Es ha a kiprobélt kulcsokat félretessziik?

Ha egy orszdgban a atlagosan 2,7 harmasiker sziiletik, akkor mi a valészinlisége annak, hogy pontosan 4 hér-
masiker sziiletik

(a) egy év alatt?
(b) két év alatt?



5. Tovabbi feladatok

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Egy 13 tagu tarsasdg 7 fiubdl és 6 1lanybdl 4ll. A fitik mindegyike 0.8 valészintiséggel, a lanyok mindegyike 0.9
valdszintiséggel - mindenki mastdl fiiggetleniil - megy el egy buliba.

(a) Mi a valésziniisége annak, hogy a buliba legaldbb 5 lany elmegy?

(b) Mi a valészinlisége annak, hogy a buliban legalabb 10-en lesznek, és ugyanannyi fid lesz, mint lany?
Addig dobunk két kockaval, amig a két kockan 1év6 szamjegyek Osszege 12 nem lesz.

(a) Mennyi annak a valészinfisége, hogy pontosan nyolcszor dobunk 12-nél kisebb 6sszeget, miel6tt 12-t dob-

nank?

(b) Mennyi a valdszintisége, hogy 6sszesen nyolcszor dobunk?
Egy bizonyos vdrosban atlagosan 2.5 embert kell megkérdezni ahhoz, hogy végre egy angolul besz€l6t talaljunk.
Mi a valdszintisége, hogy

(a) ebben a védrosban egy véletlenszerlien vélasztott ember angolul beszél?

(b) tobb, mint 3 embert kell megkérdezni ahhoz, hogy végre egy angolul beszél6t taldljunk?
Egy 30 f6s kurzuson 8 kiilfoldi van, a tobbiek magyarok. A magyarok fele lany, fele fid. A 30 didk koziil -
egy konferencian val6 részvételre - 7-et kisorsolnak. Tekintjiik az aldbbi valészinliségi valtozokat: X = ahdny
kiilfoldi, Y = ahdny magyar ldny van a szerencsések kozott. Szadmitsa ki az aldbbi valdszintiségeket:

(@) P(X =2);

(b) P(X =2 é Y =3).
Kertiink sarkdban van egy kis ketrec, abban pedig 5 fehér és 7 barna tyikocska. A tyukok naponta - egymadstol
fliggetleniil - vagy tojnak egy tojast vagy nem. A fehérek éltaldban 3 napontként, a barndk 4 naponként tojnak.

(a) A tojasok napi szamdanak mennyi a varhat6 értéke?

(b) Mi a valészintisége annak, hogy holnap pontosan 2 tojas lesz a ketrecben?
Adja meg az aldbbi valdsziniiségi valtozok eloszlasat képlettel: ahdny huzas kell visszatevéssel ahhoz, hogy egy
magyar kartya paklibol

(a) végre pirosat hizunk;

(b) mdasodszorra pirosat hizunk.

Annak a valdszintisége, hogy egy bizonyos Ujsdgban egyetlen sajtéhiba sincs, korabbi ismereteink szerint 0.5.

(a) Mi a valdszintisége annak, hogy az djsdgban pontosan 2 sajtéhiba van?
(b) Mi a valésziniisége annak, hogy az ijsdgban pontosan 3 sajt6hiba van, feltéve, hogy van benne sajtéhiba?

Egy bizonyos tjsdg minden szdmaba mindig 12 képet tesznek be. Kordbbi tapasztalatok szerint minden kép a
tobbitdl fiiggetleniil 0.65 valdszintiséggel fekvd helyzetti, 0.35 valdszintiséggel allo helyzetti. Mi a valdszintisé-
ge annak, hogy

(a) az ujsdgban pontosan 8 fekvo helyzeti kép van?
(b) az tjsagban legaldbb 8 fekvd helyzetii kép van, feltéve, hogy legaldbb 5 fekvd helyzeti kép van?

Egy dobozban 4 piros, 5 fehér és 6 zold goly6 van. 3-at hizunk visszatevés nélkiil. Legyen X a kihtizott pirosak
szama, Y a kihuzott fehérek szama.

(a) Sorolja fel az (X,Y") kétdimenzids valészintiségi valtozo 6sszes lehetséges értékét!

(b) Adjamega P(X = 1,Y = 2) valészintiséget!

(c) Adjamega P(X = k,Y = n) val6sziniliséget k és n megfeleld értékeire, k-t és n-et tartalmazo képlettel
kifejezve!



