Matematika A3
Valoszinliségszamitas, 5. gyakorlat
2013/14. tavaszi félév

1. Folytonos eloszlasok — Eloszlasfiiggvény és sirtiségfiiggvény

Egy valészintiségi valtozo, illetve egy eloszlas eloszlasfiiggvényének egy = pontban felvett értéke megadja, hogy az
X val6szintiségi valtozé mekkora valészintiséggel vesz fel az = valds szdmnadl kisebb értéket:

Flx)=P(X <)
Egy folytonos eloszlas eloszlasfiiggvényének jellemzdi:
1. a (—o0)-ben 0-hoz, a co-ben 1-hez tart,
2. monoton novekva,
3. mindenhol folytonos.

Az F(z) fuggvény derivaltjat jelsljik f(x) -szel: f(z) = F'(x). A Newton-Leibniz szabdly szerint

Flz) = [ "t

A f(x) figgvény neve: siiriiségfiiggvény. Ugyancsak a Newton-Leibniz szabély szerint teljesiil. hogy tetszdleges (a, b)
vagy [a, b intervallumba esés valGszintisége:

P(a<X<b):P(angb):F(b)—F(a):/bf(t)dt

A stiriségfiiggvény tulajdonsagai:

1. f(z) > 0 minden z-re,

2. _}O flx)dx = 1.

FELADATOK:

1. Hatdrozza meg egy 0 és 1 kozotti egyenletes eloszldsu véletlen szdm eloszldsfiiggvényének és stirtiségfliggvé-
nyének a képletét!

2. Hatdrozza meg egy 0 és 1 kozotti egyenletes eloszlasd véletlen szam négyzete eloszlasfiiggvényének és siirti-
ségfiiggvényének a képletét!

3. Hatdrozza meg egy 0 és 1 kozotti egyenletes eloszlasu véletlen szam négyzetegyoke eloszlasfiiggvényének és
stirtiségfiiggvényének a képletét!



4. Az aldbbi fiiggvények melyike lehet eloszlasfiiggvény? (Amelyik tartomdny nincs megadva, ott a fiiggvény 0.)

(@ F(z)=1+e*" ha —1<uz

(b) G(z) = —%H ha z>0

(¢c) Hxz)=1—e™ ha x>0

(d I(z)=%(4—2) ha 0<2z<2 é 1 ha x>2
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5. Az alabbi fiiggvények melyike striiségfiiggvény? (Amelyik tartomdny nincs megadva, ott a fiiggvény 0.)
(@ f(x)=2 ha x>1
(b)g(x):w ha O0<z<2
(©) h(z)=1sin(%£) ha O0<az<m ¢é 3 'In(3) ha z<0
(d) i(x)=2¢"%* ha x>0

2. Folytonos eloszlasok — Varhato érték és szoras

A folytonos X valészintiségi valtozd vdrhato értéke:

o0

B(X) = [ af(e)da,

— 00

és tetszBleges t(X) fiiggvényének varhaté értéke:

o

wanzj#@vam

A folytonos X val6észinliségi valtozo szordsnégyzetének (variancidjanak) kiszdmitdsa pedig a jol ismert
D*(X) = E(X?) - E*(X)
formula alapjan torténik.

FELADATOK:

6. Tekintsiik a kovetkezd folytonos eloszldsokat, melyeket a stirségfiiggvényiikkel adunk meg. (Amelyik tartomany
nincs megadva, ott a fiiggvény 0.)
@ fz)=2z O<z<1)
(b) f(x)=2x/a®> (0<z<a)
© fl)=1/(2yF) (0<az<1)
d flx)=05+2z (0<x<l)
(e) fxr)=2e"2 (z>0)

v

Rajzolja le a stirtiségfiiggvények grafikonjait! Mennyi ezeknek az eloszlasoknak

e a varhat6 értéke?
e a masodik momentuma?
e a variancidja?

e a szorasa?



7. Tekintsiik a kovetkezd folytonos eloszldsokat, melyeket az eloszlasfiiggvényiikkel adunk meg. )Amelyik tarto-
madny nincs megadva, ott a fiiggvény 0.)

(@ Fx)=2% (0<z<1)
(b) F(:r):x/a2 (0<z<a)
© Flr)=1-e (z20)
@ Fio)=vF ©<s <1

Rajzolja le az eloszlasfiiggvények grafikonjait! Mennyi ezeknek az eloszlasoknak

e a varhat6 értéke?

e a masodik momentuma?
e avariancigja?

e aszorasa?
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8. Egy Bergengéc DVD napokban kifejezett élettartamdnak stiriiségfiiggvénye f(z) = 9723’ ha z > 1. Mi annak a
val6szintisége, hogy ha janudr 26-an hoztuk haza a boltbdl, akkor februar 1-én még miikodik? Melyik DVD-t
érdemesebb megvenni, a Dél-Szaharait, aminek stirtiségfiiggvénye f(x) = ;12 (ha x > 1) vagy a Bergengécot?

3. Exponencidlis eloszlas

Egy valdszintiségi valtozoé orokifjii tulajdonsagi (mds néven: memdria nélkiili), ha teljesiil rd a kovetkezd:

P(X > s+t|X >t) =P(X > s) minden s,¢ > 0 esetén. Azaz ha a val6szintiségi véltoz6 valaminek az élettartama,
akkor az 6rokifju tulajdonsag jelentése a kovetkez8: amig a szébanforgd dolog,,é1”, a tovabbi jov§jét illetleg esélyei
olyanok, mint egy ,,djsziil6tt” dolognak.

Egy pozitiv értéki folytonos valdszinfiségi valtoz6 akkor és csak akkor 6rokifju tulajdonsagu, ha exponencidlis elosz-
lasa.

Megjegyzés: Egy X eloszldsrdl azt mondhatjuk, hogy oregedik, ha P(X > s+ t|X > t) < P(X > s) teljesiil
ré.

Példa: egy elhaszndl6do alkatrész €lettartama.

Hasonl6an azt mondhatjuk, hogy fiatalodik, amennyiben P(X > s +t|X > t) > P(X > s).
Példa: egy nagyon elmaradott orszdgban sziiletett csecsemd élettartama.

A ) paraméter(i exponencidlis eloszldsi X val6szintiségi véltozé siiriiségfiiggvénye: f(z) = Ae %, eloszlasfiigg-
vénye: F(z) =1—e * hazx > 0.
A X paraméter(i exponencidlis eloszlds eloszlast X valdszintiségi valtozé varhaté értéke és szérdsa: 1/

FELADATOK:

9. Tegyiik fel, hogy egy nagyvdrosi bisztréban, ahol éjjel-nappal ugyanolyan intenzitdssal jonnek-mennek, esznek-
isznak az emberek, a poharak atlagos élettartama 4.5 hénap.
(a) A poharaknak kb. hany szdzaléka él kevesebb, mint 3 hénapot?
(b) A poharaknak kb. hany szdzaléka él tobb, mint 6 hénapot?
(c) A poharaknak kb. hdny szdzalékédnak esik az €lettartama 1 hénap €s 3 hénap kozé?
(d) Az 1 hénapndl hosszabb életli poharaknak kb. hany szdzaléka €l tobb, mint 6 hénapot?
(e) A 8.25hoénapnal hosszabb életli poharaknak kb. hany szdzaléka él még tovdbb még tobb, mint 1.5 hénapot?



10.

11.

12.

13.

14.

(f) Az a hénapndl hosszabb életl poharaknak kb. hdny szdzaléka él még tovabb mégtobb, mint b hénapot?
Vegye észre, hogy a kérdésre a értékétdl fiiggetleniil akdrmilyen b esetén ugyanaz a vdlasz adodik! Mit
jelent ez a valdsdgra nézve?

(g) Mennyi az a idStartam, amelynél a poharak 99 szazaléka él hosszabb életet?
(h) Mennyi az a id6tartam, amelynél a poharak 90 szazaléka él rovidebb életet?
Egy utcai telefonfiilke foglalt, amikor odaérek. A beszélgetés hossza véletlen, percekben mérve % paraméterd

exponencidlis eloszldsi. Mi a val6sziniisége, hogy 5 perc milva sem keriilok sorra? Mi a helyzet akkor, ha
tudjuk, hogy odaérkezésiinkkor mér 2 perce tart a beszélgetés?

Adott tipust elektromos berendezések 2%-a 1000 tizemoéran beliil elromlik. Tegyiik fel, hogy a meghibdsodésig
eltelt idé exponencidlis eloszlast kovet. Mekkora a valdszintisége, hogy egy ilyen berendezés az atlagosnal
tovabb miikodik?

Egy orokifja tulajdonsagu villanykorténél % annak a val6szintisége, hogy 2000 6randl tobbet iizemel. Egy va-
rosban 200 ilyen égét helyeziink el. Mi a val6szinlisége annak, hogy 200 6ra elteltével éppen 150 ég6 vilagit?

Egy bizonyos fajta mos6gép elsé meghibasodasi ideje exponencialis eloszlast kovet. A gépek elsé meghibasoda-
sa 70% valészintiséggel torténik 5 éven beliil. Hatdrozza meg annak a valdszintiségét, hogy az els6 meghibasodds
hdrom éven beliil torténik.

Egy bizonyos fajta ég6bdl kett6t haszndlunk a szobaban- A lampdak élettartama exponencidlis eloszlast kovet 1
év vérhat6 értékkel. Hatdrozza meg annak a valdszintiségét, hogy két év milva

(a) legalabb az egyik vilagit,
(b) mindkettd vilagit!

4. Tovabbi feladatok

15.

16.

Legyen az X val6szinliségi valtozo stirliségfiiggvénye:
f(z)=czx, ha 0<z<2
alkalmas c-vel.

(a) Hatarozza meg c-t!

(b) Hatdrozza meg a P(X < 1) valészintiséget!

(c) Hatdrozza meg a P(X > 0,5) valészintiséget!
(d) Hatdrozza mega P(3 < X < 3) valoszinGiséget!

(e) Mi lesz X varhato értéke és szorasa?

Legyen az X valdszinfiségi valtoz6 strliségfiiggvénye:

alkalmas c-vel.

(a) Hatdrozza meg c-t!

(b) Hatdrozza meg a P(X < 3) valészintiséget!
(c) Hatdrozza meg a P(X > 5,5) valészintiséget!
(d) Hatdrozza meg az F'(x) eloszlasfiiggvényt!

(e) Milesz X varhat6 értéke és szordsa?



17.

18.

19.

20.

21.

Egy bizonyos alkatrész élettartama exponencidlis eloszlast kovet. Tudjuk, hogy az ilyen alkatrészeknek kb.
negyede €l tovabb, mint 1 év. Az ilyen alkatrészeknek

(a) mennyi az atlagos élettartama?
(b) kb. hanyad része él tovabb, mint 1.5 év?

Az X val6szinliségi viltozo stirtiségfiiggvénye f(x) = 2z/25 (0 < x < 5).
(a) Mi a val6sziniisége annak, hogy X < 3 ?
(b) Mennyi X varhat6 értéke?

Az X val6szintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye F(x) = 23/8 (0 < x < 2).
(a) Mi a valésziniisége annak, hogy X > 1,5 ?
(b) Szamolja ki X varhat6 értékét?

Tegyiik fel, hogy egy bizonyos alkatrész élettartama exponencidlis eloszlast kovet 2, 5 év varhatd értékkel.

(a) Az ilyen alkatrészeknek kb. hany szdzaléka él tovabb, mint 3 év?

(b) Szamolja ki az élettartam szordsat!

Az X val6sziniiségi valtozéra igaz, hogy akdrmilyen 0 és 2 kozotti z szdm esetén P(X > x) = 1 — 22/4.
Szdmolja ki X vdrhat6 értékét és szordsat!



