Matematika A3
Valoszinliségszamitas, 6. gyakorlat
2013/14. tavaszi félév

1. A varhato érték és a szoras transzformacidja

1. Ha egy valdsziniiségi valtozéhoz hozzdadunk

o Otot,
e minusz Otot,

e cgy b konstanst,
akkor hogyan valtozik
(a) a varhat6 érték?
(b) a variancia?
(c) aszoéras?
2. Ha egy val6sziniiségi valtozot megszorzunk

e harommal,
e minusz harommal,

e egy a konstanssal,
akkor hogyan valtozik
(a) a varhat6 érték?
(b) a variancia?
(c) aszéras?

3. Ha egy val6szinfiségi valtoz6t megszorzunk egy a konstanssal,majd az eredményt noveljiik b-vel,akkor hogyan
véltozik

(a) a varhat6 érték?

(b) a variancia?

(c) aszoéras?
4. Lehet-e egy val6szinfiségi valtoz6 szérdsa nulla? Ha igen, mutasson ra példat.
5. HaE(X) = 1 és D?(X) = 5, hatdrozza meg E[(2 + X)?] értékét!

6. A zsebemben 1év6 5, 10, 20, 50 és 100 forintos érmék szdma fiiggetlen Poisson(\) eloszldsu valészintiségi
valtozok. Hatdrozza meg az apropénzem értékének varhato értékét és szordsat.



7. Egy kisvdros négyzet alakd, a négyzet oldalai 3 kilométer hossziak. A véros (0, 0) kézéppontjdban van a kérhdz,
és a vdros utcdi négyzethdld szertiek. Ezért ha a véros (z, y) pontjdn torténik egy baleset, a mentnek |z| + |y
tavolsdgot kell megtennie a balesettdl a kérhazig. Ha egy baleset a varoson beliil egyenletes eloszldsi helyen
kovetkezik be, szdmolja ki a betegszallitds varhatd hosszat.

2. Normalis eloszlas

22
A standard normdlis eloszlds stirtiségfiggvénye: p(z) = \/%6*7 ha —co < 2 < oo,
T
eloszlasfiiggvénye: ®(z) = [ ¢(t)dt ha —oo <z < c0.
— 00
A € Rés o > 0 paraméterd (u a varhatd érték, o a szords) normdlis eloszlds a standard normalisbdl szarmaztat-
haté. Ha X standard normadlis eloszlasi valészintiségi valtozo, akkor az Y = o0 X + m valdszintiségi valtozé u és o

paraméterd normadlis eloszlasd. Y eloszlasfiiggvénye:

F) =P <) =PloX +u<y) =P (X < L8) —a (124)),

g

stirliségfiiggvénye:

10 =) = 2o (L) = = et

Tehat ebben a részben a szamitdsokhoz haszndlni kell a standard normalis eloszlés eloszldsfiiggvényének (a @ fligg-
vénynek) a tablazatat vagy egy olyan kalkulatort, amibe a ® fiiggvény be van épitve, vagy az Excelt.

FELADATOK:

8. Tegyiik fel, hogy egy orszagban a férfiak testmagassaga normadlis eloszldst kovet 180 cm vérhat6 értékkel és 10
cm szorassal.
(a) A férfiaknak kb. hany szdzaléka magasabb, mint 190 cm?
(b) A férfiaknak kb. hany sz4zaléka alacsonyabb, mint 195 cm?

(c) Mennyi a valdszinlisége annak, hogy egy véletlenszerlien vdlasztott férfi testmagassdga 170 és 190 cm
kozé esik?

(d) Mennyi a val6észinlisége annak, hogy egy véletlenszer(ien vélasztott férfi testmagassdga kevesebb, mint
195 cm feltéve, hogy tobb, mint 175 cm?

(e) Mennyi az a testmagassag, amelynél a férfiak 10 szdzaléka alacsonyabb? Es az a magassdg, aminél a 99
széazalék alacsonyabb?

(f) Mennyi az a testmagassdg, amelynél a férfiak 90 szazaléka magasabb?
(g) Mennyi az a testmagassag-eltérés, amelyre igaz, hogy a férfiak 50 szdzalékdnak ennél kevesebbel tér a

testmagassaga az atlagos 180 cm-t51?

9. Képzeljiink el egy lizletet, ami minden nap nyitva van. A napi bevétel normdlis eloszlést kovet. Tegyiik fel, hogy
a varhat6 érték 150 ezer forint és a szdras 20 ezer forint. Egy évben kb. hany olyan nap van, amikor
(a) a bevétel tobb, mint 200 ezer forint?
(b) a bevétel kevesebb, mint 130 ezer forint?
(c) abevétel 140 ezer és 150 ezer forint kozé esik?

(d) A bevétel 20 szdzaléka ad6. Mennyi az ad6 varhato értéke és szérdsa?



10.

11.

12.

13.

14.

Egy nagy populdciéban az emberek atlagos testmagassdga 178 cm, a magassdgok szdérdsa 9 cm, és a magassag
normadlis eloszlasnak tekinthetd. Mennyi ekkor annak a valdsziniisége, hogy egy véletlenszertien kivalasztott
személy testmagassaga 169 és 187 cm kozé esik? Mennyi annak a valdszinlisége, hogy ezen személy magasabb
2 méternél? Feltéve, hogy a kivélasztott személy testmagassdga nagyobb, mint 172 cm, mik az el6z6 pontokban
kérdezett események valdszinlségei? Most mennyi az az érték, amelynél kisebb magassag 0.2, 0.9, illetve 0.99
val6szintiségi (feltétel nélkiil)?

Egy gyar autémotorokba valé gyertydkat készit. A gyertydk miikodési ideje kozelitheté normalis eloszlédssal,
atlagosan 1170 6ran keresztiil mtikodnek, 100 6ra szérdssal. A gyar olyan miikodési id6 garanciat akar véllalni,
amelynél hamarabb csak a gyertyék legfeljebb 5%-a hibdsodik meg. Hany 6ra legyen a vallalt miikodési id3?

Egy pontosnak tekinthetd ismersiinkkel 7 6rakor van taldlkozénk. Erkezése normailis eloszldst, o = 5 perc
szérassal. Melyik az az id6pont, amely el&tt ismerdsiink 0.9 valészintiséggel megérkezik?

A két éve iiltetett fenySfak hossza normalis elszlat kovet 1 méter varhato értékel és 0, 2 méter szordssal. Hata-
rozza meg annak a valséizniiségét, hogy 100 fenyd koziil pontosan 10 hossza nagyobb, mint 120 cm!

A négy éve iiltetett feny6fak hossza normalis elszlat kovet 2 méter varhaté értékel és 30 centiméter szordssal. A
legmagasabb 10%-ot akarjuk ivdgni. Legaldbb milyen magas fakat vdgjunk ki?

3. Binomialis eloszlas kozelitése normalissal — Moivre-Laplace-tétel
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100-szor dobunk egy szabdlyos dobdkockaval. Legyen X a dobott hatosok szdma.

(a) Milyen (diszkrét!) eloszlast kovet ez a valdsziniiségi valtoz?

(b) Mennyi a varhat6 értéke?

(c) Mennyi a szérdsa?

(d) Mi a valészintisége annak, hogy X értéke 15 és 20 kozé esik, ezeket az értékeket is beleértve?

(e) Szamolja ki ugyenezt a valésziniséget a megfelelé6 normalis eloszlds segitségével is, és vesse Ossze a
két eredményt! Figyeljen rd, hogy a normélis eloszlds esetén az intervallum hatdrai 14.5 és a 20.5 kell
legyenek!

(f) Mi a valdszindisége annak, hogy X értéke ténylegesen 15 és 20 kozé esik?

(g) Szamolja ki ezt a val6szintiséget is normalis eloszlas segitségével! Figyeljen ra, hogy a normaélis eloszlas
esetén most az intervallum hatdrai 15.5 és a 19.5 kell legyenek!

Egy szabalyos dobdkockaval n = 400-szor dobunk. Legyen X a dobott hatosok szdma. Tekintsiik a dobott
hatosok szdmdnak a relativ gyakorisdgdt, vagyis az X /n val6sziniiségi véltozot!

(a) Milyen (diszkrét!) eloszlast kdvet ez a valdszinliségi valtoz6?

(b) Mennyi a varhato értéke?

(c) Mennyi a szérdsa?

(d) Mi a valészintisége annak, hogy a relativ gyakorisag 0.15 és 0.20 kozé esik? Szamolja ki ezt a valdszind-
séget binomialis eloszlas segitségével!

(e) Szamolja ki ugyenezt a valdsziniiséget a megfeleld normélis eloszlas segitségével is, és vesse Ossze a két
eredményt!

Mennyi annak a valészintisége, hogy 12.000 kockadobds sordn el6fordulé hatosok szdma 1900 és 2150 kozé
esik?

Egy szabalyos érmét 40-szer feldobunk, és X -szel jeloljiik a kapott fejek szamat. Hatdrozza meg annak valdszi-
nfiségét, hogy X = 20

(a) abinomidlis eloszlas segitségével,

(b) a Moivre-Laplace-tételt haszndlva. Ez utébbihoz segitség: P{X = 20} = P{19.5 < X < 20.5}.



4. Hany Kisérlet kell ahhoz, hogy ... ?

19.

20.

21.

Szabdlyos érmével hany dobds kell ahhoz, hogy a "fej" relativ gyakorisdga a "fej" valdszintiségét 0.05-nél kisebb
hibaval kozelitse 0.95 biztonsdggal, azaz valdsziniiséggel?

Hany kisérlet kell ahhoz, hogy egy (szdmunkra nem ismert valdszintiségii) esemény valdszinliségét az esemény
relativ gyakorisdga segitségével 0.1 -nél kisebb hibaval kozelitsiik 0.8 biztonsaggal, azaz valdszintiséggel?

Hany dobas kell ahhoz, hogy a relativ gyakorisag segitségével a 7w szam reciprokat a Buffon-féle ti dobalds
modszerrel 0.01 -nél kisebb hibaval kozelitsiik 0.9, biztonsaggal, azaz valdszintiséggel?

5. Centralis hatareloszlas-tétel
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Az u.n. Centralis hatareloszlas-tétel szerint, ha egy valdszintiségi valtoz6 sok fiiggetlen valésziniiségi valtozo
osszegeként 4ll eld, akkor eloszldsa (kozelitdleg) normadlis eloszlas. Ilyen valészintiségi valtozo példaul

o tizenkét random szam Osszege;

e cgy varos lakosainak napi 6sszes gazfogyasztasa.

Keressen a val6 vildgban olyan valészintiségi valtozokat, melyek sok fiiggetlen valdszintiségi valtozé Osszege-
ként allnak eld, és ezért normalis eloszlassal modellezhetbek!

Centralis hatareloszlas-tétel (CHT): legyenek X, Xo, ... fiiggetlen, azonos eloszlasd val6szintiségi valtozok,
p:=EX; € Réso:=D(X;) € RT. Ekkor

(X1+X2+~-~+Xn—nu
P
ov/n

< x) — ®(z), amint n — +o0, (x € R).

Becsiilje meg annak val6szintiségét, hogy 10.000 kockadobds 6sszege 34.800 és 35.200 kozé esik!

Adott 100 égbnk, melyek élettartama egymadstol fiiggetlen exponencidlis eloszldsud, 5 6ra varhatd értékkel. Te-
gyiik fel, hogy az égéket egymds utdn haszndljuk, azonnal kicserélve azt, amelyik kiégett. Becsiiljiik meg annak
valészintiségét, hogy 525 6ra utdn még van miikods égonk.

A jegyiroda el6tt a fiatalok hosszud sorban dllnak egy koncertjegyért. Ebben a pillanatban éppen 18-an dllnak az
egyik pénztar el6tt. Megfigyeltem, hogy egy vasarlé kiszolgélasi ideje memoria nélkiili valészintiségi valtozo 3
perc atlaggal és a kiszolgélasi id6k fiiggetlenek. Becsiilje meg annak a val6szintiségét, hogy a most utols6ként
4ll6 fiatal tobb mint 60 percet fog a pénztar elbtt eltdlteni!

6. Tovabbi feladatok
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Tegyiik fel, hogy egy orszdgban az emberek 75 szdzaléka sportol. 50 véletlenszertien valasztott ember kozott a
sportolok szdma legyen X. Irja fel annak a valészintiségét, hogy az 50 véletlenszer(ien valasztott ember koziil
tobb, mint 40 sportol az elméletileg pontos diszkrét eloszldssal is és a kozelitd folytonos eloszlassal is!

Tegyiik fel, hogy egy orszdgban a férfiak testmagassdga normalis eloszldst kovet 180 cm varhat6 értékkel és 15
cm szorassal.

(a) A férfiaknak kb. hany szdzaléka magasabb, mint 195 cm?

(b) Mennyi a val6észinlisége annak, hogy egy véletlenszer(ien vélasztott férfi testmagassdga kevesebb, mint
195 cm feltéve, hogy tobb, mint 165 cm?
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Tegyiik fel, hogy a zsomlék sulya egyenletes eloszlast kovet 5 dkg varhat értékkel és 1 dkg szdérassal. Kirdn-
dulni megy a csaldd: 20 zsomlét tesznek a zsdkba.

(a) Mennyi a varhato értéke, illetve a szordsa a zsdkban 1év6 zsomlék Osszsilyanak?

(b) Kozelitdleg milyen eloszlast kovet a zsdkban 1év zsomlék Osszsilya?

(c) Mi a (kozelitd) valdszinlisége annak, hogy a zsdkban 1év6 zsomlék osszsilya tobb, mint 105 dkg?

Egy X val6szintiségi valtozé varhato értéke 0, szérdsa 1. Melyik esetben valésziniibb, hogy X > %; akkor, ha
X eloszlasa normélis, vagy akkor, ha egyenletes? (Az (a, b) intervallumon egyenletes eloszlds szérdsa 377%.)

Egy gyar két fajta érmét gyart: egy igazsdgosat, s egy hamisat ami 55% eséllyel mutat fejet. Van egy ilyen
érménk, de nem tudjuk igazsdgos-e vagy pedig hamis. Ennek eldontésére a kovetkezd statisztikai tesztet hajtjuk
végre: Feldobjuk az érmét 1000-szer. Ha legalabb 525-szor fejet mutat, akkor hamisnak nyilvanitjuk, ha 525-nél
kevesebb fej lesz a dobasok kozott, akkor az érmét igazsagosnak tekintjiik. Mi a valdszintisége, hogy a tesztiink
téved abban az esetben, ha az érme igazsagos volt? Es ha hamis volt?

Egy kockét folyamatosan feldobunk addig, amig a dobdsok 6sszege meghaladja a 300-at. Becsiiljiikk meg annak
valészintiségét, hogy legalabb 80 dobdsra van ehhez sziikség.

Mennyi a valdsziniisége annak, hogy 50 darab fiiggetlen és azonos eloszldsu valészinliségi véltozd Osszege a
[0, 30] intervallumba esik, ha egy ilyen véltozé eloszldsa a [0, 1] intervallumon

(a) egyenletes;

(b) f(x) = 2z stiriségfiiggvény szerint alakul?



