2012. oktdber 24. 6. Trigonometrikus azonossagok és egyenletek. Bev. Mat. BME
1. Toltsiik ki az aldbbi tablazatot :
@ o° 30° 60° 45° 90° 135° 180° 210° 240° 270° 315° 300° 360°
1 1 1
sng | 0o L B, L 4, L B, L B
2 2 \/E \/E 2 2 \/E 2
1 1 1 NE) 1 1 1
Cos ¢ 1 ﬁ — — 0 - = -1 - -—— 0 = — 1
2 2 V2 V2 2 2 V2 2
t o — 5 o = Ao
go @ 3 1 -1 ﬁ 3 -1 —/3
2. Hatdrozzuk meg a hidnyzé értékeket a ¢ meghatarozasa nélkiil :
sing | = 5 8 PRI - U D S e
4 B 144 17 T 12 37 37 - 4225 | 400+ 441
12 12 20
9 5 64 = 4+ = 63 +___ =
cos > + T B T
1% 1 V1289 J 14441205 37 65 | 400 + 441
3 4 f 8 17 8
tg @ iTT + 119 £ iF- :if £ iﬁﬂ A
7 12 V225 12 65 63 20
2 .2 2 1 2 1
Cos“p +sin“p =1 = 1+1tg°p = 5 = Cos“p = ————
cos” p 1+ tg°p
3. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket :
R T T
a.) sin2p=1 = 2p=7+2k7z 1= p=7+k7r, keZ
by c0s2p=0 o 2p=2 +kx N p=2 + k=L, kez
2 4 2
c.) tg2p=0 = 2p=krx = p= k~7ﬂ, kez
d.) tg2p=1 = 2p=—”+k7r == p:—ﬂ+k-—ﬂ, kez
4 8 2
e) Sin2p=§ o 2p=§ vagy %+2k7r o p=—+ k7, p=—+kzr, keZz
T T T
f. ctg3p=1 R 3p=— + k & =— + k-—, keZ
) gop Y 4 T Y 12 3 €
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g.) cos2p=05 < ZpZ? vagy — + 2kz < p=—+ k-7, pz%—i—kﬁ, kez
h.) Ctg3p:«/§ < 3p:—”+k7z < p:—”+k~—”, kez
6 18 3
iy sin2=1 o §=7” + 2kx N | p=(4k+1)z, keZ |
i) cosgzo o ?p:_ + kz o [ p=(2k+1)-m, keZ |
k.) tgﬁzl p= £:—+k7z p= p:£+2k~7z, keZ
2 2 2
1) tgﬁzi s LT ikx o p:£+3k-7z kez
3 3 3 2 '
m.) cosﬁzl = L_Z vagy ﬂ+ 2kr o p:ﬁ+4k~7z, p=&+4k~ﬂ', keZ
2 2 2 3 3 3 3
P P 4
. ctg = =4/3 = ="tk = =— + 3k-7, kezZ
n.) 0] 3 «/_ 3 5 T Y2 > T S
0.) Sinﬁzﬁ & L_T vagy — + 2kz < p:ﬁ+4k T, p:ﬂ+4k-7z, keZ
2 2 3 3
p.) ctg§:— = £=arcctg 05+ kx = p=2-arcctg 0.5+ 2kz , keZ
4. Oldjuk meg az alabbi egyenleteket :
.2 . T
a.) sin“ p=1 o sin p=+1 S pz?—i-kﬂ, keZ
b.) coszp:l = cos p==1 = p=k-7z, keZ
2 1 1 V4
c. t =— & tgp=t— = =+t— + k-7, keZ
) g p 3 gp «/5 P 6
. . Cos p 2 2
d.) sin p=ctg p = smp:K = 1-cos® p=cos p = cos“ p+cos p-1=0 =
Inp
= cos p = 7142”6 (a masik gydk nem megfeleld, mert—1 nél kisebb érték ) | p =tarccos 71;\6 +2k-7, keZ
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e.) sinp=-ctgp < smp:—cf)Sp = l—COSZp:—COSp < COSzp—COSp—lzo =
sin p
= cos p = 1_2£ (a masik gyok nem megfeleld, mert 1 nél nagyobb érték ) p:iarccosl_z‘g +2k-7, keZz
f.) cos p=1tg p & cos,ozsmp = 1—sin2p:sinp & sin2p+sin p-1=0 =
cos p
. -1++5 C . . e
= sin p = 5 (a masik gyok nem megfelels, mert —1 nél kisebb érték )
p:arcsin# + 2k-7z  és p=-—arcsin _12‘6 + (2k+1)-7 , keZ
5. Fejezzik ki Vp € (0,7”) esetén
- .9 sin? P t92 P . tg p
a.) ‘ Sinp -t tgp segitségével ‘ sin® p= > — = > = SiN p =—7—F——
cos“ p+sin“p 1+ tg°p J1+1tg%p
2
PR 2 cos” p 1 1
b.) ‘ cosp-t tgp  segitségével ‘ cos” p = > — = > = Cos p =
cos” p+sin“p 1+ tg°p 1+ t92p
: 2 sin® P sin? 0 sin p 1
c.) ‘ tgp -t sinp  segitségével ‘ tg” p= 7= —> = tg o= > = -
cos“p 1l-sin®p _ g _
\/l sin© p \/szp
2 2 2
_ 1- cos
d.) tgp -t cosSp  segitségével tgzp: szp :1 CO: P tg p= P _ 12 -1
cos“ p cos“ p cos p cos“ p
6. Adjuk meg az «a értékét, ha
a.) Cosa:%, Sina:—ﬁ = a:—?”—i-Zk';r, keZ
. 1
b.) cosw=—£, sma=§ = a=%+2k-ﬂ, keZ
c.) tga=1 és «a a harmadik siknegyedben van = a:% + 2k-7, keZ
7. Hozzuk egyszer(ibb alakra :
a.) sinp-(tgp + ctgp) + cosp-(tgp + ctgp) = (Sm—p + w)(sinp + cosp) =
cos p sin p
_ sm_ L +C0S” p (sinp + cosp) = Sln-p—i-COSp _ 1 _1
sin p-cos p sin p-cos p cos p sin p
b.) (sin p—cos p)-(1+ sin p-cos p) + (sinp+cosp)-(1- sinp-cosp) =
= (sin p—COSp)-(Sin2p+ sin p-COSp+COSZp) + (sin p+COSp)~(Sin2p— sin p-cos p+COSZp) =
= (Sin3p—COS3p) + (Sin3p+COS3p) = 2~sin3p
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10.

Megj.: A fenti feladatot maképpen is megoldhattuk volna, pl. :

(sin p—cos p)-(1+ sin p-cos p) + (sin p+cosp)-(1- sinp-cosp) =
= sin p-(1+ sin p-cos p+1— sin p-cos p) — cos p-(1+ sin p-cos p—1+ sin p-cos p) =

= 2-sinp — 2-c0s p-Sin p-cOS p = 2-Sinp-(1—C052p) = 2~sin3p

Szamitsuk ki az alabbi kifejezések értékét

a) thlTﬂJrstin(—hr) - tg(%+5ﬂ)+% = 1

27 . 27 \2 . Az 2r . 27 . Ar . A . Ar
b. lo cos —+sin—) - sin—1]=1o 1+2-cos—-sin—— sin—1] =1o 1+ sin——sin—1] = 0.
) log [(cos=+sin=7)7 = sin =] = log, [ Csin < sin =] = log, [1+ sin =~ sin =¥ ]
Oldjuk meg az alabbi egyenleteket a megadott intervallumokon
2 . 27
a.) 8c0s 2x+7cos x:5smx+T, xel[0, 7]
2 2 2 - 27 .2 .2 - 27
< 8(c0os” x—sin“ x)+7cos x:55|nx+T & 15-(1-sin“ x)—8-sin x—5~smx—T:0
. . _ ~5445%+23.33 -5+, 5%2+33.33-10-33 -5+ 52-2.5.33+332
23-sm2x+5-smx—£:0 = sinx= = \/ = ‘/ =
4 2-23 2-23 2-23
—5+4(5-33)2  _5+(33- _ .
= ( ) = 5+(33-5) = L smx=l = x=£, ﬂ 1. smx=—§ = x¢[0,x].
46 46 2 6 6 46
b.) tg x+tgzx+ctg x+ctgzx:4 , xa(O,%]
1 2 . + 1 , P 1
& g X+—+19" X+ — =4 . Felhasznalva, hogy VpeR™ p+-—=>2 és egyenld pontosan akkor, ha p=— :
tg x tg” x p p
(tgx+i)+(tgzx+ 5 ) > 4, hiszen Xe(O,ﬁ] esetén tgx >0 .
tg x tg° x 4
Az egyenlet bal oldala tehat pontosan akkor 4, ha tg X:i (& t92X:L ), azaz ha tgx=1 = x=2
tg x tg2 x 4
c.) 1-cos’Xx —cos2x =0 , xel0,2r]
= |sinx|—(coszx—sin2x) =0 < 23in2x+|sinx|—1 =0
I Ha sinx >0, azaz xe€[0,7] vagy X=2x , akkor az egyenlet : 2sinx+sinx—1=0 =
sin XZL “41+42 , €bbll csak a nemnegativ % gyokét véve : X:%r, %
1. Ha sinx <0, azaz Xe(x, 27) , akkor az egyenlet: 2sinx—sinx—1=0 =
sin lei— “41+42 , €bbdl csak a negativ —% gyokot véve : Xz%, %

Oldjuk meg az alabbi egyenleteket :

3 3 3

X = CO0S X+Sin° X = cos® x— sin®

a.) sin X +cos X = COSX—SinX <

< (cosx-sin x)-(coszx+cos X-Sin X+ sinzx) = COSX—SiNX <> (cosx—sin x)-(1+cosx-sin Xx) = cosX—sin X.

. . V3
I Ha cosXx—sin x = 0, akkor az egyenl6ség teljesiil, igy COS X=SIin X -b8l a megoldasok : X:T + k-7, keZ

. . . T
1. Ha cosXx—sinx = 0, akkor 1+cosx-sinx =1 & cos x-sinx=0 & x:k-? , kezZ
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Megj.: A fenti feladatot maképpen is megoldhattuk volna, pl. :

sin X +cos> x = cos x+sin x RS sin x~(1—sin2x) = CO0S x~(1—coszx) & sinXx-cos>X = cos X-sin®x .
1. Ha cos x-sin x=0 , akkor az egyenl8ség teljesiil, igy ezesetben a megoldasok : X= k-? , keZ
. . T
1. Ha co0s X-Sin X =0 , akkor az egyenletet leosztva ezen szorzattal : COS X=SIin X < X:T + k-7, keZ
b.) 3c0s2X =-sinx+3 < 3(c052x—sin2x) =—sinx+3 < 3-6sin®x =-sinx+3 < 6sin’x = sinx .
l. Ha sin x=0, akkor az egyenl6ség teljesii, igy megoldasok : x= k-7, kezZ ‘
. . 1 .1 . .1
1. Ha sinx=#0 , akkor Sin x=€ = X =arcsin= + 2k és X=—arcsino + (2k+1)-7 , kez
c.) 4cos®x+8sinx+1 =0 < 4(1—sin2x)+85inx+1:0 & 4sin®x—8sinx-5 =0 = sinx=
8-+ 82+4.45 2215 1 iz 1llrx
= 5 =1- 5 == (a masik gysk nem megfeleld, u.i. 1 nél nagyobb érték ) = XZT, T +2k-m, keZ

d.) sin2x-(cos2x+1)+sinx-(cos2x-5) =0 < 2sinx-cosx-(cos2x+1)+sinx-(cos2x—-5) =0

l. Ha sin x=0, akkor az egyenléség teljesiil, igy megoldasok : ‘ x= k-7, kezZ ‘

1. Ha sinx=0 , akkor 2c0sX-(cos2x+1)+cos2x—-5 =0 = Zcosx~(2~coszx)+2-coszx—6 =0 <

o 2cos®x+cos?x-3 =0 = 2-(cos?’x—1)+(coszx—1) =0 =
& (cosx-1) - (2-( cos? X + Cos X+1)+(cosx+1)) =0 =  felhasznalva, hogy Sin X0 miatt cOS X #1
= 2c0s°X+3C0SX+3 =0 , €zen egyenletnek azonban nincsen valds megoldasa, hiszen a diszkriminans negativ.

11. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket

sinx . . 2 2 ; ; 2
a.) COS X + +8in X+sin 2x = = COS” X+8iN“ X+S8in X-cos Xx+2s8in x-cos“x =1 <
oS X COS X
< sinx-cosx-(1+2cosx) =0 = (cosx=01!) 1. sinx =0 : x=k-#, keZ
1. 1+2cosx =0 = cosx=—1 = x:ﬁ,ﬂ+2k-7r, kez
2 3 3
-4 -4 V4 -4 v 5
b. sin® x+sin"(x+—)+sin"(x—-—) = — =
) ( 4) ( 4) 2
sin4x+(sin x~cos—”+cosx~sin—”)4+(sin x-cos—”—cosx~sin—7[)4 = S o
4 4 4 4 4
sin4x+(sin x~i+cosx~i)4+(sin x-i—cos‘.x~i)4 = > S 4sin4x+(sin x+cosx)4+(sin x—cos.x)4 =5
N 72 72 2 T

& 4sintx + 2'(sin4x+65in2x~coszx+0054x) =5 < 4sin4x+85in2x-coszx+2~(sin2x+coszx)2:5 &
. . . . 8+./64-48
S 4sm4x+8sm2x-(1—sm2x) =3 . u=sin’x = 4u’-8u+3 =0, U:T=2il
R . T
= sin?x=1 (a masik gydk nem megfelels ) = |smx| =1 = x=— + k-#, keZ
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C0S 2 X 1 .- cos?x —sin?x .2 2 cos?x —sin?x
) —— 5 =sin“2x & 5 —— =sin“x-cos°x = —-——— =1 =
ctg” x —tg° x 4 Cos“X sin“x cos” X —sin“x
sin®x  cos®x
1 , L .. , 7
7 — =1 (az egyenlet értelmezési tartomanydn azonossdg) = xe R\{k-—, kezZ}
COS“ X +Sin“ X 4

12. Szamitsuk ki az aldbbi kifejezéseket segédeszkoéz hasznalata nélkiil
o M o 1 - o 1
a.) cos15” -sin15” = 7-3|n(2«15) = —
b.)  sin30°-cos15° +cos30°-sin15° = sin (30° +15°) = iz
c.) cos 10° - cos 20° —sin 10° -sin 20° = cos (10° +20°) = 73

d)  sin70°-sin 40° +%cosllo° = sin 70° -sin 40° +%~(cos 70° - cos 40° —sin 70° -sin 40°) =

= %-(cos7o°-cos40°+sin 70° -sin 40°) = %~(cos(70°—40°)) = @

3

e)  cos?15°— sin®15° = cos(2-15°) = =
6 cosloos - toos(2:228) 11 242
2 2 2.2 4
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