
 
 
 

Károlyi  Katalin :      2011_06_Trigonometrikus_egyenletek 1  of  6 2012.10.24.       13:50 
 

 

 2012.  október  24.  6.   Trigonometrikus  azonosságok  és  egyenletek.   Bev. Mat.  BME 
 
 
 
 
 
 
 

1. Töltsük  ki  az  alábbi  táblázatot : 
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2. Határozzuk  meg  a hiányzó  értékeket  a  ϕ   meghatározása  nélkül :  
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 1sincos 22 =+ ρρ        ⇒       
ρ
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cos
1tg1 =+        ⇒       
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2

tg1
1cos

+
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3. Oldjuk  meg  az  alábbi  egyenleteket :  
 
 
 
 

 a.) 12sin =ρ         ⇔       ππρ k2
2

2 +=           ⇔                 ππρ ⋅+= k
4

 ,      Z∈k             . 

 
 
 
 
 
 

 b.) 02cos =ρ        ⇔       ππρ k+=
2

2             ⇔                  
24
ππρ ⋅+= k  ,      Z∈k          . 

 
 
 
 
 
 
 

 c.) 02tg =ρ         ⇔       πρ k=2               ⇔                  
2
πρ ⋅= k  ,      Z∈k          . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 d.) 12tg =ρ          ⇔       ππρ k+=
4

2             ⇔                   
28
ππρ ⋅+= k  ,      Z∈k          . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 e.) 
2
32sin =ρ    ⇔   

3
2 πρ =     vagy   ππ k2

3
2

+      ⇔           ππρ ⋅+= k
6

 ,      ππρ ⋅+= k
3

 ,   Z∈k          . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 f.) 13ctg =ρ        ⇔       ππρ k+=
4

3           ⇔                 
312
ππρ ⋅+= k  ,        Z∈k          . 
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 g.) 5.02cos =ρ       ⇔     
3

2 πρ =     vagy   ππ k2
3
5

+      ⇔           ππρ ⋅+= k
6

 ,      ππρ ⋅+= k
6
5

 ,   Z∈k        . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 h.) 33ctg =ρ       ⇔       ππρ k+=
6

3           ⇔                
318
ππρ ⋅+= k  ,        Z∈k          . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 i.) 1
2

sin =
ρ

         ⇔       ππρ k2
22

+=           ⇔                πρ ⋅+= )14( k  ,        Z∈k          . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 j.) 0
2

cos =
ρ

        ⇔       π
πρ

k+=
22

             ⇔                πρ ⋅+= )12( k  ,        Z∈k          . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 k.) 1
2

tg =
ρ

           ⇔       ππρ k+=
42

            ⇔                   ππρ ⋅+= k2
2

 ,      Z∈k          . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 l.) 
3

1
3

tg =
ρ

      ⇔       ππρ k+=
63

          ⇔                ππρ ⋅+= k3
2

 ,        Z∈k          . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 m.) 
2
1

2
cos =

ρ
      ⇔       

32
πρ

=     vagy   ππ k2
3
5

+      ⇔       ππρ ⋅+= k4
3

2
 ,      ππρ ⋅+= k4

3
10

 ,   Z∈k      . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 n.) 3
3

ctg =
ρ

       ⇔       ππρ k+=
63

          ⇔                ππρ ⋅+= k3
2

 ,        Z∈k          . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 o.) 
2
3

2
sin =

ρ
      ⇔       

32
πρ

=     vagy   ππ k2
3
2

+    ⇔       ππρ ⋅+= k4
3

2
 ,      ππρ ⋅+= k4

3
4

 ,   Z∈k      . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 p.) 
2
1

2
ctg =

ρ
        ⇔        πρ k+= 5.0ctgarc

2
           ⇔                πρ k25.0ctgarc2 +⋅=  ,    Z∈k           . 

 
 
 
 
 
 
 
 

4. Oldjuk  meg  az  alábbi  egyenleteket :  
 
 
 
 

 a.) 1sin2 =ρ           ⇔       1sin ±=ρ                ⇔                  ππρ ⋅+= k
2

 ,      Z∈k             . 

 
 
 
 
 
 

 b.) 1cos2 =ρ          ⇔       1cos ±=ρ                ⇔                  πρ ⋅= k  ,      Z∈k          . 
 
 
 
 
 
 
 

 c.) 
3
1tg2 =ρ         ⇔       

3
1tg ±=ρ             ⇔                  ππρ ⋅+±= k

6
 ,      Z∈k          . 

 
 
 
 
 
 
 

 d.) ρρ ctgsin =        ⇔       
ρ
ρρ

sin
cossin =          ⇒      ρρ coscos1 2 =−        ⇔        01coscos2 =−+ ρρ        ⇒     

 ⇒   2
51cos +−=ρ    ( a  másik  gyök  nem  megfelelő,  mert 1−  nél  kisebb  érték )      2

51cosarc +−±=ρ  π⋅+ k2  ,     Z∈k      . 
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 e.) ρρ ctgsin −=      ⇔     
ρ
ρρ

sin
cossin −=       ⇒      ρρ coscos1 2 −=−      ⇔      01coscos2 =−− ρρ       ⇒      

 ⇒   2
51cos −=ρ    ( a  másik  gyök  nem  megfelelő,  mert  1  nél  nagyobb  érték )       2

51cosarc −±=ρ  π⋅+ k2  ,     Z∈k       . 
 
 
 
 
 
 
 
 

 f.) ρρ tgcos =         ⇔     
ρ
ρρ

cos
sincos =         ⇒      ρρ sinsin1 2 =−        ⇔        01sinsin2 =−+ ρρ         ⇒        

 ⇒   2
51sin +−=ρ    ( a  másik  gyök  nem  megfelelő,  mert  1−  nél  kisebb  érték )    

 

       2
51sinarc +−=ρ  π⋅+ k2      és     2

51sinarc +−−=ρ  π⋅++ )12( k  ,  Z∈k       . 
 
 
 
 
 
 

5. Fejezzük  ki   ),0( 2
πρ ∈∀   esetén     :  

 
 
 

 a.)   ρsin  -t    ρtg      segítségével              
ρ
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ρρ 2

2

22
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tg
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+
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 b.)    ρcos -t    ρtg      segítségével              

ρρρ
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2
2
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1
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+
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+
=        ⇒            
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+

=         . 

 

 c.)   ρtg  -t    ρsin      segítségével              

ρ
ρ

ρ
ρρ 2

2
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2
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cos
sintg

−
==        ⇒            
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1
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 d.)   ρtg  -t    ρcos      segítségével              

ρ
ρ

ρ
ρρ 2

2

2

2
2

cos
cos1

cos
sintg −
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1
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2
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−
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ρ
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6. Adjuk  meg  az   α   értékét,  ha     :  
 

 a.) 
2
1cos =α  ,      

2
3sin −=α                     ⇔                      ππα ⋅+−= k2

3
 ,          Z∈k     . 

 
 
 
 

 b.) 
2
3cos −=α  ,      

2
1sin =α                     ⇔                      ππα ⋅+= k2

6
5

 ,          Z∈k     . 

 
 
 
 
 
 

 c.) 1tg =α       és   α   a  harmadik  síknegyedben  van                  ⇔                  ππα ⋅+= k2
4
5

 ,          Z∈k     . 

 
 
 
 
 

7. Hozzuk  egyszerűbb  alakra :   
 
 

 a.) )ctgtg(cos)ctgtg(sin ρρρρρρ +⋅++⋅   =   )cossin()
sin
cos

cos
sin( ρρ

ρ
ρ

ρ
ρ

+⋅+   =    

          =       )cossin(
cossin
cossin 22

ρρ
ρρ
ρρ

+⋅
⋅
+

  =  
ρρ
ρρ

cossin
cossin

⋅
+

  =        
ρρ sin

1
cos

1
+         . 

 
 
 
 
 
 

 b.) )cossin1()cossin()cossin1()cossin( ρρρρρρρρ ⋅−⋅++⋅+⋅−   =    

  =    )coscossinsin()cossin()coscossinsin()cossin( 2222 ρρρρρρρρρρρρ +⋅−⋅+++⋅+⋅−   =    
 

  =    )cossin()cossin( 3333 ρρρρ ++−   =            ρ3sin2 ⋅        . 
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 Megj.:        A  fenti  feladatot máképpen  is  megoldhattuk  volna,   pl. :       
 
 

       )cossin1()cossin()cossin1()cossin( ρρρρρρρρ ⋅−⋅++⋅+⋅−   =    

  =    )cossin1cossin1(cos)cossin1cossin1(sin ρρρρρρρρρρ ⋅+−⋅+⋅−⋅−+⋅+⋅   =    

  =    ρρρρ cossincos2sin2 ⋅⋅⋅−⋅   =   )cos1(sin2 2 ρρ −⋅⋅    =       ρ3sin2 ⋅        . 
 
 
 
 

8. Számítsuk  ki  az  alábbi  kifejezések  értékét   :   
 
 

 a.) 5 )7(sin
4

21tg ππ
−+   =   5 0)5

4
(tg ++ ππ

  =     1     . 

 
 
 
 

 b.) ]
3

4sin)
3

2sin
3

2cos([log 2 πππ
π −+ = ]

3
4sin

3
2sin

3
2cos21[log πππ

π −⋅⋅+ = ]
3

4sin
3

4sin1[log ππ
π −+  =  0 . 

 
 
 
 

9. Oldjuk  meg  az  alábbi  egyenleteket  a  megadott  intervallumokon   :   
 
 

 a.) 
4

27sin5cos72cos8 2 +=+ xxx  ,        ],0[ π∈x   

 ⇔  
4

27sin5cos7)sincos(8 222 +=+− xxxx        ⇔       0
4

27sin5sin8)sin1(15 22 =−⋅−⋅−−⋅ xxx         ⇔       

⇔    0
4

33sin5sin23 2 =−⋅+⋅ xx   ⇒   
232

332355
sin

2

⋅
⋅+±−

=x
232

3310333355 2

⋅
⋅−⋅+±−

= =
⋅

+⋅⋅−±−
=

232
33335255 22

 

 
46

)533(5
46

)335(5 2 −±−
=

−±−
=      ⇒     I.  

2
1sin =x     ⇒      ,

6
5,

6
ππ

=x          II.   
46
33sin −=x    ⇒   ],0[ π∉x  . 

 

 
 
 

 b.) 4ctgctgtgtg 22 =+++ xxxx  ,        ]
4

,0( π
∈x   

 ⇔  4
tg

1tg
tg

1tg 2
2 =+++

x
x

x
x   .       Felhasználva,  hogy  +∈∀ Rp   21

≥+
p

p     és  egyenlő  pontosan  akkor,  ha  
p

p 1
=  : 

  4)
tg

1tg()
tg

1tg( 2
2 ≥+++

x
x

x
x ,   hiszen   ]

4
,0( π

∈x   esetén  0tg >x  .    

 Az  egyenlet  bal  oldala  tehát  pontosan  akkor  4 ,  ha  
x

x
tg

1tg =    (⇔  
x

x 2
2

tg
1tg =  ) ,    azaz  ha   1tg =x      ⇒       

4
π

=x       . 

 

 
 
 

 c.) 02coscos1 2 =−− xx  ,        ]2,0[ π∈x   

  ⇔  0)sincos(sin 22 =−− xxx       ⇔         01sinsin2 2 =−+ xx    . 
 

 I. Ha  0sin ≥x  ,    azaz   ],0[ π∈x    vagy   π2=x  ,   akkor  az  egyenlet :       01sinsin2 2 =−+ xx      ⇒    
 

  4
2411sin ⋅+±−

=x  ,    ebből  csak  a  nemnegatív  
2
1

   gyököt  véve  :           
6
5,

6
ππ

=x      . 

 
 

 II. Ha  0sin <x  ,    azaz   )2,( ππ∈x   ,   akkor  az  egyenlet :       01sinsin2 2 =−− xx      ⇒    
 

  4
2411sin ⋅+±

=x  ,    ebből  csak  a  negatív  
2
1

−    gyököt  véve  :           
6

11,
6
7 ππ

=x      . 

 
 
 

10.   Oldjuk  meg  az  alábbi  egyenleteket   :   
 
 

 a.) xxxx 33 sincoscossin +=+        ⇔        xxxx sincossincos 33 −=−     ⇔      
 

 ⇔   xxxxxxxx sincos)sinsincoscos()sincos( 22 −=+⋅+⋅−   ⇔   xxxxxx sincos)sincos1()sincos( −=⋅+⋅− . 
 
 

 I.   Ha   0sincos =− xx ,  akkor  az  egyenlőség  teljesül,  így   xx sincos =   -ből  a  megoldások :      ππ
⋅+= kx

4
 ,     Z∈k    . 

 

 II.  Ha   0sincos ≠− xx ,  akkor   1sincos1 =⋅+ xx       ⇔       0sincos =⋅ xx        ⇔             
2
π

⋅= kx  ,      Z∈k           . 
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 Megj.:   A  fenti  feladatot máképpen  is  megoldhattuk  volna,   pl. :       
 
 
 

 xxxx 33 sincoscossin +=+        ⇔        )cos1(cos)sin1(sin 22 xxxx −⋅=−⋅     ⇔     xxxx 22 sincoscossin ⋅=⋅  . 
 
 
 

 I.  Ha   0sincos =⋅ xx  ,   akkor  az  egyenlőség  teljesül,  így  ezesetben  a  megoldások :           
2
π

⋅= kx  ,      Z∈k    . 

 

 II.  Ha   0sincos ≠⋅ xx  ,   akkor  az  egyenletet  leosztva  ezen  szorzattal  :    xx sincos =    ⇔         ππ
⋅+= kx

4
 ,      Z∈k    . 

 
 
 
 
 
 

 b.) 3sin2cos3 +−= xx    ⇔    3sin)sincos(3 22 +−=− xxx    ⇔     3sinsin63 2 +−=− xx    ⇔    xx sinsin6 2 =  . 
 
 

 I.  Ha   0sin =x  ,    akkor  az  egyenlőség  teljesül,     így  megoldások :          π⋅= kx  ,      Z∈k    . 
 

 II.  Ha   0sin ≠x  ,   akkor  
6
1sin =x    ⇒        6

1sinarc=x  π⋅+ k2      és     6
1sinarc−=x  π⋅++ )12( k  ,  Z∈k       . 

 
 
 
 
 
 

 c.) 01sin8cos4 2 =++ xx      ⇔     01sin8)sin1(4 2 =++− xx      ⇔      05sin8sin4 2 =−− xx         ⇒      =xsin  
 
 

2
1

2
52

8
54488 22

1 −=−==
+⋅⋅+−

,  ( a  másik  gyök  nem  megfelelő,  u.i.  1  nél  nagyobb  érték )  ⇒      
6

11,
6
7 ππ

=x  π⋅+ k2 ,   Z∈k    . 

 
 
 
 
 
 

 d.) 0)52cos(sin)12cos(2sin =−⋅++⋅ xxxx      ⇔     0)52cos(sin)12cos(cossin2 =−⋅++⋅⋅ xxxxx   . 
 
 
 

 I.  Ha   0sin =x  ,  akkor  az  egyenlőség  teljesül,     így  megoldások :          π⋅= kx  ,      Z∈k    . 
 

 II.  Ha   0sin ≠x  ,   akkor    052cos)12cos(cos2 =−++⋅ xxx        ⇔       06cos2)cos2(cos2 22 =−⋅+⋅⋅ xxx      ⇔    

  ⇔    03coscos2 23 =−+ xx         ⇔        0)1cos()1cos(2 23 =−+−⋅ xx        ⇔     

  ⇔    0))1cos()1coscos(2()1cos( 2 =++++⋅⋅− xxxx      ⇒       felhasználva,  hogy  0sin ≠x    miatt  1cos ≠x    :    
 

  ⇒    03cos3cos2 2 =++ xx  ,    ezen  egyenletnek  azonban  nincsen  valós  megoldása,  hiszen  a  diszkrimináns  negatív.    
 
 
 
 
 

11.   Oldjuk  meg  az  alábbi  egyenleteket   :   
 
 

 a.) 
x

xx
x
xx

cos
12sinsin

cos
sincos

2
=+++        ⇒        1cossin2cossinsincos 222 =⋅+⋅++ xxxxxx     ⇔      

 

 ⇔   0)cos21(cossin =+⋅⋅ xxx       ⇒      ( 0cos ≠x  ! )           I.   0sin =x   :             π⋅= kx  ,      Z∈k              .   
 

    II.       0cos21 =+ x     ⇒     
2
1cos −=x       ⇒          

3
4,

3
2 ππ

=x π⋅+ k2  ,      Z∈k        . 

 
 
 
 

 b.) 
4
5)

4
(sin)

4
(sinsin 444 =−+++

ππ xxx          ⇔         

  
4
5)

4
sincos

4
cossin()

4
sincos

4
cossin(sin 444 =⋅−⋅+⋅+⋅+

ππππ xxxxx        ⇔      

 
4
5)

2
1cos

2
1sin()

2
1cos

2
1sin(sin 444 =⋅−⋅+⋅+⋅+ xxxxx    ⇔    5)cossin()cossin(sin4 444 =−+++ xxxxx    

 ⇔   5)coscossin6sin(2sin4 42244 =+⋅+⋅+ xxxxx    ⇔    5)cossin(2cossin8sin4 222224 =+⋅+⋅+ xxxxx    ⇔     
 

 ⇔   3)sin1(sin8sin4 224 =−⋅+ xxx   .          xu 2sin:=      ⇒       0384 2 =+− uu  ,     124
48648

±==
−±u  

 

 ⇒   1sin2 =x    ( a  másik  gyök  nem  megfelelő )    ⇒      1sin =x            ⇒            ππ
⋅+= kx

2
 ,      Z∈k             . 
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 c.) x
xx

x 2sin
4
1

tgctg
2cos 2

22 =
−

     ⇔     xx

x
x

x
x

xx 22

2

2

2

2

22
cossin

cos
sin

sin
cos

sincos
⋅=

−

−
    ⇒    1

sincos
sincos

44

22
=

−

−

xx
xx

    ⇒       

  1
sincos

1
22 =

+ xx
    ( az  egyenlet  értelmezési  tartományán  azonosság )    ⇒         },

4
{ Z\R ∈⋅∈ kkx π

        . 

 
 
 
 
 
 

12.      Számítsuk  ki  az  alábbi  kifejezéseket  segédeszköz  használata  nélkül   :   
 
 
 
 

 a.) =⋅ oo 15sin15cos  =⋅⋅ )152(sin
2
1 o  

4
1

      

 
 
 
 

 b.) =⋅+⋅ oooo 15sin30cos15cos30sin  =+ )1530(sin oo  
2

1
   

 
 
 
 

 c.) =⋅−⋅ oooo 20sin10sin20cos10cos  =+ )2010(cos oo  
2
3

   

 
 
 
 
 

 d.) =+⋅ ooo 110cos
2
140sin70sin  =⋅−⋅⋅+⋅ )40sin70sin40cos70cos(

2
140sin70sin oooooo  

  =⋅+⋅⋅= )40sin70sin40cos70cos(
2
1 oooo  =−⋅ ))4070(cos(

2
1 oo

4
3

   

 
 
 
 
 

 e.) =− oo 15sin15cos 22  =⋅ )152(cos o

2
3

      

 
 
 
 
 

 f.) =o5,22cos2  =
⋅+

2
)5,222(cos1 o

 =
⋅

+
22

1
2
1

4
22 +

      

 
 
 
 
 
 
 


