2011. november 7. 8. Sikvektorok, térvektorok, koordindtageometria. Bev. Mat. BME

1. Legyenek a=(2,3), b=(-3,2), ¢=(5-1) . Adjuk meg az alabbi kifejezéseket :

a) G+ b+ c= (24(3)+5 3+2+(-1)) =
b) 3-(2a-b) = 3-(2.2-(=3),23-2)= (37 3-4) =

c) (a+b)c = (2+4(3),342)(5 -1)=(-15)(5 -1)=(1)-5+5(1 = -10
d) (a-b)(b+c)= (2-(-3),3-2)-( (-3)+5 2+(-1) ) = (5 1)(2,1)=52+1-1=[11]
&) [(a=b)|[= |(2-(3),3-2)]=|(5 1) =y52+1> = | J26
£)  (a—-c)(b+c)= (2-523=(=1))( (-3)+5 2+(=1) ) = (=3, 4)(2,1)=(3)2+4-1=

2. Llegyenek a=(2,5), b=(-10,2), c¢=(-6,12) . ”

a.) Bontsuk fel a € vektort i
az a vektorral és a b vektorral parhuzamos Gsszetevikre ! n

c=21-a+ ub —6 =12 + u-(-10)
12 =45+ u2

=  2A-10u=-6

254 +10u = 60 = 274 =54, A=2, u=1. 4 /e
= az a vektorral parhuzamos &sszeteve : A-a = (4,10) b
a b vektorral parhuzamos 6sszetevd : ub =(-10,2) o R o

b.) Bontsuk fel a b vektort
az € vektorral parhuzamos és a € vektorra merGleges Gsszetevikre !

A ¢y =(12,6) vektor merleges a € vektorra, hasonloképpen pl. a €, =(2,1) vektor is merbleges a € -re.

A ¢ vektorral azonos iranyl pl. a ¢ =(—1,2) vektor is.

b=1¢ + uc -10 = 2-(-1) + u-2
2 =212+ u-l
= 24+ 4pu=-20
20+ u= 2 = Su =-18, u=-36, A=2u+10=238.
= a € vektorral parhuzamos Gsszetevl : A€ =28 (-1L2)=(-28,5.6)
a € vektorra merfleges Osszetevo : M€ =-36-(2,1) = (=72, =3.6)
Megj. : A ¢ vektorral parhuzamos GsszetevGt igy is meghatarozhatjuk :
cp = be c be b 00424 ()T (L612)= (-28 56)
el fe[ Jef c? 36+144 15

s ezutdn a € vektorra merGleges Gsszetevo : b—cp =(-10, 2) — (-28,56)=(-72, -3.6)

c.) Adjunk meg egy az @+ b vektorra merSleges egységnyi hossz(i vektort !

Az a+b = (-8,7) vektorra merSleges vektor pl. a (7,8) vektor, ennek hossza |(7,8)| = 4 72 482 = V113,

igy az a+ b vektorra merSleges két egységvektor : (%, %) és (—%, —%)
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Legyenek a=(4,3),

b=(-

L2) .

Karolyi Katalin :

a.) Mennyi az a-b skalaris szorzat ? a-b=4-(-)+3-2=2
b.)  Mekkora az @ és b vektorok altal bezart szég ?
cosa = ab _ 2 I = o = arc cos 2
lal-/b]  V25-45 545 545
4. Adott hdrom pont: A=(2,0), B=(-54), C=(-1,3).
a.) Mekkordk az ABC A szogei ?
Az ABC A oldalvektorai rendre: a=(-54)-(-1,3)= (-4,1)
b:(zao)_(_la?’): (3’_3)
C:(zso)_(_594): (73_4)
a-b -12-3 15 5 o
cosy = = = = - , 7 =149.04
la[]b] ~ Vi7-418 3434 434
cos o — bc  21+12 33 11 o ~15.26° |
bl-le| ~ Vi8-465  3.4130 V130" '
(-a)-c 28+4 32 o . o o o o
cos f = = = , L =~15.71 (Ellendrzés :  149.04° +15.26"+15.71"=180.01" )
|-a|-le| V17465  V17-65
b.) Adjuk meg az 6sszes lehetséges D (X,y) pontot dgy, hogy az ABCD négyszog parallelogramma legyen !

Az ABC A oldalai kozill kettd lesz a parallelogramma oldala, a harmadik oldal pedig a parallelogramma &tldja.

fgy osszesen harom D (X,y) pontot kaphatunk, nevezetesen :
Da (X9y): (_534)+(_b): (_534)+(_3a3): (_837)

D, x,y)= (-1,3)+ ¢ (-L3)+(7,-4)= (6,-1)
DC xy)= (-54)+ b (-54)+(3,-3)= (-2,1)

Ha az a oldal a parallelogramma atloja, akkor

Ha a b oldal a parallelogramma &tl6ja, akkor

Ha a € oldal a parallelogramma atldja, akkor

Az oldalak felez8pontjainak felhasznalaséval (azokat Fy, F,, F. -vel jellve ) is okoskodhattunk volna :

-54 -1
Ry = IR C355) Dy = 2453, 39)-(2.0) = (-8.7)
R (x,y)= w: (0.5, 1.5) , D, (X,y)=2-(0.5, 1.5)—(-5,4) = ( 6,—1)
-54 2
F(x,y)= L;(’O): (-15, 2), D. (x,y)=2-(-1.5, 2)-(-1,3) = (-2,1)
Adott harom térbeli vektor: a=(1,2,3), b=(-1,0,2), ¢c¢=(1,-2,-3) .
a.) Abrazoljuk a vektorokat ( kezddpontjukat az origdba helyezve ) ! (Hf.)
b.)  Adjuk meg a kovetkezd vektorokat: 2a, b+3¢c, —-a+2b-c ! (Hf)
c.) frjuk fel az @ végpontjan atmend b -vel parhuzamos egyenes vektoregyenletét !
Rajta van-e ezen az egyenesen az %a+c vektor végpontja ?
Az egyenes pontjaiba mutaté vektorok : P = a+t-b (teR ).

1

. 1 L
3 a-+ C vektor az egyenes valamely pontjdba mutat, akkor van olyan te R, melyre 7a+c =a+t-b, ésigy

Ha az

1
c-4a=tb. oL

Az els6 koordinatakra 1—%4 =t-(-1), melybdl t A masodik koordindtakra azonban

, 1 i
igy az —a+ ¢ vektor nem mutathat az egyenes pontjaba.

1 1
—2-—52 % (-5)0, :

d.) Adjunk meg egy olyan d vektort, hogy az @, b, ¢, d vektorok végpontjai parallelogrammat alkossanak !
A megoldads a 4.b) feladathoz hasonldéan adhaté meg, ... (Hf.)
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e.)

Megj.:

Az aldbbi vektorok kozill melyek &llithatdk eld az @, b, vektorok szémszorosai 6sszegeként ( linedris kombinécidjaként ) ?

0 2 0 0 1 A—u
2, -2 1, 1], 2, 2 . A lineéris kombinacid : A-a+ ub= 22
5 1 0 7 7 34+2u

A masodik komponensbdl lathatd, hogy az 1., 4., 5. vektoroknal A =1 -nek kellene lennie, az elsé komponensbdl pedig ezutan
lathatd, hogy az 1.és 4. vektorndl u =1, az 5. vektornal =2, majd a harmadik komponenset ezen szamokkal képezve

lathatjuk, hogy az 1. és 5. vektor eléallithaté, a 4. vektor pedig nem.

A 3. vektorndl A= =0.5 lenne (az els6 és masodik komponensekbdl), de ezekkel a harmadik komponens nem zérus, igy
nem allithatd eld a linearis kombinacidként.

A 2. vektorndl A =-1 (a masodik komponensbdl), =1 (ezutdn az els§ komponensbdl), s mivel ezekkel a harmadik
komponens —1, a 2. vektor is eldallithaté a linedris kombinacidként.
Ugy is okoskodhattunk volna, hogy elészor megadunk egy az @ és b vektorok altal kifeszitett sikra merdleges vektort :

a -ra merGleges (origén athaladé sik ) : X+2y+3z=0
b -re merdleges (origén athaladd sik ) : -X +2z=0

Ezen két sik metszésvonala merbleges az @ és b vektorok ltal kifeszitett sikra, igy a metszésvonalban fekvS azon vektor,
melynek koordindtdira pl. z=2 , és —X+4=0, X+2y+6=0, azaz a (4,—-5, 2) vektor is mer6leges a sikra.

A megadott vektorok kdziil azok allithatok el6 az @ és b vektorok linearis kombinaciéjaként, amelyek ezen
(4,-5, 2) vektorra merGlegesek :

Az 1.vektor vizsgalata: 0-4+4+2-(=5)+5:-2=0 = elGallithaté a linedris kombinacioként ,

A 2. vektor vizsgélata: (-2)-4+(-2)-(-5)+(-1)-2=0 = elGallithaté a linearis kombinacidként ,
A 3.vektor vizsgdlata: 0-4+1-(-5)+0-2%#0 = nem allithatd eld a linearis kombinacioként ,

A 4. vektor vizsgalata: 0-4+2-(-5)+7-2#0 = nem dllithatd el6 a linedris kombinacidként ,

Az 5. vektor vizsgalata: (=1):-4+2-(-5)+7:-2=0 = elGallithaté a linedris kombinacioként ,

6. Adott két pont: A=(2,6), B=(-3,2). Hatérozzuk meg :

a.)

b.)

c.)

d.)

e.)

Az A és B tavolségat ! d(A,B)=x/(2+3)2+(6—2)2 = J25+16 = 41 ,
Az AB szakasz felez8pontjanak koordintait ! Fag = (2—;3, 6;2 ) = (—%,4) ,

Az AB pontokon &tmend egyenes egyenletét !
Az egyenesnek egy iranyvektora a B -b68l A -ba mutaté vektor: = (2-(-3),6-2) = (5,4),

az erre merGleges (4,—5) vektor az egyenesnek egy normalvektora, igy az egyenes egyenlete :

4x-5y=4-2-5-6 = \ 4X—5y+22=0

Az AB szakasz felez6merdlegesének egyenletét !

A felezBmerdlegesnek egy normalvektora a B -bol A -ba mutaté (5,4) vektor, az egyenes atmegy az

Fag = (—0.5,4) ponton, igy az egyenlete : 5x+4y=-5-0.5+4-4 = 5X+4y—-13.5=0

Azt a pontot, amely A-tdl és B-tdl is 5 egység tavolsagra van !
Az A kozéppontd r =35 sugari kér egyenlete : (X—Z)2 +(y—6)2 =25 . A Kkor és a felezémerbleges metszéspontjai :

(271—_083’—2)Z+(y—6)2=25 = (7-8y)>+(10y—60)2=2500 = 164y>—1312y+1149=0, etc ... (Hf.
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f.) Annak a kérnek az egyenletét, amelynek az A B szakasz az &tméréije !

A kor kozéppontia Fap = (—%,4) ,  sugara r:%-d (AB)= %,/ 41 , igy a kor egyenlete :

(x+5)2+ (y-4)P = 41 o x2+y2+x-8y+6 = 0

7. Adott két egyenes, ¢ : S5x—4y=14, h: 2x-3y=3, éa P=(52) pont. Adjuk meg :

a.) A két egyenes metszéspontjanak a P -t8l vald tavolsagat !

A két egyenes metszéspontia M az egyenleteik rendszerének megoldésa, 10x-8y =28, -—-10x+15y=-15 =
7y=13, y=2, 2%=3243 = M=(F.H. d (P,M)=\/ (-2 +@2-1y? = @
b.) Azon egyenes egyenletét, amely atmegy a P-n, és
I. a két egyenes metszéspontjan ! A két egyenes metszéspontjan athaladd egyenesek a kovetkezé alakban irhatok :
(5x—4y—-14)+c-(2x-3y-3)=0 ceR . Ezek kdzil a P -n 4thaladd egyenesre :

(5-5-4-2-14)+c¢-(2-5-3-2-3)=0, igy Cc=-3, melyb8l az egyenlet: (5Xx—-4y—14)+(-3)-(2x-3y-3)=0

= X=5y+5=0 . (Valdban, ez illeszkedik a P =(5,2) és M:(%,%) pontokra . )

II. pérhuzamos a { egyenessel ! A parhuzamossag miatt a normalvektor: n=(5,—4) , igy az egyenlet :
5x—4y=5-5-4.2 = \ 5x—4y—-17=0 \

III. merSleges a h egyenessre ! A h -ra merfleges egyenesek egy normalvektora: Nn=(3,2) , igy az egyenlet :
3X+2y=3-5+2-2 = \ 3X+2y—-19=0 \

c.) A P pont és a h egyenes tavolsagat !

A h egyenes normélvektora: n=(2,-3) , | n | =4 22 + (-3 )2 =413 . A h egyenes normalegyenlete :

2 3 3 2 3 3 1
. X——y—— =0 = AP 5,2 t é h tavolsaga : d — . 5-—2-—— —
V13 V13 y V13 ( ) pont & a edyenes favolsaga | V13 13 13 | NE

8. A paraméterek mely értékeire lesz kéregyenlet

a)  X+y?+4x+10y+a =072 =  (X+2)2+(y+5°=4+25-a =  29-a>0,

b) 4x°+Ay>-32x+24y+Bxy+C =07? = [A=4, B=0 | = (x-4)2+(y+3)*= 16+9—%

- 25-Sso,

9. iruk fel annak a kornek az egyenletét, amely atmegy a P =(6,1) ponton,

a.) és érinti az X tengelyt!  Végtelen sok ilyen kor van. il vy s

Ha a kor sugara a tetszleges r >0.5, akkor a kor kozéppontia (a,r), | \

igy az egyenlet (x—a)2 +(y—r)2 = r2, | \ \ | /

il /ey /
s mivel P=(6,1) a kérvonalon van, (6— a)2 +(1- I’)2 =r? , \\ ; /,/(\K__ 4
melyb6l a=6+x+/2r—1, (r>0.5 esetén két kort kapunk). .
Ha az érintési pontot adjuk meg: T =(t,0) , akkor a kér kézéppontia (t,r), | //’/.-.- x\\
/i
igy az egyenlet (X—t)2 +(y— l’)2 =r? , s mivel P=(6,1) a kérvonalon van, i I"' i \
| «Kitr) J
6-t)2+1 [\ /
6-1)2+1-r)2=r?, melybsl T =% . o B o sty
l Nl /
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10.

11.

Karolyi Katalin :

b.) és érinti az Yy tengelyt!  Végtelen sok ilyen kor van.

Ha a kor sugara a tetsz8leges r >3, akkor a kér kozéppontia (r,b),
igy az egyenlet (X— r)2 +(y— b)2 =r?,
s mivel P=(6,1) a korvonalon van, (6-r)>+(1-b)>=r?,

melybél b=1+2-4/3r-9, (r>3 esetén két kért kapunk).

Ha az érintési pontot adjuk meg :

igy az egyenlet (X-— l’)2 + (y—'[)2 =r? , s mivel P=(6,1) a kérvonalon van,
1-1)% +36
6-12+(1-1)2=r2, melybsl r=-D*O f;

c.) és érinti az X és az Yy tengelyt is!

A kor kozéppontja (r,r), igy az egyenlet (X-— r)2 +(y— r)2 = rz,

6-1n’+1-n?=r> o

r=7+2-4/3, ( két kért kapunk).

s mivel P=(6,1) a kérvonalon van,

r2—14r+37=0, melybdl

x2+y2—2rx—2ry+r2=0 =
X2 +y2 =2(7+2-43)-(x+y)+(7+2-43)> =0
x2+y2=2(7-2-3)-(x+y)+(7-2-/3)2 =0 .

A C=(-1,2) kdzéppontl kér amegy a P =(3,—2) ponton.

a.) Mekkora a kor sugara ?
b.)  Adjuk meg a koér egyenletét ! (x+ 1)2 +(y- 2)2 =32 =

frjuk fel az A=(2,1) ponton &tmend

Hol metszi ez az egyenes az X tengelyt?

T=(0,t) , akkor a kér kézéppontia (r,t),

| Kirb
re .

."'I.I'l 1)

SPia1)

r=y G- (D) +(-2)-2) =16+16 = 412

x2+y2+2x—4y—27=0

2y +3x=10 egyenesre merGleges egyenes egyenletét !

Az adott egyenesre merbleges egyeneseknek normadlvektora az M= (2,—3) vektor, ezek kézil az A=(2,1) ponton &tmend

egyenes egyenlete : 2x -3y =2-2+4+(-3)-1 =

2x -3y =1
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Az X tengelyt az (7,0) pontban metszi.
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