10.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

Differencidlhanyados, derivalt (megoldasok)

4—4
iy PRI o 1) -
2-+h)— f(2 2+h 2—(4-2+2
i JEEN SRy 42 R F2 (28 ):4,tehatf’(2):4.
h—0 h h—0 h
24. 4. 1. 5. —1.
I f(2+h)— f(2) ~ lm sin(2 + h) — sin 2 :
h—0 h h—0 h
sin2cosh + cos2sin h — sin 2
lim = cos 2,
" osh—1 inh
mivelcosi_ﬁ()és P — 1, ha h — 0.
3 3
/ T X —IEO
fi(xo) = Ill)rgo pra— zli%clo (z® + 2z + 23) = 323
— 1
I/ (zo) = lim VT = VT = .
T=T0 o — T 2./x
. . . +x
, . sinz—sinzg . 2sin(F50)cos(FH) .
fi(xo) = mll)nmlo B mli%lo pra—— = €08 (), ugyanis
. sin(¥57)
l‘llg}o L—Z0 -
2
_3
—5Tg % 11. —sinxzy. 12. cos™ 2 xy.
- - ~1
lim vy = lim (2 = wo)(@" ™! 2™ Py oo ) = naf L.
T=T0 T — T T—T0 T — X
. Lim 1 m 1 1 m—1 o 1 m—1
Mivel x —xg — (mml) —(xg)" = (xm —zf ) (z ™ +sc ot b (g™ ),
1 L i
ezért mlirgcl rm T xlirg - : 1:1: 3320 — =
=Ty I — —xg , 1 - m—=1 m=2 - =
L 0 (xm —xf) (@ m +am x] +(xy™ )
m
f=3mo+ @) —2(wp+ ) +1 =323 + 229 — 1 =6x9 z+3("2)? -2 =
(6xg — 2) " + (37x) "z, tehat f'(zg) = 6x9 — 2, e(x) = 3"z = 3(x — x9).

f’(:cg) =323 + 1, e(x) = 3zo(x — 20) + (x — 30)?.
“f =sin(zg + “z) — sinzg = sinxgcos “x + coszpsin “x — sinxg =

COS I

[/ (xg) = cos xg, és e(x) — 0, ugyanis

f(wo) =

cos zo(sin "z — ")

sinzg(cos “x — 1
,x+< o > )

—sinxg, e(z) =

‘x

cos zp(cos “z — 1)

cos ‘x—1
‘x

) “x, tehat

sin ‘z— "z
‘x
sinzg(“z — sin “x)

— 0, és — 0.

‘x

9.1
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9. Differencialhanyados, derivalt

19.

20.

21.

22,

23.
24.
25.

26.

27.

28.
29.

30.

31.

32.

33.

f'(xp) = lim (z —zo)h(x) -0

=g T — X

—zglh(z) — 0
lim [z = zolh(z) hatarérték csak h(zg) = 0 esetén létezik, és akkor 0.
T—o xr —

Tegyiik fel, hogy f(z) = f(—z) (Vx € R), ekkor
f(=z) = limp, g W = limy, o w (legyen k = —h)
flatk)—f(z) _ —f/(ilj').

h(zg). Masrészt a

- limk_>0
A masik 6sszefiiggés hasonldéan bizonyithato.

. flath)—fla=h) . (flath)=fla) fla)=fla=h)) .,
o 2 = A o h = 2f(a),

) . fla) = f(a—h) [helyettesités| .. fla+k)—f(a)
mivel li h T k—-n [ AW k AL
g folytonos a-ban, mert lim g(z) = lim W = f'(a) = g(a)
fz) = |z = 1],
I[lyen fiiggvény T 9.5 szerint nincs.
PlL: f(z) = 0, vagy f(x) = 22

0, haz<0 e a. 0, ha x <0 .

f(z) = {x2, ha i >0 derivaltja f'(x) = {2307 ha i >0 amely nem dif-

ferencialhato 0-ban. Két masik példa: f(z) = x|z| (lasd 141. feladat);
f(x) = z%, ahol 1 < a < 2 (lasd 144. feladat).

/ o fEthy) —fley) . (@th)y—xy
fm(m?y)%%f( h]; S )}lg% ( 2) o

/ s z,Y + T,y .yt h)—ry

fylz.y) = lim . = lim ; —_
tehat a derivaltak: f; : (v,y) — vy, f; : (z,y) = . Ezek értéke a P pontban:

£101,2) =2, £(1,2) = 1.

[ (zy) = 22, f 2 (2,y) — 2y, f2(0,0) = f,(0,0) = 0.

folz,y) =4, fi(z,y) = 2, fr(1,1) =4, f(1,1) = 2.

ey z) — }Lli% flx+h,y,2)— f(z,y,2) : ]1112% (x + h)yz — xyz N
Hasonloképpen kapjuk a masik két parcidlis derivaltat is, tehat:

fo i (@y, 2) = yz, f o (x,y,2) = 2, fL: (2,y,2) — xy. Ezek érteke a P
pontban: f1(1,2,3) = 6, f1(1,2,3) = 3, f1(1,2,3) = 2.

P (ege) e 3 f s (@e) 4 fL () — 2, £(0,0,0) = 3,
£1(0,0,0) = —4, £1(0,0,0) = 2.

fr 2 (wy,2) = 0, fy & (z,y,2) = 0, fL: (z,9,2) — 0, fr(1,1,1) =
fz//(l, 1,1) = f.(1,1,1) = 0.

Mivel f(h,0) = 0, ha h #£ 0, ezért

! BT f(h,O)—f(0,0)i : 0—a
1:(0,0) = Jimy h—0 TS0 h—0

9.2
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9. Differencialhanyados, derivalt

ami csak akkor létezik, ha a = 0, és ekkor f.(0,0) = 0. Hasonloképpen
£1(0,0) = 0.

34. Legyen ¢ = [, és alkalmazzuk az f(x) — /™ (m € N1) fiiggvényre az
(f™) = nfrLf" szabalyt:

(27) = (%) = ((w7)") = na™ (Ram) = Zait — g2t~
35. Hasonloan az el6z6 feladathoz, f'(x) = Rxﬁ_l. Ha n > m, akkor e fliggvény
értelmezési tartomanya R, ha n < m, akkor nincs értelmezve az x = 0 helyen,

ezért kiszamitjuk f’(0) értékét a definicio alapjan:

/ BT f(fL’) -0 T n—m
SO ==, T e =
Tehat n < m esetén f nem differencialhaté a 0 pontban.
36. 2z —2. 37. —1— 322 38. 272 — 2073
39. 3z + \/% 40. —L 4 5v/ad 41. (3% +3)Vz.
42. sinz + xcosx. 43. 351:2 cosw — (23 + 1) sin .
rcosT —sinw ;o fsmz) 1
44. > . 45. tg'z = (Sne) —
46, — ‘12 ' e sinaz—cosx+1' 48. 2—x
sin“ x (cosz —1)2 x3
4a3 + 322 - 8
49, ——————. 50. 4(x + 3)3. 51. —20(1 — )"
(1+ 2x)2 (z+3) (1=2)
52. 8z(z? +1)3. 53. —20x(1 — 22).
4 4 —4(x+1)
54. 6(72® — — +6)°(1da + —). 55. —— "
(Tx -+ )°( a:+x2) @ 1)

2 142 290 — 1
56.5(x+)(:1:+x )

57. 20(sinz + 1)!9 cos .

(x4 1)°

58. 400(sin® z + 1) sin!? z cos 2.
59. ntg" 'x/cos’x. 60. —5cos* z/sinf z. 61. —f'(—x).
62. 2zf'(2?). 63. af(ax). 64. —f'(1/x)/x?.
65. f'(sinz)sin 2. 66. \/%x?f'(\/l — 22). 67. F'(z) = 622.
68. F'(z) = 0.
70. f(u) = u?, u(z) =sinz, f'(z) = f'(u(z))v'(z) = 3sin® z cos .
71. f(u) =sinu, u(z) =23, f'(z) = 32% cos 3.
72. f(u) = sinu, u(z) = tgz, f'(r) = cos(tgx)/ cos? x.
73. f(u) — u?, u(t) = sint, t(x) = tgx, f'(z) = sin(2tgx)/ cos? x.
74. f(u) —sinu, u(t) = 2, t(x) = tgx f'(z) = 2cos(tg? ) sinx/ cos’ .
75. f(u) =sinu, u(t) —tgt, t(x) = 2%, f'(x) = 2z cos(tg x?)/ cos? 2.

, , —a’t 11
76. f'(z) = m, e (-1,1). 7. f(t) = NiwrT te (|a|’|a|)'
78. iﬁ ek x < —1vagy x > 1.

9.3



9. Differencialhanyados, derivalt

79. f'(v) = 1(3v+ 1802) 3 (3 + 36v), £ 0,—L.

2 ad — bc b d
80. f'(z) = —=- _b 4
@) 3 (ax + b)5/3(cx + d)1/3’ v7 a ¢
cost 37
81. (1) = 20 1T okr ke
9= sy (T T
82. fw(xvy):&lery, fy(ﬂc,y):x—6y2.
—1
83. v

gx(x,y) = \/Ti—gf gy(fﬁay) - 2\/T——y

84. py(p,1)) = cospcost), py(p,¥) = —sinpsinp.

85. x(m,y) = 2ax + by, fy(z,y)=bx+2cy.
86. fi(z,y,2)=y+ 2z, fylz,y,2)=2+2 f.z,y,2)=2+y.
87. fu(x,y,2) = Sm(a:yz) + zyzcos(zyz), fy(z,y,2) = 2%z cos(zyz),
fo(z,y,2) = 2%y cos(zyz).
~ (ad —bc)y ~ (bc — ad)x
88. gu(z,y) = (cx + dy)? gy(z,y) = (cz +dy)?
89. L 2) = a(a® + P + 2272
90. )472f( )f'(@)g(y), h/( y) = fA2)g (y).

ywy,kﬂﬂxwﬁww 3(y,2) + 39%(y, 2)gy(y, 2) (2, y),
z,y,2) = 39°(y, 2)9:(y, 2) f* (2, ).
92. fi,(x1,29,23) = Ta73.
93. fi (x1,22,...,2p) = T1X2 ... Tp_1Ths1 ... Zp, (K=1,2,...,n).
94. fi, (x1,22,...,2p) =ak, (k=1,2,...,n).
95. f:(0,0) — —3, f,(0,0) —
96. A differencialési szabalyok szerint © £ 0, y # 0 esetén
fole) = IL () =
3¢z 3¢y
igy a definicié alapjan kell szdmolnunk.
f2(0,0) = ilir(l] f(x,0) = /(0,0) = 0, hasonloképpen f,(0,0) = 0.

z—0
22 y? .
97. fx(x,y) — m, fy(.fU,y) — W Ezek a (0,0) pontban ninc-
senek értelmezve, igy a definici6 alapjan szamolva: f;(0,0) = f,(0,0) = 1.
98. f:(0,0) nincs értelmezve, f,(0,0) = 0.

99. f/(x){Z:csin;—cosi, ha z # 0

0, ha z — 0’
f(R)—f(0) . h¥siny -0 .1
h — h *ﬁﬁhﬁnhfo

Az f' fliggvény nem folytonos 0O-ban, mert a lim, g cos hatarérték nem

létezik, fgy a lim, o(27sinl — cos 1) hatarérték sem.

9.4

fa(z,

ha(z,
91. hy(x,y,2) = 2f(z,y) f(z,9)8% (v, 2),

Ay (

he(

. Ezek a (0, 0) pontban nincsenek értelmezve,

ugyanis f'(0) = liH(l)



9. Differencialhanyados, derivalt

100. f nem differencialhato az x, — 1/(km) helyeken. A 0 pontbeli differencialhatosag
a definici6 alapjan, az el6z6 feladathoz hasonléan bizonyithato.

101. A sorozat Gsszegképletének mindkét oldalat derivalva kapjuk, hogy
. (l1—a"tt /7 nz"tt — (n -+ 1)z" + 1
(o)
102. Az el6z6 feladat Gsszegképletének mindkét oldalat x-szel szorozva, majd mindkét
oldalt derivalva azt kapjuk, hogy

1422+ 322 + -+ na"
11—«

/
L g 022 e 42yl (nx”” —(n+ Da™ ¢ 3:) :
(1—x)?
L+z—(n+1)%2"+ (2n? +2n — 12" — n2gn*?

B (1—=)? '
103. A 2sinwucosv = sin(u + v) + sin(u — v) azonossagot felhasznalva:

2sinx(cosx + cos 3z + ...+ cos(2n — 1)z) =

2sinxcosx + 2sinxcos3x + ... + 2sinzcos(2n — 1)z =

sin 2z + (sindz — sin 2z) + ... + (sin 2nz — sin(2n — 2)z) = sin 2nzx,

ami bizonyitja a feladatbeli els6 formulat. Ennek mindkét oldalat derivalva

megkapjuk a kivant 6sszegképletet:

. 2 !
(cosx + cos3x + ...+ cos(2n — 1)x) = (sm na;) azaz

2sinz

& 2 1 n—1lr—(2n—-1 2 1

S (2k — 1) sin(2k — 1)z — (2n +1)sin(2n — 1z 2( n—1)sin(2n + 1)z

=1 4sin” x

5!
104.3%sin(3z + 1). 105. 27 sin(4 — 2z). 106. e
1-3-5-...-17

107. f10 () = — Uy (z > 0).

108. fiz(x,y) = 12x* fﬁcy(x y) = fyx(SC,y) - 33/27 fyy(sc,y) = 6zy.

109. fiz(7,y) = 2a, fa:y(x y) fya(2,y) = 2b, fyy(z,y) = 2¢.
y) =
y) =

(

(
110. fru(z,

(

—422y? sin 2%y + 2y cos 22y, fuy(z,y) = —at sin 22y,
Jay(2, fyz(z,y) = =223y sin 2%y + 2 cos 22y.
2sin2? + 42? cos 22 27 sin a2 2 cos 2
111. fop(z,y) = — y y foy(z,y) = T; fyy(@,y) = 3
112. fur (2,9, 2) = 2, fyy(2,y,2) = 4(x+3y°+2%), foo(,y,2) = 62(22+2¢%+527),

Y 2
foy(,y,2) = fya:(flr Y, 2) = 4y, fer(2,y, 2) = fou(z,y,2) = 622,
fyZ(x7yvz) fzy(x Y,z ) — 12y22.
113 ﬁ(w ) = —6(cosx + cosy)
“oxdoys Y v)-
0% f - 2(x+y) Of Yy Bf 4z +2y)
114. 8x5y<x’y) - (CL’ — y)3 W) ('Tay) - (CU _ y)37 8x2ay(m7y) * W
n+mf
— nIm!
115. 9z dym (x,y) = n!m!

9.5



9. Differencialhanyados, derivalt

116.

o f (2.9) 2(=1)"™(m +n — D)!(nz + my)
—_— |\ — .
8xmayn Y (CL’ _ y)m+n+1

tudtuk direkt modon kiszamitani, akkor bizonyitsuk be kiilon n-re majd kiilon
m-re vonatkozo teljes indukcioval!)

(Ha az eredményt nem

117.y/(z) = 2cz, igy ¥/ (v)x — y(x) = 2ca® — 2ca® — 0 valéban fennill.
>Pf  Of
120. 5 + =5 — 6z — 62 — 0.
22 + 02 x T
O°f  20°f
121. —5 —c* =5 —0—-0=0.
a2 © oy?
2,2 2 2 2 _ .2 2,2 2
199. 20 —y* — 2 x4+ 2y° — 2 Tt -y + 2z 0

123.

124

126.

127.
128.
129.

130

131

132.

133.

134.

135.

(:EZ + y + 22)5/2 (332 + y2 + 22)5/2 (.CCZ + yz + 22)5/2

(z™)’ *mivm L@ =m(m = 1)@m?),.

(™)™ = m(m —1)...(m—n+1)xm*"

(A pontossag kedvéért megjegyezziik, hogy n = 0 esetén m < m —n—+1 miatt
az m(m—1)(m—2)...(m—n-+1) szorzatot ugy kell tekinteniink, mint aminek
egyetlen tényezGje sincs, igy értéke 1. Mivel nem értelmeztiik a 0° hatvanyt,
ezért m = 0 esetén az Osszefiiggés nincs értelmezve az x — 0 helyen.)

. Az el6z6 feladatbeli egyenlGségbdl kivetkezik.
125.

(z=a) ) =1z —a) 2 (e —a) ) = (-1)(-2)(x—a)%,...,

(& —a)™ )™ = (=1)(=2) ... (=n)(x —a) """ = (=1)"nl/z""".

(sinz)’ = cosz = sin(z+ %), (sinz)” = (sin(z+F))’ = sin(z+ %), hasonléan
( (/C+1)

n(zr+ k”)) = sin(x +
(sin )™ = sin(z + ).

™), igy teljes indukcioval kapjuk, hogy

Hasonlo az el()’z()’hijz.
aogn!.
sinzcosz = §sin2z, (sinzcos 2)W = 2n=lgin(2x + o).

1

.sin 3w cos 2z = 3 (sm Sz -+ sinx),

(sin 3z cos 22)™ = (57 sin(5x + ) + sin(z + ZF)).

.cos ax cos br = 3(cos(a — b)x + cos(a + b)x), (cosax cos b)) =

3 ((@=b)"cos((a = b)w + ) + (a + b)" cos((a+ b)a + ).

(n) n
: N : _ (=1l 1 N 1
-1 z+1 2 (x —1)ntL - (z+ 1)t )7

(%H)“’ NE— ><n> CCDml (-1
x2+x—2 C\z—1 z+2 7(x_1)n+1 (x+2)n+1'
(n) n—1
ar +b Lnlc" ™ (be — ad) ) N
(Cachd) = (=1 (cz + d)n+1 yhac /£ 0ésneN". Ac=0eset

trivialis. (Vegylik észre, hogy a szamlaloban az a, b, ¢, d szamokbol &llo de-
terminans értéke all.)

Teljes indukcioval bizonyitunk. n = 1 esetén: (fg) = f'g + f¢’, tehat az
allitas igaz. Tegylik fel, hogy az allitas n-re igaz, bizonyitjuk, hogy (n+ 1)-re

9.6
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136.

137.
138.
139.

Sx) = 1223 — 42, f1(0) = 0, f"(z) = 3622 — 4 f70) = —4, f"(z) =

140

141.

142. f

143.

144.

145

146.

is:

(f9)™ D = ((f9) ™Y = (hg (n) Fln=R gy

Sy ( )f(nH k) +Zk7 ( ) gk D).
Felhasznalva, hogy ( ) = (”31) ( ) (”H) — 1, tovabba hogy

n+1
(k) + (&"1) = (i11) kapjuk, hogy
(61) f(n—b—l)gJr ((0) + (T)) f( )g +ee gt (z) fg(n—H ZnJrl <n+1)f(n+1—k)g(k).
(#?sinx)” = (2?)"sinz + 2(2?)(sinz) + 2%(sinz)’ = 2sinx + 4xcosx —
22 sin .
(zsinz)®) = zcosx + 25 sinz, mert 2 minden tovabbi derivaltja 0.
22 cos x + 50z sin z — 300 cos .
13sin 2z sin(x + 1) — 14 cos 2z cos(z + 1).

72z, f"(0) =0, fW(x) =72, fD0) =72, fM(z) =0, f(V0) =0, ha
n > 4.

2
[ =, hax>0 o
fa)={Tn (2720wl Domf-R
oy [2x, haz>0 ;o
f(m){—%v, hax<072’x|’ Dom f* =

@) ={%, a0, Domf’—R\{0}

fM(z) =0, han>3és 7é 0, Dom f = R\ {0}.
Tehat f(0) = f(0) =0, de f )(0) nincs értelmezve, ha n > 2.

) () = (<1)"sin, fE(0) =0,
ity v SET00) = (-1
FE0(@) = (~1)cos, F2I(0) = (~1)"

ferD(z) = (~1)"sinz, fED(0) =0.
A 35. feladat szerint: (23)'|g = %x%\o — 0, (z3)" = 3T =3, tehdt e fuggveny

differenciélhat() 0-ban, de kétszer nem. (x%)']o = 0, (acB)”|0 — 0, (aF)" =
%?w 3, tehat e fiiggvény kétszer differencialhatd 0-ban, de haromszor nem.
Legyen k=mn+e—1,ahole = >, n,m e N, m péaratlan, n < m (tehat
0<e<1,ple=1/3 az eléz6 fiiggvényeknél).

(z"te 0 —(nte—Dn+e—2)...(n+e—i)a"= 1 (i <n),
(z?te ) = (npe—1D)(nt+e—2)...(1+e)ext 1,

és ez utobbi fiiggvény nincs értelmezve 0-ban, mig az el6z6 derivaltak értéke
0-ban 0.

.f(=1) = f(1) = 0, f folytonos [—1,1]-en, de f nem differencialhato 0-ban,

vagyis nem differencidlhato a (—1,1) intervallum minden pontjaban. Tehéat
a tétel feltételei nem teljesiilnek, és olyan c sincs, melyre a tétel konklazidja
igaz lenne.

f(—=1) = f(1) =0, f folytonos [—1, 1]-en, de nem differencialhato 0-ban (lasd
35. feladat). Egyébként nincs olyan ¢ € (—1,1), melyre f'(c) = 0 lenne.
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147. f(0) — f(m) — 0, f folytonos a [0, 7|-n, és differencialhato a (0, 7) intervallu-
mon; f'(mw/2) = 0.

148. f(0) = f(2w) = 0, f folytonos a |0,27|-n, de nem differencidlhaté m-ben,
vagyis a tétel feltételei nem teljesiilnek. Ettél fiiggetleniil van olyan pont a
(0, 27) intervallumban, ahol a differencialhanyados 0, nevezetesen f'(w/2) =
' (3m/2) = 0.

149. f folytonos a [—2, 0] intervallumon, differencialhaté a (—2,0) intervallumon,
igy van olyan ¢ € (=2,0), hogy f'(c) = (f(0) — f(-2))/(0 — (=2)) = 6.
f(x) = 6z, ezért ¢ = —1.

150. f nem folytonos 0-ban, és olyan c sincs melyre a tétel konkltuzidja igaz lenne.

151.Bar f nem differencialhaté 0-ban, és igy a tétel feltételei nem teljesiilnek, de
van olyan ¢, melyre a tétel konkluzioja igaz, nevezetesen ¢ = 1.

152. f nem differencialhat6 0-ban, és olyan c sincs, melyre a tétel konklazidja igaz
lenne.

153. f és g folytonos és differencialhaté mindeniitt, ¢’(z) = 322 — 14z + 20, és
ennek nincs valds zérushelye, tehit a Cauchy-tétel feltételei fennallnak, igy

f@) - ) flo) 11-2 2¢—2

= azaz = :

g(4) —g(1)  g(e)’ 27 -9  3c2 —14c+ 20
Ennek megoldasai ¢; = 2 és co = 4, de 4 ¢ (1,4), tehat ¢ = 2 az egyetlen
ilyen érték.

154. f nem differencialhat6 0-ban, és olyan c sincs, melyre a tétel konklazidja igaz
lenne. (A feladat lényegében megegyezik a kettdvel ezelGttivel.)

155. A tétel feltételei nem teljesiilnek, mivel ¢’(0) = 0. Olyan ¢ sincs melyre a
tétel konklizioja igaz lenne, mert (f(1) — f(—1))/(g(1) — g(—1)) = 0, és
az f'(c)/g'(c) = 0 egyenlet csak ¢ = 0 esetén teljesiilhetne, ahol ennek az
egyenletnek nincs értelme.

156.Az f(x) = 325 + 152 — 2 fiiggvény folytonos, és példaul £(0) < 0, f(1) > 0,
igy a Bolzano-tétel (T 8.22) szerint a feladatbeli egyenletnek a (0, 1) interval-
lumon van gyoke. Tegyiik fel, hogy x; < 2 két kiilonbo6z6 valos gyok. Ekkor
f kielegiti a Rolle-tétel feltételeit az [z1,z2| intervallumon, igy van olyan
c € (z1,2) szam, hogy f'(c) = 0. Masrészt f'(z) — 15(z* + 1) > 0, Vz € R.
Indirekt feltevésiinkbdl ellentmondasra jutottunk, tehat az egyenletnek nincs
két valos gyoke.

157. f(x) = 0, hasinZ = 0, azaz ha x = 1/k, k € N". Mivel f folytonos [0, 1]-en,
és differencialhato (0, 1)-en, ezért a Rolle-tétel alkalmazhato az
[%, 1], [%, % e [klﬁ, %], ... intervallumokra, azaz létezik olyan ¢, hogy kLH <
ek < 3 & f'(ck) = 0.

van olyan ¢ € (1,4), hogy

158.Legyen f(z) = 1z + %2302 T O fiiggvény kielégiti a Rolle-tétel
n

feltételeit a [0, 1| intervallumon, hisz f(0) = f(1) = 0, igy van olyan ¢ € (0,1),
melyre f'(c) = 0.

sin x — sin
159. A Lagrange-tételt a sin fiiggvényre felirva kapjuk, hogy ST TSy cos ¢,
r—y

valamely ¢ € (z,y) (ill. ¢ € (y,x)) szamra. Vegyiik mindkét oldal abszolut
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értekeét, és hasznaljuk ki, hogy | cos ¢| < 1. Ekkor kapjuk, hogy | sin z—sin y| <

[z —yl.
160. A Lagrange tétel szerint van olyan ¢ az x és a —y szédmok kozdtt, hogy
t — tg(— .
gz~ te(~y) = ———. Atrendezve és felhasznalva, hogy |cosc| < 1, kapjuk,
x— (—y) cos? ¢

hogy |tgx + tgy| = [z + yl.
161.Tegyiik fel, hogy 0 < z < y, és irjuk fel a Lagrange tételt az |x,y| interval-
lumra és a négyzetgyok-fiiggvényre, valamint hasznaljuk ki azt, hogy mivel

x < ¢, ezért 1/\/c <1/ \/z.
Vi—Vvz 1 1 x4y

= < , amibdl atszorzas utan /ry <
y—x 2\/c 2z y 2

162. A Lagrange tételt felirva az f fliggvényre és az |z, x+ 1] intervallumra, kapjuk
hogy van olyan ¢ € (z,z+1) szam, hogy f(z+1)— f(z) = f'(c). Ez bizonyitja
allitasunkat.

163. f'(z) = 3z(x — 2), f szigortian monoton nd, ha x < 0, = > 2, szigortan
monoton csékken, ha 0 < z < 2.

164. f'(z) = 3(z +2)2 > 0, tovabba f(z) < 0, ha z < -2 ¢és f(z) > 0, ha z > -2,
igy f mindeniitt szigoriian monoton névekva.

165. f'(x) = (2 — x)(2 + x)/(2® + 4)%, f szigoriian monoton né, ha —2 < x < 2,
szigorian monoton csékken, ha x < —2, 2 < z.

166. f/(x) = 2sindx, f szigortian monoton né, ha 0 < x < w/4, 7/2 < x < 37/4,
szigorian monoton csékken, ha 7/4 < x < 7/2, 3n/4 <z < 7.

167. f/(z) = 3(z + 2)=2/3 > 0, f szigorian monoton ng, ha z < —2, = > —2.

168. f'(z) = %x_2/3(a: + 1), f szigorttan monoton né, ha —1 < z < 0 vagy 0 < z,
szigortian monoton csokken, ha x < —1.

169. Tekintsiik az f(r) = x — sinz fliggvényt. Ha 0 < z < m akkor f'(x) >
0, igy f szigortian monoton nd; ebbdl, mivel f(0) = 0, kovetkezik, hogy
f(z) > 0, ha 0 < z < w. Ha pedig z > =, akkor f(z) > 7= —1 > 0.
Tehat f(x) > 0, ha © > 0, azaz © — sinz > 0. Ez bizonyitja az egyik
egyenlGtlenséget. A masik hasonloan adodik, csak az eléz6 gondolatmenet
kétszeri alkalmazasaval: f(zr) = sinz — 2 + 2%/3 > 0, ha = > 0, ugyanis
f(0) =0 és f'(z) = cosx — 1+ 22 > 0, ami azért igaz, mert f'(0) = 0 és
f(x) = —sinx + x > 0, amint azt mar bizonyitottuk.

170. Az el6z6 feladathoz hasonléan oldhatd meg.

171.Legyen f(z) = 2 — 1 — a(z — 1). Mivel f(1) =0 és f'(z) = az® ' —a >0,
ha o > 1 és x > 1, ezért f(x) > 0, ami bizonyitja az egyenlGtlenséget.

172.A p’ polinomnak legfeljebb n — 1 valos gydke van, ezek koziil jelolje a a
legkisebbiket, ¢ a legnagyobbikat, és legyen b az |a| és |¢| maximuma. Ekkor
p/-nek nincs gydke a (—oo, —b) és a (b, 00) intervallumokban, tehat egyikben
sem valt elGjelet, igy p mindkett&ben szigoriian monoton.

3 2

L2 300 gy e )

x? + 9xy?(x) x2

173.y/(x) =
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175

176

177.

178.

179.
180.

181

182

.cos(2?y?(x))(2zy?(z) + 22%y(x)y'(x)) = 1, amibél y’

Az oy = az+b egyenletbdl kapjuk, hogy = = _Cy,a , AzZaZ f_l(f) =

.Az is megtehets, hogy az egyenletet nem rendezziik 0-ra, hanem mindkét

oldalat kiilon-kiilon differencialjuk x szerint:

\ ‘ S22\ /a3 + y2(x) — y(z)

. 3 2) . amibél ¢/ (z) — 2 )

(Bzy(x)) = (2% + y2(x))2)', amib6l ' (x) () /7P + ()
(

x) kifejezhetd.
2y(z) + 2xy/ (x) — 2y(z)y'(x) = 0, amibél ¢/ (x) = y(igxzx Ebbdl
() — Y (@) (y(@) —2) —y@)(y(z) - 1)  y*(x) —2ay(z) 3

y(z) — )2 (y(@) —2)* (v —y(2))?*
, cos y(x) " sin 2y(z) + x cos y(z)(sin y(z) + 1)
yiw) = 1+ zsiny(z)’ yi) = (1 + zsiny(z))? '

f_l(x): \,.’If—l,

Az inverz kiszamitasahoz f(x) helyébe
y-t frunk (y = 22 — 6z + 8), és az igy
kapott egyenletbdl kifejezziik z-et: x =
3+ 1+y. Mivel a feladat szerint
x > 3, ezért x = 3+ /1+y, azaz
az inverz fiiggvénykapcsolat: f~!(z) —
3+ 1+ (itt = helyébe f~!(z)-et
y helyébe z-et frtunk). Dom f~1 =
[~1,00) és Ran f~! = [3, 00), mivel Dom f —
3, oo) és Ran f = |—1,00). (lasd abra)

dy—+b o —diE -+ b

cztd cr—a
Az ad — bc = 0 pontosan akkor all fenn, ha ax + b és cx + d egyike konstanss-
zorosa a masiknak, azaz f vagy nincs értelmezve egyetlen x pontban sem, vagy
f egy konstansfiiggvény és akkor nem invertdlhaté. Konnyen ellendrizhetd,
hogy ad — bc # 0 esetén a fenti egyenletbdl x egyértelmtien kifejezhetd, tehat
f egész értelmezési tartoményan invertalhato.

.Egy fiiggvény inverzének grafikonja a fliggvény grafikonjanak tiikorképe az

y = x egyenletd egyenesre. Igy egy fliggvény pontosan akkor inverze 6nmagéanak,
ha grafikonja szimmetrikus az y = x egyenletii egyenesre. Meg kell tehat mu-
tatnunk, hogy f~1(x) = f(x). f inverzét megkapjuk a kivetkezs egyenletb6l:

_ T e () = D
cf~Hz)—a cx —a
183. Az el6z6 feladat specialis esete.
184. 171 — f.
185.Ha f nem monoton, akkor van négy olyan z; < x9, x3 < x4 pont, hogy

186.

f(z1) < f(x2), de f(x3) > f(x4). Konnyen lathato, hogy e négy pont koziil
mindig kivalaszthato a feladat feltételeit kielégité harom.

Az allitas az elézs feladatbdl és a T.8.21 tételbsl kovetkezik.
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187.

188.

189

192.

193.

194.

195.

196.

197.

v = f(1) = =1, fl(x) = 1522 + 1, /(1) = 16. Mivel f'(z) > 0, ha
x € R, ezért f szigoriian monoton néve, s ezért invertalhato. Inverz fliggvény
grafikonja az eredetinek az y = x egyenesre vald tiikrozése altal kaphato,
a 16 irdnytangensi egyenes tiikorképének iranytangense pedig 1/16, tehat
f~Y(~1) = 1/16, mig altalaban f~!(yy) — 1/(152% + 1). Ugyanezt kapjuk az
inverzfiiggvény tételbdl is, hisz

(df ) 1 1 1
dy ), (%)JK:1 (1522 +1),—1 16
Az inverz fiiggvényt leir6 implicit alak: y = 5(f~1(y)® + f(y) — 7, vagy
az v — f1(y) jeloléssel: y — 523 + x — 7. Mindkét oldal y szerinti differ-
encialasaval kapjuk, hogy 1 = 15952 dr TR fl‘; Ebbél f~1 derivaltja: (f~1)(y) =

@ —=1/(152% + 1).

1
x=7/8 4

o = f(0) = 0, (7))o = 1/(T — Bcos 3z) |, = 1/4.
190.
191.

o= F(1) =4, (f ' ()))s 1/(10a:4 +32%)| = 1/13.

Ha a € A, akkor b = g(a) € B és ¢ = f(b) = f(g9(a)) € C. Mivel f
és g invertalhatok, ezért f_l( ) = b g 1(b) — a & ezért (g7 o f7Y)(c) =
g (fHe) = g7 (b) = a. Masrészt (f o g)(a) = ¢, ezért (fog)7'(c) = a,
tehat (fog) ™' =g tof L

f(x) >0, ha z € (0,00), igy f a (0,3) intervallumon is szigorian monoton
dg 1
novs. Mivel f(1) = 3, ezért g(3) = 1, tovabba () = =
1) 3) ) = T,

1 1 / ! !
17 + 322, A ahol y = f(z). F'(x ) = (f(29())) = f'(29(2))2¢'(®),
tehat F'(3) = (4(29(3))% + 3(29(3)) ) — 88/7.

F@2) =0, fl(x?) = | =L,

érint6: y = —5- + 5, normdlis: y = 27z — 23,
Fm) =0, 1) = (<5 ) eos T —1.
érinté: y = x — m, normélis: y = T + .

F3) =3, f'(3) = 3% =8| =19,

érint6: y = 192 — 54, normalis: y = —75 + %.

y-t = fiiggvényének tekintve és az implicit fliggvény differencialasi szabalyat
hasznélva: 322 + 3y%(z)y/(z) — 6y(z) — 6xy'(z) = 0, igy az v — 3, y(3) = 3
értékek behelyettesitésével kapjuk, hogy 3/(3) = —1.

Erinté: y = —x + 6, normalis: y = x. (A gyakorlatban a fenti derivaltat csak
322 + 3y%y — 6y — 62y’ — 0 alakban irjuk fel.)

y' = (1+y)cos(z +y), y(r)=—13

Erints: y = —% + 7, normalis: y = 2(z — ).
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198. f(x) = f(z)sinax, ha sinazx = 1, azaz ha ax = 7/2 + 2km.
Ekkor (f(z)sinaz)'|,,—r/oiopr = (f'(z)sinaz +af(z)cosar)|,yroiopr =
f'(x), tehéat a derivaltak megegyeznek a kozos pontban, igy a gorbék érintik
egymast.

199.22 — 4 + 2yy’ = 0, amibdl ¢ = (2 — x)/y. Az egyenes egyenlete y = mx. Az
(zg,yo) érintési pontra és az érinté m iranytangensére az alabbi egyenletek
dllnak fenn: 23 —4xo + 9y +3 =0, (2 —20)/y0 = m, yo = mx. Ezekbsl

m = j:\[ tehat két ilyen egyenes van, és ezek egyenlete: y = \3(.90 Yy = @m

200.b? — dac = 0.

201. Vizszintes az érint6 ott, ahol y/(x) = 0, azaz 322 +p = 0, tehat x — +,/—p/3.
Ha e pontokban y(x) = 0, akkor az érints az x-tengely lesz. A behelyettesitést
elvégezve, rovid szamolas utan megkapjuk a kivant osszefiiggést.

202. f(0) = g(0) = 0, f/(0) = ¢'(0) = L, f”( ) =¢"(0) =0, f"(0) = ¢"(0) = -1,
FO(0) = ¢(0) =0, fP(0 ( ) =1/ ¢®(0) 0.

203. f(0) = ¢ (0), ha 0 < < 5, de fO(0) = =1 +# ¢(9(0) = 0.

206.A T 9.26 tétel szerint legalabb méasodrendben, val6jaban harmadrendben.

207.A T 9.26 tétel szerint legalabb els6rendben, a derivaltakat kiszamolva lathato,
hogy pontosan elsGrendben érintik egymast.

208. A metszéspontok Pi(2,2) és Pa(2,—2). Pi-ben a két iranytangens 0 és —1,
tehat a hajlasszog w/4. Pe-ben a két irdnytangens 0 és 1, a hajlasszog itt is

/4.
209. A metszéspontok P;(2v/2,2), Po(—2v2,2), P5(2v/2,-2), Py(—2v/2,-2). Az
ellipszis érintGjének iranytangense m; = —2x/y, a hiperbolaé my = z/(4y).

Ha x és y helyébe barmelyik metszéspont koordinatiit helyettesitjiik, mimgy =
—1 adodik, tehat a két gérbe mer6legesen metszi egymast mind a négy pont-

ban.
210.A metszéspontok Pi(3,4), Py(4,3), P3(—3,—4), Pis(—4,—3). A hiperbola
érintGjének iranytangense m; = tgay = —y/x, a koré my = tgags = —x/y.
Az érint6k hajlasszogének tangense:
tgar —tgas mi1 — mso 7
tg(ar — ag) = —° B2 =t

14+ tgartgas 1+mimo 24’

azaz a hajlassz6g mind a négy pontban |a; — ag| = arctg %.
211. A sugar r(2) = 1/2, a kdézéppont (2, —5/2).

212.Mivel a P(0,0) pontban az érinté fiiggsleges, ezért x és y szerepének felcserélésével

attériink az inverz fiiggvényre: 2py — 22, y = x/p, 3y’ = 1/p. A képletbe
valo behelyettesitéssel kapjuk, hogy a sugar p(1 + 22/p®)3/2, a kézéppont
(—23/p?, 2952/p + p). E képleteket a 2py — x? behelyettesitésével atirjuk
y fliggvényévé: a sugar p(1 + 2y)?’/Q, a kozéppont (—(2y)3/2/\/]_9, 3y + p).
Visszatérve az inverz fuggvenyrol az eredetire, azaz visszacserélve az x és y
valtozokat kapjuk, hogy a sugér p(1-+ 2QL)?’/2 a kozéppont (—(2.@)3/2/\/5, 3r+

D).
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213. A sugar a?/b, a kozéppont (0, (b — a?)/b).
214.Térjiink 4t = és y szerepének felcserélésével az inverz fliggvénykapcsolatra,

2
és vizsgaljuk a —— + y—z = 1 egyenlet gorbe simulokorét a (0,a) pontban,
a

b2
majd cseréljiik vissza z-et és y-t. A sugar b?/a, a kozéppont ((a? + b%)/a,0).
215.

216.Ha f differencialhatd zg-ban, akkor folytonos is ott, tehat bal oldali és jobb
oldali hatarértékei megegyeznek.
limy 0 f(2) = axg + b, limy_,—o f(x) = 23, igy 23 = axg + b.
Ha f differencialhatd, akkor a differenciahanyados bal oldali és jobb oldali
hatarértékei ugyancsak megegyeznek.

i 1 @) = flao) o lim f(@) — flxo) 90,
x—z0+0 T — Xg z—x0—0 r — X
azaz 2xg — a. A két egyenletbdl pedig kapjuk, hogy a = 2xg és b = —x%.
x—x9—0 xr — X T—10—0 T — o
p— / p— p—
i 9@ —gl@o) . f(@o)(@ —20) + f(xo) — flao) _ ~ Fwo),
z—1x0+0 T — X 23040 r — X

a jobb oldali és bal oldali hatarérték megegyezik, igy ¢ differenciadlhatd az
xo pontban és ¢'(xg) = f'(x). g grafikonja x > z( esetén megegyezik az f
fiiggvény xzg-beli érint§jével.

2180 0y I
8.a = o3 T 5
219.a = 3f"(x0), b= f'(20), ¢ = f(xo).
220.a) Igaz, b) nem igaz. 221.Egyik sem igaz. 222.Egyik sem igaz.

223.F"(z) = g*(2) f"(9(x)) + ¢"(2) f'(g9()),
F"(z) = g°(2) f"(9(x)) + 3¢ (2)g" () " (9(x)) + g" () f'(9(=))-
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