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1. Bevezetés 3

1. Bevezetés

Amikor mi, laikusok tavolrol kozelitiink meg egy épitményt, figyelmiink fokozatosan
terelodik at az egészrdl a részletekre, szem el6tt tartva a teljes egységet, a koncepciot, a fizikai
kornyezet altal meghatarozott feltételeket, az ardnyokat, a szimmetriat, a szineket, finomsagot,
fény és arnyék kolcsonhatasat és a harmoniat.

Az okori gorogok, féleg Piithagorasz és kovetdi, a piithagoreusok szerint a tokéletes
harmonia (azaz kapocs) a legkisebb természetes szamok aranyaival fejezhet6 ki. A piithagora-
szi harmoéniadra egyik legszebb példank a kovetkezd: ha egy haromszog oldalainak aranya
3:4:5, akkor a haromszog derékszogli. Ez éppen Piithagorasz tételébdl kovetkezik, mert
3P +47 =5,

Az igazsag kedvéért meg kell itt emliteniink, hogy bar a matematikatorténet ezt Piitha-
gorasznak tulajdonitja (hiszen 6 bizonyitotta), a babiloniak is hasznaltdk ezt egy évezreddel
Piithagorasz el6tt, azzal a kiilonbséggel, hogy 0k nem tudtak, hogy ez igaz valamennyi derék-
sz0gl haromszogre.

A Piithagorasz-tétel (masképpen irva Pitagorasz-tétel) tulajdonképpen kozvetlen Ose a
nagy Fermat-sejtésnek (amit érdekes mdodon, bar 1994-ben bonyolult matematikai modsze-
rekkel bizonyitottak, eldszeretettel tovabbra is sejtésnek neveziink). Ez a sejtés a piithagoraszi
alapokat kapcsolja 6ssze a matematika legbonyolultabb elképzeléseivel, ami tobb mint hdrom
évszazadon at lenyligozte a matematikustarsadalmat. Maga a feladat olyan egyszer(i, hogy egy
kisiskolas is megértheti.

1670-ben Toulouse-ban Pierre de Fermat (1601-1665) francia matematikus és jogasz
halala utan megjelent a ,,Diophantosz Arithmeticdja Pierre Fermat megjegyzéseivel” cimil
kotet, melyben Fermat a 8. probléma t0szomszédsagaban széljegyzetként kijelentette, hogy az
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x"+y" =z" egyenletnek barmilyen rogzitett n=3,4,5,... szamra nincsen pozitiv egész
(x, y,z) megoldasa. Matematikusok nemzedékeit ,,0rjitette meg” ingerkedd megjegyzésével,

amit szintén ide irt be:

,,1gazan csodalatos bizonyitast talaltam erre a tételre, de ez a marg6 tal keskeny, semhogy ide-

irhatndm.” (L4sd Simon Singh, A nagy Fermat-sejtés, Park Konyvkiado, Budapest, 1999.)

Hogy miért emlitjiik ilyen részletességgel ezt az érdekes, piithagoraszi gyokerekkel
rendelkezd, de csak a mult évszazad végén bizonyitott feladatot? Tobbek kozott azért, mert az
eldadason elhangzo tételeket (legtobbjiiket itt nem is bizonyitjuk) évek multan kdnnyen elfe-
lejthetik, ezt valoszinlileg nem. Mig az itt tanult matematikatételek nagy tobbségének az utca
embere hatat forditana, még a Fermat-sejtés bizonyitasa el6tti idokben, New Yorkban, a
Nyolcadik utcai metréallomas falan a kovetkezd falfirka jelent meg:

X"+ y" =z": nincs megoldas. Igazan csodalatos megoldast talaltam erre a tételre, de

most nincs idom ideirni, mert jon a metro”.

Az arany (pl. 3:4) neve gorogiil logosz, az aranyparé (pl. 6:8=9:12) pedig analogia. A
gorogok szerint vilagszemléletiink harom alapfogalma a harmonia, a logosz €s a szimmetria.
Andrea Palladio (1508—-1580) észak-italiai épitész hitvallasa szerint egy valamireval6 épiilet-
nek harmas kovetelménynek kell megfelelnie: kényelem, tartossag, szépség, ha ezek koziil
valamelyik is hidnyzik, az épiilet nem méltod nevére. Palotaival és villaival, 0j ardnyaival, tisz-
ta vonalvezetésével a reneszansz €pitészet egyik legtermékenyebb mesterévé valt, megszam-
lalhatatlan kovetdvel. A Villa Capra ,.La Rotonda” matematikai precizitassal kiszamolt ara-
nyossaggal rendelkezd Palladio-villa terveit a romai Pantheon ihlette és Vicenza varosan ki-
viil, egy dombtetdre épiilt. Elnevezése, a ,,La Rotonda” a kdzponti, kor alaku kupolas hallra
utal. Az épiilet a fent emlitett credo minden egyes pontjanak megfelel, szimmetrikus szerkeze-
teit, diszitdelemeit, klasszikus formadit tobb mint négyszaz évig utanoztak.

Amikor Piithagorasz Hippaszosz nevi fiatal tanitvanya felfedezte, hogy a V2 (pl. az
egységnyi oldali négyzet atlojanak hossza) nem fejezhetd ki két természetes szam hanyado-
saként, tehat a ,,plithagoreus értelemben véve nem szam”, a plithagoreusok egész vilagszemlé-
lete 6sszeomlott. Ugyhogy inkabb vizbe fojtottdk Hippaszoszt és tovabbra sem vettek tudo-
mast az ilyen szamok létezésérol. Talan ez az egyetlen dicstelen tett, ami a neviikhoz kapcsol-

hat6. A /2 -t és az irracionalis szamokat csak a mester halala utan merték ujra ,,életre kelteni”.
Vegyiink most egy 1 és J2 oldala téglalapot. Megkétszerezve a rovidebbik oldalt, 2

¢s+/2 oldalu téglalapot kapunk, ami ugyanolyan aranyu, mert 1:7/2 =2:2 . Ez azt mutatja,
hogy két egyforma papirlapot ,,ligyesen” egymas mellé rakva olyan nagyobb lapot kapunk,
mely hasonl6 az eredetihez.

Ha egy egységnyi hosszusagu szakaszt ugy osztunk két részre, hogy a kisebbiknek és a
nagyobbiknak az aranya egyenld legyen a nagyobbiknak és az egésznek az aranyéval, azaz a

nagyobbik részt x-szel jeldlve, 1_—x:£ masodfoku egyenletet kapunk, melynek egyetlen
X

+\/§ 1+\/§
2

: -1 : : .
pozitiv megoldésa az x = — ¢s ekkor a nagyobbik ¢és kisebbik aranya

~1,618,

az aranymetszési arany. Az aranymetszésrol Velencében, 1509-ben Fra Luca Paccioli ,,.De
Divina Proportione” cimmel kdnyvet irt, melyet baratja, Leonardo da Vinci illusztralt. Nézziik
meg az aranymetszés egyéb eldfordulasat is. Fibonacci, a kozépkor kiemelkedd matematiku-
sa, 1200 koriil, nyulak szaporodasat vizsgalva, bevezette és tanulmanyozta a kdvetkez6 nume-
rikus sorozatot: 1,1,2,3,5,8,13,21,..., azaz &ltalanosan u,,, =u, , +u,. A Fibonacci-sorozat
egymast koveto tagjainak hanyadosa: 1; 2; 1,5; 1,666; 1,6; 1,625; 1,6153, ..., az aranymetszés
értékéhez tart.

tankonyvtar.ttk.bme.hu Barabas Béla, Fulop Ottilia, BME
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A Fibonacci-szdmok ardnyai a természetben is megtalalhatok: a szilvafa gallyain a
levelek altalaban félfordulatra kovetik egymast, a biikknél, mogyorénal ez 1/3, a tdlgynél,
sargabaracknal 2/5, kortefanal, nyarfanal 3/8, manduldnal, flizfanal 5/13, és igy tovabb. Ezek
az aranyok éppen a masodszomszéd Fibonacci-szamok aranyai. Kepler szerint éppen az
aranymetszés adta az otletet a Teremtdnek, hogy bevezesse a hasonld dolgoknak hasonlé dol-
gokbol valo szarmaztatasat.

Bevezeténk nem teljes, ha nem tesziink emlitést a parhuzamos egyeneseket idonként
metszOknek abrazold perspektivitasrol. A perspektiv transzformacid a reneszansz ideje alatt
terjedt el, fOként a firenzei Filippo Brunelleschinek kdszonhetden. Tanitvanya, Masaccio
olyan Szentharomsag-képet festett a firenzei Santa Maria Novella templom falara, hogy azt

hitték, attorték a templom falait. Ahogy a perspektivitds nem a végso sz6 a transzformaciok
vilagéban, ugy Brunelleschi sem az az épitészetben. Azota is nagyszerli megoldasok, koncep-
ciok sziiletnek, egyre ujabb harmoéniakat teremtiink, igyekezvén minél jobban kihasznalni a
rendelkezésiinkre all6 matematikai eszkozoket, lehetdségeinket és képzeletiinket.

,I am certain of nothing, but the holiness of the heart’s affections and the truth of
Imagination... What the Imagination seizes as Beauty must be Truth.” (John Keats, Letter,
November 22, 1817.)

Barabas Béla, Fulop Ottilia, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu
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2. Numerikus sorozatok fogalma, hatarértéke

2.1. Konvergens és divergens sorozatok

2.1.1. Definicio: A természetes szamokon értelmezett N — R valos értékii  fliggvényeket
sorozatoknak nevezziik. Példaul:

111 1
a) L—,—,—,... , azaz a, =—,
2 34 n
11 1 1
b) ,-—,—,——,..., azaz a,=(-1)""—,
) 23 4 =D
c) -1,1,-L1,... , azaz an:(—l)n,
d) 1,4,9,16,... , azaz a,=n’,
1234 n
€) —.—>—>—s... , QAZAZ a, = ,
2345 n+1
12 34 n N
-, =, —y—..,azaz a, =(-1) —,
g 23 45 ( ) n+l
1 111 1
g) ———y——>b.., QAZazZ a,=—.
2 4816 2"

2.1.2. Megjegyzés: A sorozat indexezését kezdhetjiik 0-val, s6t, egy {m,m+1,m+2,..} > R

fliggvényt is sorozatnak neveziink, amennyiben m tetszOleges természetes szam. Ekkor az
(a, )n>m jelolést hasznaljuk.

2.1.3. Definici6: Az (a,)  sorozat

(monoton) névekedd, ha minden ne N esetén a, <a,,,,

szigoruan novekedd, ha minden ne N esetén a,<a,,,,

(monoton) csokkend, ha minden ne N esetén a, >2a,,,,

szigoruan csokkend, ha minden ne N esetén a, >a,,, .

2.1.4. Megjegyzés: A fenti példakban az a) és g) szigortian csokkend, d) és e) szigortian novo,
b), ¢) és f) sorozat alternal6 eldjelii, tehat nem monoton.

2.1.5. Definicio: Az (a,)

den ne N esetén teljesiil az 4<a, < B egyenl6tlenség (ekkor az A-t a sorozat egy also kor-

sorozat korldtos, ha 1étezik olyan 4 és B szam, amelyekkel min-

n=1

latjanak, B-t pedig egy felsé korlatjanak nevezziik).
2.1.6. Megjegyzés: A fenti példakban a d) sorozat nem korlatos, a tobbi igen.

2.1.7. Definicié: A he R szamot az (a,) _ sorozat hatdrértékének (vagy limeszének) nevez-

n=1

ziik, ha tetszdleges pozitiv € -hoz talalhaté n, € N természetes szam (kiiszobszam) ugy, hogy

minden n > n, esetén az

a, — h| < ¢ egyenldtlenség teljestil.

tankonyvtar.ttk.bme.hu Barabas Béla, Fulop Ottilia, BME
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2.1.8. Megjegyzés: A hatarérték elobbi definicidja Gigy is megfogalmazhatd, hogy minden
n>n, index esetén a sorozat tagjainak a (h —-&,h+ 8) nyilt intervallumba kell esni. Ez egyben

azt is jelenti, hogy ezen az intervallumon kiviil legfeljebb n, darab, azaz véges sok sorozat-
elem lehet.

A hatarérték jelolésére az alabbi kifejezést hasznaljuk: lima, =h vagy a, - h. Szo-
n—»o0
kas ilyenkor azt mondani, hogy ,,a, tart h-hoz”, vagy ,,a, konvergal h-hoz”.
2.1.9. Megjegyzés: Ha egy sorozatnak van hatarértéke, akkor azt mondjuk, hogy konvergens,
ha nincs, akkor divergensnek nevezziikk. Hangsulyozzuk, hogy a végtelen nem valos szam, te-

hat a fenti definicio értelmében nem lehet egy sorozat hatarértéke. Ennek ellenére szoktunk
arrol beszélni, hogy egy sorozat végtelenhez tart. Ezt a kdvetkezdképpen kell érteni:

2.1.10. Definicié: Az (a,)

barmely valos k szamhoz taldlhato n, e N természetes szdm gy, hogy minden n > n, esetén

sorozat végtelenhez tart, (avagy minden hatdron tul novo) ha
n=1

az a, >k egyenl6tlenség fennall. Jelolése: lima, =+oo. Hasonléan definidlhatdo a minden

n—>0

hataron tul csékkend sorozat (azaz amikor barmely valds K szdmhoz taldlhato n, € N termé-
szetes szdm ugy, hogy minden n>n, esetén az a, <K egyenlbtlenség fennall. Jelolése:

lima, =—o0.

n—»o0

2.1.11. Példa: Igazoljuk, hogy liml =0.

n—on

Megoldas: Tekintsiink egy tetszleges € > 0 szamot. Belatjuk, hogy talalunk olyan n, e N termé-

1
<ge & —<eg
n

L o
n

szetes szamot, hogy minden n > n,, esetén az <& egyenldtlenség teljesiil.

(mivel n>1) < n> l Amennyiben az n, € N kiiszobszamot {l} -nak valasztjuk, ez telje-
€ €

siil, tehat liml =0.

n—on

2.1.12. Tétel: Ha az (a,)  sorozat konvergens, akkor korlatos.

Bizonyitas: Legyen lima, = h és tekintsiik az € =1 szamot. A hatarérték definicioja értelmé-

n—»o0

ben létezik n, e N természetes szam (kiiszObszam) gy, hogy minden n>n, esetén az

h—1<a,<h+1 egyenl6tlenség teljesiil. Vezessik be a kovetkezd jeloléseket:

m:= min{al,...,ano,h—l} és M = max{al,...,ano,h+l} . Ekkor nyilvin m<a, <M VneN.

2.1.13. Definicio: A ¢ szamot a sorozat forlodasi pontjanak nevezziik, ha van a sorozatnak a ¢
szamhoz konvergalo részsorozata. A +oo-t és —oo-t is a sorozat torlédasi pontjanak tekintjik,
ha van a sorozatnak minden hataron tul névd illetve csdokkend részsorozata.

2.1.14. Kovetkezmények:
1. Minden hatarérték egyben torlodasi pont is. (Ez a definiciok azonnali kovetkezménye.)

Barabas Béla, Fulop Ottilia, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu



8 Az épitészek matematikaja, |

2. Ha egy ¢ szdm torlodasi pontja az (an )n>1 sorozatnak, akkor barmely € >0 esetén a

(t—s,t+8) intervallumban (azaz a ¢ szam ¢ sugarl nyilt kdrnyezetében) végtelen

sok sorozatelem van.
3. Ha egy sorozatnak van hatarértéke, akkor egyetlen egy van.

Bizonyitéas: Tegyiik fel indirekt, hogy az (an )n>1 sorozatnak két kiilonb6z6 hatarértéke is van,

jelolje ezeket [ és k és legyen [/ <k . Tekintsiik az ¢ ::% szamot. Ekkor nyilvan az [ ¢

sugaru nyilt kornyezete €s a £ € sugaru nyilt kornyezete diszjunktak (nem metszik egymast).
lima, =1, igy az el6bb rogzitett €-hoz létezik egy n, € N kiiszobszam, hogy minden n > n,

n—>©

index esetén a sorozat tagjainak a (l —¢&,l+ 8) nyilt intervallumba kell esni. De £ is az (an )n>l
sorozat hatarértéke, ezért ugyanahhoz az ¢-hoz létezik egy m, € N kiiszobszdm, hogy min-
den n>m, index esetén a sorozat tagjainak a (k -,k + 8) nyilt intervallumba kell esni. Le-

gyen N, :=max {n,,m,}. Ekkor minden n> N, esetén az a, mindkét kornyezetnek eleme,
ami ellentmondés, hiszen azok diszjunktak voltak.

4. Ha egy korlatos sorozatnak egyetlen torlodasi pontja van, akkor konvergens.
5. Ha egy sorozat monoton ¢€s korlatos, akkor konvergens.

6. Minden (an )n>1 sorozatbol kivalaszthatdé monoton (ndvekedd vagy csokkend) részso-

rozat.
2.1.15. Bolzano—Weierstrass-tétel: Korlatos sorozatnak van konvergens részsorozata.

Bizonyitas: A 6. tulajdonsag alapjan az adott korlatos sorozatnak van monoton részsorozata.
Nyilvan e monoton részsorozat is korlatos, tehat az eldbbi kovetkezmények koziil az 5. miatt
konvergens is.

2.1.16. Cauchy-féle kritérium: Az (a, )n>1 sorozat akkor és csak akkor konvergens, ha tet-
szbleges pozitiv €-hoz talalhatd n, e N természetes szdm (kiiszobszam) ugy, hogy minden

n,m>n, esetén az |an - am| <& egyenldtlenség teljesiil.

2.1.17. Megjegyzés: Cauchy-sorozatoknak nevezzik azokat a sorozatokat, amelyek rendel-
keznek a Cauchy-féle kritériumban szerepld tulajdonsaggal. Ezek szerint a Cauchy-kritérium
azt mondja ki, hogy egy sorozat akkor €s csak akkor konvergens, ha Cauchy-sorozat.

A Cauchy-féle kritérium bizonyitasat itt most nem adjuk meg, bar az egyik irany (a
sziikségesség) a haromszog egyenldtlenség miatt rogton adodik. Ennek ellenére sziikségesnek
éreztiik magat a kritériumot megemliteni, mert a szakirodalomban szamos helyen talalkozhat-
nak a Cauchy-sorozat elnevezéssel.

2.1.18. Tétel (Osszeg, Kiilonbség, szorzat, hanyados hatarértéke): Ha az (an )n>l sorozat
konvergens és hatarértéke a, valamint a (bn )n> , sorozat is konvergens ¢s hatarérteke b, akkor:

lim(a, +b,)=lima, +limb, =a+b,

n—»0 n—»0 n—»a0
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2. Numerikus sorozatok fogalma, hatarértéke 9

lim(a, —b,)=lima, —limb, =a—b,
n—>0 n— n—o0

lim(an -bn): lima, -limb, =a-b.
4 lima,
Ha még az is teljesiil, hogy b # 0, akkor lim—2*=-"=22—=—.
oo b limb, b

n—»0

Hatarérték-szamitasnal elszor is behelyettesitiink. Amennyiben konkrét szam, +oo vagy —oo a

» . , " N 0 foo -
helyettesités-eredmény, készen vagyunk. Legtobbszor azonban a PO 0-00,00—00,0",00°,1% ala-
100

ku hatarozatlan kifejezések (esetek) valamelyike all fenn, a feladat megoldasa nem ilyen egy-
szert, sziikségiink lehet a kovetkezdkre:

2.1.19. Tétel (,,rendérelv” vagy ,,szendvicstétel”): Ha minden ne N esetén az a, <u,  <b,

egyenldtlenség teljesiil és lima, =1limb, =u , akkor 1étezik az (U,. )n>1 sorozat hatarértéke és

o0
n- n—>0

limu, =u.
n—o0

Sinnn

2.1.20. Példa: Szamitsuk ki a lim hatarértéket.

n—0 n

. . 1 _si 1
Megoldas: Mivel —1<sinn <1, ezért —— < St 2
n n n

sinn

Tudjuk, hogy lim(—lj =lim (lj =0, igy a renddrelv miatt lim =0.

n—»m n n—wo\ pn n—o  p

2.2. Néhany nevezetes sorozat hatarértéke

2.2.1. Tétel: A kovetkezo allitasok mindegyike igaz:

O,ha|q|<l
1. limg" = Lhag=1 ,

divergens, egyebkent

2. lima"n* =0, ha |a|<1 éskeN,

n—»0

n

._a . :
3. lim— =0, tetszlleges a € R esetén,

n—o0 n !
) 1 n
4. hm(l+—J =e.
n—0 n
Néhany bizonyitas:

Az 1. bizonyitasahoz felhasznaljuk a Bernoulli-egyenldtlenséget:

Barabas Béla, Fulop Ottilia, BME tankonyvtar.ttk.bme.hu
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2.2.2. Segédtétel (Bernoulli-egyenléotlenség): Ha ne N tetszdleges természetes szam, és a
he R valos szam eleget tesza h>—1 és h#0 feltételeknek, akkor (1+4)" >1+nh.

Bizonyitas: A ¢" —1= (q - 1) + (q2 — q) + (q3 —q° ) +...+ (q” —q"! ) azonossagban a jobb olda-
lon all6 n db. zardjeles kifejezés kozott a g —1 a legkisebb, akar ¢ >1, akar 0 < g <1. Ezért
mindkét esetben ¢" —1>n(g—1). Innen g =1+h helyettesitéssel kapjuk a bizonyitando alli-

tast.

1. bizonyitasa |q| <1 esetén (a tobbi eset trividlis). Vezessiik be az 1+ h = H jeldlést. Nyilvan
q

|q| <1 miatt 2> 0. Tovabba

n_ 1 < 1 <L
(1+h)” 1+nh nh

1
n

1
q e

Most liml =0 miatt a jobb oldal 0-hoz tart. Ezzel bizonyitottuk az allitast.

n—o n

A 4. hatarérték 1étezésének bizonyitasa 3 1épésbal all:

Az 1. 1épésben megmutatjuk, hogy az u, = (1 +—] sorozat szigortian novo.
n

n+l
A 2. Iépésben megmutatjuk, hogy a v, = (1 +—j sorozat szigoruan csokkeno.
n

Az u, <v, egyenl6tlenségbdl kovetkezik, hogy mindkét sorozat korlatos, tehat kon-
vergens.
A 3. 1épésben megmutatjuk, hogy lim (vn —u, ) =0, azaz a két sorozatnak kdzos hatar-
n—»0

értéke van, ezt pedig e-vel jeldljiik, tehat lim (l + lj =e.

n—0 n

n n+l n n+l
Az 1. lépésben igazolnunk kell, hogy | 1+ 1 <| 1+ L , zaz ntl <[ 2 .
n n+1 n n+1

n+l 2 n+l
Szorozzuk meg mindkét oldalt (L] -gyel. Ekkor kapjuk, hogy "< f *2n , ami
n+1 n+l (n"+2n+1
1 1 n+l
ugyanaz, mint 1 -——<| 1-—————| . Ezpedig a Bernoulli-egyenl&tlenség miatt igaz.
n+l n +2n+1

A 2. 1épés igazolasa ugyanigy torténhet: az allitas a kovetkezo

1 n 1 n+l n n }’l—l—l n+l

1+ > 1+—| ,azaz > .
n—1 n n—1 n

n*—1+1

n j -nel, adodik, hogy ( Y
n?—

n+l
oldalra alkalmazzuk a Bernoulli-egyenlétlenséget, akkor

Szorozva ( J > *l . Bz pedig azért igaz, mert ha a bal
n
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2. Numerikus sorozatok fogalma, hatarértéke 11

2 2 2

n? —1+1 ! n n n+l
— | >1+ >l+—>—-.
n-—1 n-—1 n n

Végiil a 3. 1épés:
n+l n n
0<vn—un:(l+lj —[l+lj :(1+1) -l<4-l.
n n n) n n

Az utolso6 egyenldtlenségnél felhasznaltuk, hogy u, <v, <v, =4.

Megjegyzés: Az e~2,718281828 szam a természetes logaritmus alapja, irracionalis szam
(konnyli megjegyezni az elsd tizedesjegy utani 18281828 szamjegyeket, mert a Haboru és
béke ir6ja, Lev Nikolajevics Tolsztoj sziiletési éve 1828).

1873-ban Charles Hermite (1822—1901) francia matematikus bizonyitotta, hogy az e
szam egyben transzcendens is (azaz nem gyoke egyetlen raciondlis egyiitthatdji polinomnak
sem).

2.2.3. Megjegyzés: A 2. és 3. hatarértékeket konnyebb megjegyezni (sot ujakat is felirha-
tunk), ha figyelembe vessziik, hogy n* «e" «n! «n".

2.2.4. Példak:
e Szamitsuk ki a (b, )n>2 sorozat hatarértékét, ha b, = Nan® +4n+1—~4n* =3n-2 .

Van® +4n+1+an> —3n-2

At +dn 1 eJan® —3n—2
3

A’ +4n+1-4n’ +3n+2 [

_\/4n2+4n+l+\/4n2—3n—2_\/ 41 \/4 3 2

Megoldas: b, = (\/4;12 Fan+1—Jan? —3n—2)-

N % (mind a szamldloban,

4+—+—+ ———
n o n n o n

mind pedig a nevezdben n eléforduld legmagasabb hatvanyat emeltiik ki, ez mindkét he-
lyen n volt, igy egyszerusitettiik n-nel).

L, . o 3n+2 ‘2}'1—3 _75n
e Szamitsuk kia (c,) _, sorozat hatarértékét, ha ¢, = s 619
nx 6"+

2" 9 5 9
n+2 An=3 _~q gn 9.3".—-7.5" _7() —
Megoldas: cn:3 2H (AR 8 _8 6 n—>§:2-§:2_7
6 PR b I
6 6

(itt pedig a szamlaloban is €s a nevezdben is a 6" -t emeltiik ki, mert annak volt abszolut
értékben legnagyobb az alapja, ezzel egyszerisitettiink itt is).
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3. Fliggvények

3.1. Elemi fiiggvények

3.1.1. Definicié: Legyenek H < R és K < R valos szdmhalmazok. Rendeljiink hozza minden
x € H szamhoz egyetlen y € K szdmot. Az ilyen egyértelmii hozzarendelést fiiggvénynek ne-
vezziik.

3.1.2. Definicio: Az f (x) fiiggvény az [a,b] intervallumon konvex, ha barmely o és pe[a,b] és

f(Bgii((x).(x—a)+f(a).

x e[o,B] esetén a kovetkezd egyenldtlenség all fenn: 1 (x) <

Hasonloan definidljuk a konkav fiiggvényt is, csak ott az egyenldtlenség forditott iranyu.
Szoktuk még mondani, hogy konvex egy fliggvény, ha grafikonja ,,megtartja a vizet”, pl. az

x’ csak a [0,+o0) intervallumon konvex, a (—o0,0) intervallumon pedig konkav.

Amennyiben barmely xe (a,b) esetén az f grafikonjahoz létezik egyértelmii érintd
egyenes, az [ (x) fliggvényt lokdlisan konvexnek nevezziik egy adott x, €(a,b) pontban, ha
létezik x,-nak olyan kornyezete, melyben a fliggvény grafikonja az érinté f6lott helyezkedik

el, lokalisan konkdvnak pedig abban az esetben, ha ha létezik x,-nak olyan kornyezete, mely-
ben a fliggvény grafikonja az érintd alatt helyezkedik el.

3.1.3. Elemi fiiggvények grafikonjai: A most kdvetkez6 elemi fiiggvények grafikonjabol ko-
vetkeztetni lehet értelmezési tartomanyukra (D, ), értékkészletikre (R, ), esetleg monotonita-

sukra, paritasukra és periodicitasukra. (Feltételezziik, hogy a fliggvény fogalma a kozépiskolai
tanulmanyok alapjdn mindenki el6tt ismert, mint ahogy az aldbbi fiiggvénytani fogalmak is:
értelmezési tartomany, értékkészlet, kolcsondsen egyértelmi leképezés, paros, illetve paratlan
fiiggvény, periodikus fliggvény.)

Hatvanyfiiggvények: f(x)= x", ahol k pozitiv egész szam

£, (x)=x2 ,l'
£, (x)=x°
£, (x)=x* |
£, (x)=x° \ f

e
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3. Figgvények 13

Paratlan gyokfiiggvények:

wo-s

wH

N ' ' 4 ' ) . '
oS i 14 ] 13 E 5 4 43

Paros gyokfiiggvények:

1

f,(x)=x2 =/x f,(x)=x

ST

=$/; f;(x)=x =Q/;

2
¥ T)=x"(162)
x)=x"(1/4)
fxy=x"(L)
1.5
1
0.5
X
; , : ; . : . ; , : ; . . ; ; . ; ; T
} 1 } } } t t t } t } t 1 } } t } } »
45 4 35 3 25 -z L5 -1 0.5 05 1 1.5 z 25 E 35 4 45
054
-1+
1.5

Mindegyik paros gyokfiiggvény konkav az értelmezési tartomanyan.
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Trigonometrikus fiiggvények (sinx, , tanx):

Yr 3

A sin és cos fliggvények periodikusak, foperiddusuk 7 =27, mig a tg és ctg (melyek szintén
periodikusak) féperiodusa 7'=m.

T Sl
W e K
354

ENTET Y]

254

Exponencialis fiiggvények: (x) =a* (a>0)

f(x)=2"x
f(x)=e"x

f(x)=(1/2)"x

24

34
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3. Figgvények 15

Erdemes megjegyezni, hogy az exponencialis fiiggvény monotonitasa az alaptél fiigg:
amennyiben a fliggvény alapja a >1, az exponencialis fiiggvény szigorian ndvekvo, mig a
0<a<1 alap esetén az exponencilis fiiggvény szigoruan csokkend. Ertelmezési tartomanya
R, értékkészlete pedig (0,+c0) (vigyazat, az abrakon ugy néz ki, mintha a fiiggvény met-

szené az X tengelyt, valojaban csak egyre jobban kozeledik hozza).
Természetes alapu exponencialis fiiggveny:

y=¢ , ahol az alapszam (az e) egy, az el6z6 fejezetben vizsgalt nevezetes sorozat hatarértéke:

lim(l—i—lj =e.
n—»00 n

Hiperbolikus fiiggvények

e +e”
Koszinusz hiperbolikusz fiiggvény: chx = ———, szokasos jelolés mé )
p fiiggvény TR j ¢ y=coshx

A grafikonjaaz y=e" és y=e" grafikonokbdl kovetkezik:

f(x)=cosh(x)

£(x)=ex

f(x)=eN(-x)

051

X —X

Szinusz hiperbolikusz fiiggvény: shx := % , szokasos jelolés még y =sinhx .
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shx e —e”
Tangens hiperbolikusz fiiggvény:. thx =——=——, szokasos jelolés mé , az
gens hip fiiggvény R j g y=tanhx

alabbi kozos abran a (—1,1) értékkészleti (nem metszi az y =—1 illetve y=1 egyeneseket,

csak egyre jobban kozeledik hozzajuk), szigordan monoton novekvd fiiggvény.

y f(x)=tanh(x)
inh(x)

i
ool /
- T T

v

3.2. Inverz elemi fiiggvények

Az f fiiggvény inverz fiiggvényének nevezziik és ' -gyel jeldljiik azt a fiiggvényt, mely
minden valds b szamhoz (mely az eredeti f fuggvény értekkeszletehez (R, -hez ) tartozik),

azt az a szamot rendeli az f értelmezesi tartomanyabol (D, -bdl ), melyhez az f'a b -t rendel-

te, vagyisha f(a)=b ,akkor /™' (b)=a.

Innen kovetkezik, hogy f(f’1 (b)) =bés [ (f(a)) =a, mint ahogy az is, hogy az
£ értelmezési tartoméanya az f értékkészlete, és f' értékkészlete az f értelmezési tarto-

manya. Tehat csak kolcsondsen egyértelmii fiiggvénynek van inverze, hiszen sziikséges, hogy
a egyértelmi legyen.
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3. Figgvények 17

3.2.1. Tétel: Az [ fiiggvény invertalhatosaganak elégséges feltétele a fliggvény szigorti mono-

tonitdsa. Az inverz fiiggvény megérzi a monotonitdst (azaz pl. szigoruan ndvekvd fliggvény

inverze is szigoraan novekvo).

Az 7' fiiggvény és az f fiiggvény grafikonja egymasnak az y = x egyenesre vett tii-
korképei.

=
in
—_
—
in
a4

2.5

1
Az dbranaz y=x fiiggvény és inverze, az y = x> =3/x lathato.
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A természetes alapu logaritmusfiiggvény

Az f:R—(0,4+), f(x)=e" (e alaph) exponencialis fliggvény szigortan ndvekv®, tehat min-
denhol Iétezik az inverze, ezt a fliggvényt nevezziik természetes alapu logaritmusfiiggvénynek,
f7:(0,40) > R, f7'(x)=Inx. Mivel az e alapu exponencialis fiiggvény szigortian ndvekvd,

ezért a természetes logaritmusfiiggvény is az. (Az egyéb alapt (a >0, a #1) logaritmusfiiggvény
monotonitasa megegyezik az ugyanolyan alapi exponencialis fliggvény monotonitasaval.)

|

e

ot

Az y=sinx fliggvény nem invertalhato a (—oo,+oo) intervallumon, mert nem kolcsondsen

. i . . T T . . . , p
egyértelmi. Invertalhat6 a {—5,5} tartomanyon, itt szigorian monoton no.

Az inverz fiiggvényét arkusz szinusz (arcus sinus) fiiggvénynek nevezziik, jele arcsin x.

¥ Lt e e
N
Mt s

Mg

s Sl 3= w1 =3 =10 w3 w10 =10 w5 kL] ELH =% In3 T=10 il L] w
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3. Figgvények 19

L - . . iy s : T T
Az y =arcsinx értelmezési tartomanya a [—1,1] intervallum, értékkészlete pedig {—E,E} :

Hasonloan abrazolhatjuk a tobbi trigonometrikus €s hiperbolikus fiiggvény inverzeit is szigora-
an monoton szakaszokon:

e acos fliggvényt a [O,n] intervallumon invertaljuk, igy az arccos: [—1,1] - [0,71] ,
e atangensta (—E,Ej intervallumon, igy arctg: R — (—E,Ej ,
2°2 2°2
e a kotangensta (0,7:) intervallumon, igy arcctg: R —> (O,n),
e akoszinusz hiperbolikuszt a [0,+o) intervallumon, igy ar chx: [1,4%)—>[0,+x) (area

koszinusz hiperbolikusznak nevezziik),
e aszinusz hiperbolikuszt R-en, igy ar shx: R — R (area szinusz hiperbolikusznak mondjuk),
e atangens hiperbolikuszt R-en, igy ar thx :(—1, 1) — R (area tangens hiperbolikusz, szoktuk
még ar tan h-val jeldlni), mig
e akotangens hiperbolikuszt [ch_x _ere - j azR— {0} halmazon, igy

shx e —e

ar cth:(—o0,—1)U(1,490) — R—{0} (area kotangens hiperbolikusz).

Megjegyezziik még, hogy a thx és cthx fliggvények inverzei rendelkeznek még logaritmusos

alakkal is, mely a kovetkez6: ar thx =1In r—x , arcthx=In x_+1 .

3.3. Fiiggvényhatarérték-definiciok

Tegyiik fel, hogy az f (x) értelmezve van valamely, az x, € R koriili nyilt intervallum minden

pontjaban ( x, lehet kivétel).

3.3.1. Definicié: Az f (x) figgvénynek az x, € R helyen létezik a hatdrértéke és az a he R va-
16s szam, ha bdrmely € >0 szdmhoz taldlhato & >0 szam ugy, hogy a 0 < |x—xo| <O egyenldtlen-
séget kielégitd x értékek mind benne vannak az f (x) fiiggvény értelmezési tartomanyéban ¢és telje-

stl az ‘f(x)—h‘ < ¢ egyenlOtlenség.

3.3.2. Definicio (hatarérték IL): Az f(x) fiiggvénynek az x, € R helyen Iétezik a hatarértéke és

az a he R valos szam, ha barmely, az f (x) fiiggvény értelmezési tartomanyabol vélasztott és x,, -
hoz konvergalé x, sorozat esetén az ( f (x”)) g fliggvényérték sorozat konvergal 4 -hoz. Jelolés:

lim f(x)="h.

X‘)XO

A két definici6 ekvivalens (itt nem bizonyitjuk). A masodik definicio olyan feladatoknal
hasznéalhat6 eredményesen, ahol varhatéan nincs hatarérték.
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3.3.3. Példa: Szamitsuk ki a lim sinl hatarértéket.

x—0 X

Megoldas: Vegyiik az alabbi két, nulldhoz tarté szamsorozatot:

= — = ... _— /... 0
I (4n+1)n’ -

. 2 . 2 . 2
X =—,x =—,.,X, =—,,...—0,
3n T (4n+3)n

| , o1 , . s o
limsin—=1, mig limsin— =-1, igy a feladatban kért hatarérték nem létezik.
n—»0 ‘xn n—>0 x”

3.3.4. Definicié: Az f (x) fiiggvénynek az x, € R helyen létezik a jobb oldali hatarértéke és az a
heR valos szdm, ha barmely €>0 szdmhoz taldlhato 6>0 szam ugy, hogy a 0 <x—x,<d

egyenldtlenséget kielégitd x értékek benne vannak az f (x) fliggvény értelmezési tartomanyaban ¢és

teljesiil az ‘ f(x) —h‘ < ¢ egyenlStlenség.
Hasonloan értelmezziik a fliggvény x, € R helyen vett bal oldali hatarértékét:

3.3.5. Definicio: Az f(x) fiiggvénynek az x, € R helyen létezik a bal oldali hatdrértéke és az a
heR valos szam, ha bdrmely € >0 szdmhoz taldlhato 6>0 szdm ugy, hogy a -0 <x—x,<0

egyenldtlenséget kielégitd x értékek benne vannak az f (x) fliggvény értelmezési tartoméanyéaban és
teljesiil az ‘ f (x) — h‘ <& egyenldtlenség.
Jelolés: lim f(x)=h ill. lim f(x)=h.
x—)xOJr X=X

3.3.6. Definicié: Azt mondjuk, hogy az f (x) fiiggvénynek az x, € R helyen végtelen a hatarérteé-
ke, ha tetszdleges pozitiv 4 szdmhoz létezik olyan & >0 szam gy, hogy a 0 < |x—x0| <0 egyen-
16tlenséget kielégitd x értékek benne vannak az f (x) fliggvény értelmezési tartomanyéaban és telje-
sil az f(x)> A4 egyenl6tlenség.

Jelolés: lim f (x) =o0. (Hasonl6an definialjuk a lim f (x) =—o0 esetet is.)

X—)XO x—)xo

3.3.7. Tétel: Az f(x) fiiggvénynek az x, € R helyen létezik a hatarértéke és az a he R valos
szam, ha  lim f(x) = lim f(x) =h.

X=X X=X
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3.3.8. Definicio: Az f(x) fiiggvény hatirértéke x —+oo esetén a he R valds szam, ha barmely
€ >0 szamhoz talalhatd k valos szam tigy, hogy a fliggvény értelmezve van x > k esetén és ezen x
értékekre teljesiil az ‘ f(x)- h‘ < ¢ egyenlStlenség.

Jelolés: lim f (x) = h. (Hasonl6an definidljuk a lim f (x) =h esetet is.)

X—»00 X—>—00

3.4. Fuiggvényhatarértékkel kapcsolatos tételek

3.4.1. Tétel (Osszeg, Kiilonbség, szorzat, hanyados hatarértéke): Ha létezik lim f(x) és

x—>x0

lim g (x) , akkor létezik a két fiiggvény Osszegének, kiillonbségének, szorzatanak a hatarértéke is és

X—)XO

a kovetkezok érvényesek:

lim [f(x)+g(x)] = lim f(x)+ lim g(x),
X—>X( X=X X—>X0
lim[ £ (x)-g(x)]= lim f(x)- lim g(x),
X—=>X0 X—>X0 X—=>X0
lim [ f(x)- g(x)] = lim /(x)- lim g (),
NPV o S
ovabba, ha lim g(x) #0, akkor létezik az T figgvény hatarértéke is, €s
X=X glx
lim f(x)
G o L
=u g(x)  lim g(x)
X=X

3.4.2 Tétel (Osszetett fiiggvény hatarértéke): Ha limg(x)=b és lim f (x)=c, tovabba van

olyan § >0 szam, hogy 0<|x—a|<38 esetén g(x)=b, akkor limf(g(x)) =c.

X—a

3.4.3. Tétel (renddrelv vagy szendvicstétel fiiggvényhatarértékekre): Ha az f, g és h fiiggvények
értelmezve vannak az x, pont egy kornyezetében ¢és itt f(x)<g(x)<h(x), valamint

lim f(x)=limh(x)=L, akkor lim g(x)=L.

X—>X0 X=X X—=>X0

Hatarérték-szamitasnal eldszor is behelyettesitiink. Amennyiben konkrét szdm, +oo vagy —oo

" . . o i 0 too "
a helyettesités eredménye, készen vagyunk. Legtobbszor azonban a —,+—,O-oo,oo—oo, 0°,0°,1
100

alaku hatarozatlan kifejezések (esetek) valamelyike all fenn, a feladat megoldasa nem ilyen egysze-
rl, sziikségiink lehet a kovetkezdkre:

3.4.4. Tétel (Nevezetes fiiggvényhatarértékek):
sin x

1. Ha az x szbget radianban adjuk meg, akkor lim =1 (természetesen lim——=1 is

x=0  x x>0 81N x

igaz),
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2. ugyanakkor igaz, hogy limtg—x =1 (természetesen lim—2 =1 is igaz),
=0 x x—0 tgx

1

3. lim£1+lj =e (természetesen, lin%(1+ y)? =e 1is igaz, a lényeg, hogy tgy tekintsiik a
y—

X—>0

X
1

képletet, mint egy (1 + ) alakot, ahol ...—>0),

. log, (1+x) 1 . . In(1+x)

4. lim————~=log, e=——, amennyiben a >0, a #1, specidlis esetben lim——— =1,
x—0 lna x—0 X
a1 i e =1

5. lim =Ina,ha a>0,a=1, specidlis esetben lim =1,
x—0 X x—0 X
. (1+x) -1

6. llrg—:u,ahol HER.
X—> x

Bizonyitani csak az 1. tulajdonsagot fogjuk a renddrelv segitségével:

fvmértekkel mérve az x szoget, a mellékelt 4bra teriileteibdl latszik, hogy sinx < x < fgx, innen

. 1

sin x -szel osztva: 1<——< .
sinx COSX
Mivel lim =1, ezért a renddrelv szerint
x>0 COS X

. X . sinx . 1
lim—— =1. Ekkor lim =lim =1.
x-08sInx -0 x -0 X

sin x

3.4.5. Néhany példa fiiggvényhatarérték-szamitasra

&

Szimbolikusan | példa
( o0 j 34 4 1
= 5 _ o
© 1) hm3x+—4x21 =lim—* X = _3 . (Kiemeltiik x eldfordulo leg-
xoo 1 =2x x—>0 L ) 2
2
X

magasabb hatvanyat (ugyanezt tettiik volna, ha x — —o0), majd

leegyszertsitettiink.)
O . . .
(—J 2 gim SMYX g SIVX e sindx 1k a
0 lim == im e = im =

3.4.4. Tétel 1. képletét.)

5 4, 2
3) lim = lim
=0 5x” —4x =0 x*(5x" —4)

¥ (x’ =x*+1) B

_1.(

_%j:

1 )
——, valamint
4
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¥ —x+x’ ¥ (' =x*+1)
4) lIm——=lim——————==0-(-1)=0. (Vegyik észre,
) x—0 x3 —X x—0 x(_xz — 1) ( ) ( gy
hogy amennyiben x — 0, x eldfordulo legalacsonyabb hatvanyat emel-
Jtik ki.)
OO_OO) 5) lirpw(xz —\/;) = 11£1lﬁ(xx/; —1) = . (Hasznaltuk, hogy Joo =0 és
00:00=00)

2 2+/x sin x
0-00 6) lim(sinx-—]:lim sinx - —— :lim(—-2\/xj:0.
] x—0 ,/x x—0 "X‘,x x—0 X

* 1+x)" Nl
1 7) lim(—j =1im{(1+—n =
X—>00 x X—>00 x

3.5. Folytonos fiiggvények

3.5.1. Definicié: Az f(x) fiiggvény folytonos az x, helyen, ha

e ‘¢rtelmezett az x,, helyen, és annak egy kornyezetében,

o létezika lim f(x) és

X—>X0

e Ilim (x)zf(xo).
X—=>X0
3.5.2. Definicio: Az f (x) fiiggvény folytonos az (a,b) intervallumon, ha annak minden pontjaban
folytonos.

3.5.3. Definicié: Az f(x) fiiggvény balrdl folytonos az x, helyen, ha
e ‘¢rtelmezett az x, helyen, és annak egy ,,bal oldali kdrnyezetében”, azaz (x0 —S,xo] -ban,

o létezika lim f(x) és

X=Xy

o lim f(x)=/f(x,).

x—)xo

A jobb oldali folytonossagot hasonldéan definidljuk, csak ott ,,jobb oldali kornyezetet” tekintiink és
x,-ban jobb oldali hatarértéket.

3.5.4. Definicio: Az f(x) fiiggvény folytonos az [a,b] intervallumon, ha folytonos az (a,b) inter-

vallumon ¢és az a pontban jobbrél, b pontban pedig balrdl folytonos.

3.5.5. Példak:

o az f(x)

Lhaxe
{ 0 Dirichlet-fiiggvény sehol sem folytonos,

0,haxe R-Q
o az f(x)=|x| abszohit értek fiiggvény pedig mindeniitt folytonos fliggvény.
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3.5.6. Tétel: Folytonos fiiggvények Osszege, szorzata, hdnyadosa (ha a nevezé nem zérus) folyto-
nos.

3.5.7. Példa: Hatarozzuk meg az a valos paraméter értékét ugy, hogy az

1—cosx
f(x)=4 &

a,hax=0

,haxeR—{O}

Megoldas:

l+cosx 2’

sinsz 1 1
X

£(0)=a, igy folytonossag csak az a :% esetben lehetséges.

3.5.8. Tétel (Osszetett fiiggvény folytonossaga): Ha egy g(x) fliggvény folytonos a b pontban,
f(x) pedig folytonos a g(b) pontban és létezik az [ og kompozici6 (azaz f ( g(x))), akkor az
f og is folytonos a b helyen.

3.5.9. Tétel (Inverz fiiggvény folytonossaga): Ha f:D, — R, fliggvény szigorian monoton és
folytonos, akkor létezik az f': R , — D, inverz fuggvény, ami meg0rzi a monotonitast és szintén

folytonos.
3.6. Zart intervallumon folytonos fiiggvények tulajdonsagai

3.6.1. Tétel: Az [a,b] zart intervallumon folytonos fiiggvény korlatos.

3.6.2. Weierstrass-tétel: Az [a,b] zart intervallumon folytonos fiiggvény felveszi legnagyobb és
legkisebb értékét.

3.6.3. Bolzano—Darboux-tétel vagy Bolzano-féle kozbiilsépont-tétel: Ha az f (x) fiiggvény foly-
tonos az [a,b] zart intervallumon és f(a)<c< f(b), akkor létezik olyan xe[a,b], hogy

f(x):c.

3.6.4. Bolzano—Weierstrass-tétel: Ha az f(x) fiiggvény folytonos az [a,b] zart intervallumon,

akkor a minimuma és maximuma kozott minden értéket felvesz.
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4. Differencialszamitas

4.1. A differencialhanyados fogalma, differencialasi szabalyok

4.1.1. Definicié: Ha az f(x) fiiggvény értelmezve van az (x,—38,x,+8) intervallumon, akkor

f(x0+h)—f(x0)
h

|h| <8 esetén az F, (h):= fiiggvényt az f(x) fiiggvény x,-hoz tartozé diffe-

renciahanyadosanak nevezziik.

4.1.2. Definicié: A limF, (h):limf (xo+h)= /(%)
h—0 0 h

h—0

hatarértéket az f(x) fiiggvény x, helyhez
tartozo differencidalhanyadosanak (vagy derivaltjanak) nevezziik. Ha ez létezik, azt mondjuk, hogy
az f(x) figgvény akkor derivalhaté az x, pontban.
, d
Jelolese: [ (x,) vagy $
x

X0

4.1.3. Definicio: Az f': x> lim

h—0

flx+h)—f(x) o e )
P fliggvényt az fderivalt fiiggvényének nevezziik.

4.1.4. Példa: Szamitsuk ki a derivalt definiciojaval az f (x) =sinx fliggvény derivaltjat.

Megoldas:

( ) ) " sin(x+h)—sinx I sin x cos A+cosxsin 4 —sin x
sinx) =lim =lim =
h—0 h h—0 h

=lim
h—0 h—0 h

2 h . h
{‘ (cosh—l) sin /i —2sin—sin —
sin x
2

) ) sinh
+cosx =lim smx—+cosx7 =CoSX

ahol hasznaltuk a sin’ % = 1—(:20sx , valamint a km(}# =1 képleteket.

4.1.5. Megjegyzés: A h=x,—x Osszefiiggést figyelembe vételével felirhatjuk, hogy

f '(xo) = lim —f(x) _ f(xo) .Egy f (x) fiiggvény akkor derivadlhato az x, pontban, ha ez a hatarér-
X—=>Xp X=X,
ték létezik.

4.1.6. Definicio: Az f (x) fiiggvény x, helyhez tartozo jobb és bal oldali differencialhdanyadosdt

az f,"'(x,) = fim L=/ (%0) £,'(x,) = lim S)=7(x)

x—>x0+ X — xO XXy~ X — xO

figgvényhatarérté¢kekkel definial-

juk.
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4.1.7. Tétel: Ha egy fiiggvény differencialhatd az x, pontban, akkor itt folytonos is.

4.1.8. Definicié (a derivalt geometriai értelmezése): Ha az f(x) fiiggvény differencialhaté az

x, pontban és ennek kornyezetében folytonos, akkor a fliggvény grafikonjanak érintéje az

y=f(x)=/"(x)(x—x,) egyenletli egyenes, tehat az f'(x,) nem mas, mint az (xo,f(xo))

pontban a fiiggvény grafikonjdhoz huzott érintd irdnytangense.

4.1.9. Tétel (Differencialasi szabalyok): Ha az f(x) és g(x) fiiggvények differencialhatok az x

helyen, akkor

e az f+g is differencidlhato és (f(x)+g(x))': f'(x)+g'(x) , valamint
e az f-g is differencialhato és (f(x)-g(x))'=f'(x)g(x)+ f(x)g'(x).

/(%)

o tovabba, ha g(x)#0, akkor

g\x

g(x)

[f(X)J _S'(%)g(x)-f(x)g'(x)

g (x)

1s differencialhatd és

4.2. Elemi fiiggvények derivaltja és egyéb derivalasi szabalyok

fliggvény Derivaltja Feltételek
Yy =const. y'=0 -
y:x" y':n)c'“1 neN, xeR
y=x y=mr"" reR, x>0
y:ax y':axlna xeR,aeR,a>0
speci. y=e" y'=e" XeR
y=log, x 1 x>0,aeR, a>0,

xlna a#l
speci. y=Inx ! x>0

g X
y=sinx y'=cosx XER
y=cosx y'=-—sinx XER
y=1igx . 1 T
=— X#—+kn

cos” x 2

y=cigx L 1 x#km
sin” x
y=arcsinx e 1 |x|<1
1-x?
Y = arccos x ' 1 |x|<1
y ==
1-x*

y =arcigx .1 x€R

1+x°
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y =arccigx , 1 xXeR
YT 1+x°
y =shx y'=chx xeR
y =chx y'=shx XER
y =thx 1 xeR
oh’x
Yy =cthx 1 x#0
Y sh’x
y=ar shx o1 X€ER
g x> +1
y =ar chx 1 x>1
g x* -1
y=ar thx e 1 |x|<1
1-x°
y=ar cthx " 1 XER, x|>1
g 1-x°

4.2.1. Tétel (Osszetett fiiggvény derivalasa, azaz ,,Jancszabaly”): Ha a g(x) fiiggvény differen-
cidlhat6 az x helyen és az f (x) fiiggvény differencialhaté a g(x) helyen, akkor az f ( g(x)) 0sz-

szetett fiiggvény differencialhato az x helyen és f ( g (x))v =f '( g(x)) -g'(x).

4.2.2. Példa: Derivaljuk az f (x) = sin(ln (ED leképezéssel megadott fliggvényt (ahol lehetsé-

—X

ges).

o 2000l 2 (2 o2 (2

= ! cos| In (ﬁj (lancszaballyal).
X (1 - x) 1-x

4.2.3. Tétel (Inverz fiiggvény differencialasi szabalya): Ha az f figgvény a 1€ D, pontban és

kornyezetében szigoraan monoton ¢és differencialhatd, valamint f '(t) # 0, akkor az inverz fliggvé-

nye (f‘l) is differencialhat6é az x = f(t) helyen és (f’l (x)) = =

4.2.4. Példa: Inverz fiiggvény differencialasi szabalyéaval, felhasznalva, hogy (e") =¢" mutassuk

meg, hogy (ln x)' = l
X
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Megoldas: f~'(x)=Inx,azaz f(x)=e", (lnx)':((e")l) = 1}” _L
X

4.2.5. Definicio: Az f (x) fiiggvény mdsodrendii derivdltia (amennyiben létezik) nem mas, mint

[ ] az f(x) n-edrendii derivaltia (amennyiben 1étezik) pedig " (x)= [ i (x)} .
d"

(x )

dx”

Egyéb jelolése:

4.2.6. Példa: Szamitsuk ki az f(x)=sinx negyedrendii derivaltjat az x, =0 pontban.

Megoldas: Hasznaljuk a 4.2.-beli, elemi fliggvények derivaltjat tartalmazo tablazatot, igy
f'(x) =cosx, f"(x)=-sinx, f "'(x) = —COSX, f(4) (x) = sin x . Behelyettesitve az x, =0 érté-
ket, kapjuk, hogy /™ (0)=sin0=0.

xzx(t)
y=y()

tartomanya ugyanaz az intervallum, akkor ezek egy gorbét irnak le. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a
gorbét paraméteresen adtuk meg, a fenti egyenleteket pedig a gorbe paraméteres egyenleteinek ne-

4.2.7. Paraméteresen megadott fiiggvény derivalasa: Ha az { fliggvények értelmezési

dy

vezzik. Ilyenkor y'( ) Zy ccll)tc .
x

dt

X=acos’t

3

4.2.8. Példa: Irjuk fel az asztrois (azaz { )
y=asmt

, 1 €[0,27) egyenletrendszerrel megadott gor-

be) ¢t = 2 paraméter értékkel meghatarozott pontjaban a gérbéhez huzott érintd egyenletét.

2 al

Megoldas: a ¢ = Z paraméterérték a [ ] pontot jelenti az asztroison. Az érintd egyenes

iranytangensét a kovetkezOképpen szamoljuk ki:
&
\ v 4 3asin®t-cost
(1)- L g Sasiico
dx dx 3acos t-(—smt)

dt
a2 _( a2

fgy a kért érinté egyenes egyenlete: y Yy X —T] ,azaz y =—Xx+

T -y
=—tgt, enneka = 7 -ben vett érteke —1.

a2
>

4.2.9. Implicit fiiggvény derivaltja: Ha a gorbét nem y = f (x) explicit formaban adjuk meg, ha-
nem G(x, y(x)) =0 képlet alakban, akkor az implicit alakot hasznaljuk. Ebben az alakban, deriva-
laskor figyelembe kell venniink, hogy az y mindeniitt x fliggvénye, tehat mindkét oldalt x szerint
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derivaljuk (tobbnyire lancszabalyt hasznalva), rendezziik az y'-t tartalmazé tagok szerint, a végén
pedig kifejezziik y'-taz x és y fliggvényében.

2 2
4.2.10. Példa: Tekintsiik az x—2+)b}—2:1 egyenlette]l megadott, a és b féltengelyli ellipszist. Ez
a

tulajdonképpen két fliggvényt jelent, amit akkor latunk, ha kifejezziik az egyenletbdl az y -t (x
fliggvényeként), ez a két fliggvény pontosan az ellipszis also és felsd ivét irja le. Adjuk meg az

a2 b2
T2

5 J pontban az érintd egyenes irdnytangensét!

2y

b2

Megoldas: Az implicit derivalast elvégezve kapjuk, hogy 2—)2€+ =0, ahonnan az y'-t kifejezve
a

a2 b2

2
b x : —] értékeket, kapjuk, hogy az érintd

y'=———, ahova behelyettesitve az (x,y)=(

2
2 2

a'y

- b
egyenes iranytangense ——.
a

4.3. Kozépértéktételek, L Hospital-szabaly

4.3.1. Rolle tétele: Ha az f(x) fiiggvény az [a,b] intervallumon folytonos és az (a,b) interval-
lumon differencialhatd, valamint f(a)= f(b), akkor létezik olyan x, €(a,b) szam, amelyre telje-

stl, hogy f ’(xo) =0. (Michel Rolle 1652—-1719, francia matematikus.)

4.3.2. Lagrange-kozépértéktétel: Ha az f'(x) fliggvény az [a,b] intervallumon folytonos és az
(a,b) intervallumon differencialhato, akkor létezik olyan x, € (a,b) szam, amelyre teljesiil, hogy

1(x) = f(b)-f(a)

5 . (Joseph Louis Lagrange 1736—1813, francia-olasz természettudos.)
—-a

Bizonyités: Tekintsiik az F (x) =f (x)— f (a) — (x — a) leképezési szaballyal definialt

/(b)-1(a)
b—a
segédfiiggvényt. F (a) =F (b) =0 miatt alkalmazhatjuk Rolle tételét, mely szerint létezik olyan

Xo €(a,b), amelyre teljesiil, hogy

F’(x0)=f’(xo)——f(b)_£(a)

/() (a)
b— -

=0, azaz ['(x,)= 5

a
4.3.3. Cauchy-féle kozépértéktétel: Ha az f(x) és g(x) fiiggvények az [a,b] intervallumon
folytonosak ¢és az (a,b) intervallumon differencialhatok, tovabba g'(x) # 0, akkor létezik olyan
['(%) _ f(b)-1(a)
g'(x) g(b)-g(a)

Xo €(a,b) szam, amelyre teljesiil, hogy . (Augustin Cauchy 1789-1857,

francia matematikus.)
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4.3.4. L’Hospital-szabaly (Egyszerii L’Hospital-szabaly): Legyenck az f(x) és g(x) figgve-
nyek differencidlhatok valamely, az o -t tartalmaz6 I nyilt intervallumon kivéve esetleg az o
pontot, ¢és legyen g'(x);t 0 az I-n, ha x#a. Legyen tovabba limf(x) = limg(x) =0 vagy

lim‘ f(x)\ = lim

xX—>a

g(x)‘:+oo.

X—>a

o (X)) - f(x) , o
Ha Iétezik lim—-—== #, akkor lim = [, ahol a és [ lehet valos szam vagy foo.
Xx—>a g (x) Xx—>a g (x)
(Guillaume Francois Antoine De [.’Hospital 1661-1704, francia matematikus.)

4.3.5. Megjegyzések:
o A tétel igaz akkor is, ha hatarérték helyett mindeniitt csak jobb vagy bal oldali hatarértéket

irunk.
e [Fontos a limf'(x)
egyszerli L’Hospital-szabalyt.

létezésének megkovetelése, ellenkezd esetben nem hasznéalhatjuk az

. Xx+sinx .. l+cosx v , . .
e Pl a lim =lim egyenlOséggel azt kapnank, hogy a limesz nem létezik,
X—>00 x X—>00
 ptar 1. XHSIDX sin x : , L
masfeldl lim = hm(l—i— jzl, ami ellentmondas lenne. Ezért is fontos ellen-
X—>00 X X—>0 X

drizni még haszndlat el6tt, hogy teljesiilnek-e a tétel feltételei.

X+sinx

4.3.6. Példa L’Hospital-szabalyra: Szamitsuk ki a ling fliggvényhatarértéket.
X—> X
Megoldas: ling XTsmY lirr& I+ clos Yoo,
xX—> X x>

4.3.7. Tétel (Erés L’Hospital-szabaly): Legyenck az f(x) és g(x) fiiggvények (n+1)-szer dif-
ferencialhatok valamely, az « -t tartalmazd [ nyilt intervallumon kivéve esetleg az o pontot €s

legyen g (x)#0 az I -n, ha x # a . Legyen tovabba minden k =0,...,n szdmra

lim £ (x) = limg“ (x)=0

X—a

£ (x)‘ =lim|g"") (x)‘ = +o0. Ha létezik

x—>a

vagy végig, minden k£ =0,...,n szdmra lim

x—a

U (x) _f(x) , o
th = [, akkor lim = [, ahol a ésf lehet valds szdm vagy too.
o g (X) x—oa g(x)

4.4. A differencialhanyados alkalmazasai

4.4.1. Tétel: Ha az f (x) fiiggvény értelmezve van az x, pontban és annak egy kornyezetében,
valamint itt differencialhato is, tovabba teljesiil, hogy f"'(x,)> 0, akkor f(x) lokalisan névekvé az

x, pontban (azaz novekvo az emlitett kornyezetben).
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4.4.2. Tétel: Ha az f (x) fiiggvény értelmezve van az x, pontban és annak egy kornyezetében,
valamint itt differencialhato is, tovabba teljesiil, hogy f'(x,)<0, akkor f(x) lokdlisan csckkend

az x, pontban (azaz csokkend az emlitett kornyezetben).
Forditva:

4.4.3. Tétel: Ha az f (x) fiiggvény értelmezve van az x, pontban és annak egy kornyezetében,
valamint itt differencialhato is, tovabba teljesiil, hogy f (x) lokélisan névekv6 az x, pontban, ak-
kor f'(x,)=0.

4.4.4. Tétel: Ha az [ (x) fiiggvény értelmezve van az x, pontban és annak egy kornyezetében,
valamint itt differencidlhato is, tovabba teljesiil, hogy f (x) lokélisan csokkend az x, pontban, ak-

kor f'(xO)SO.

4.4.5. Tétel: Ha az f (x) fiiggvény értelmezve van az x, pontban és annak egy kornyezetében,
valamint itt differencidlhat6 is, tovabba az f (x) fiiggvénynek az x, pontban lokalis szélséértéke

van (azaz létezik x,-nak egy kornyezete, melyben az &sszes x-re f(x)> f(x,) (vagy

f(x)Sf(xO))), akkor f'(x0)=0.

4.4.6. Tétel: Ha az f (x) fiiggvény értelmezve van az x, pontban és annak egy kornyezetében,
valamint itt kétszer differencialhat6 is, tovabba teljesiil, hogy f '(xo) =0¢s f "(xo) >0, akkor az

f(x) fiiggvénynek lokalis minimuma van ebben a pontban.

4.4.7. Tétel: Ha az f (x) fiiggvény értelmezve van az x, pontban és annak egy kornyezetében,
valamint itt kétszer differencialhaté is, tovabba teljesiil, hogy f'(x,)=0 és f"(x,)<0, akkor az

f (x) figgvénynek lokalis maximuma van ebben a pontban.

4.4.8. Tétel: Ha az f'(x) fiiggvény az [a,b] intervallumon kétszer differencialhato és
e haf "(x) >0, akkor az f (x) fiiggvény konvex,
e ha f"(x)<0,akkoraz f(x)fiiggvény konkav.

4.4.9. Tétel: Haaz f (x) fiiggvény az [a,b] intervallumon kétszer differencialhato és
e az f(x) fiiggvény konvex, akkor f"(x)>0,
o az f(x) fliggvény konkav, akkor f"(x) <0.

4.4.10. Definicio: Az f(x) fiiggvénynek inflexids pontja van az x = x, esetén, ha itt a fiiggvény

grafikonjanak van érintdje és ugyanitt a fliggvény atvalt konvexbdl konkavba, vagy forditva (azaz
megvaltozik a gorbe konvexitasa).

4.4.11. Tétel: Ha az x, pontban és annak egy kornyezetében kétszer differencialhatd f (x) fiigg-

vénynek inflexios pontja van x = x, esetén, akkor f"(x)=0.
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4.5. Szélsoértékek és inflexios pontok létezésének sziikséges és elégséges feltételei

4.5.1. Tétel (Szélséérték létezésének sziikséges és elégséges feltétele): Az x, kornyezetében n -
szer differencialhato f(x) fliggvénynek az x=x, helyen lokalis szélséértéke van (vagy x, egy
lokalis szélsértékhely, vagy f(x,) egy lokalis széls6érték) < f'(x,)=0, tovabba az
£"(xy), f"(x,),... derivéltak koziil az elsd el nem t{ind (azaz nem nulla) f (n) (x,) # 0 paros rendfi
(azaz n paros).

Amennyiben az " (x,) >0, akkor fnek x,-ban lokalis minimuma, mig ha f () (x))<0,

akkor f-nek x,-ban lokalis maximuma van.

4.5.2. Tétel (Inflexios pont létezésének sziikséges és elégséges feltétele): Az x, kornyezetében n -
szer differencidlhato f (x) fiiggvénynek az x=ux, helyen inflexiés pontja van (mas szdval
(x5 f (%)) egy inflexiés pont) < f"(x,)=0, valamint az f"(x,), f*)(x,).... derivaltak koziil

az elsé el nem tiin6 (azaz nem nulla) f () (xo) # 0 paratlan rendii (azaz n paratlan).

4.5.3. Megjegyzés: Az | (x) fiiggvénynek csak olyan x, helyeken lehet sz€élsdértéke, amelyek
e afiiggvény értelmezési tartomanyanak belsé pontjai, ahol f'(x,)=0,
e belsd pontok, melyekre f '(xo) nem létezik (nincs egyértelmii érinténk a fiiggvényhez az

(xo, £ (x )) pontban),
e az ¢értelmezési tartomany végpontjai.

4.5.4. Definici6: Az x,e D, pont az f(x) fiiggvény egy kritikus pontja, ha f'(x,)=0 vagy
f"'(x,) nem létezik.

Tehat egy tetszOleges f (x) fliggvénynek csak a kritikus pontokban vagy az értelmezési tar-

tomany végpontjaiban lehet szélsdértéke.

4.5.5. Megjegyzések: A 4.5.2. tételbdl kovetkezik, hogy nincs mindeniitt inflexiés pontunk, ahol
y"(x) =0. Példaul, az y=x" gorbének az x, =0 helyen nincs inflexiés pontja annak ellenére,

hogy y"(O)zO. Tovabba, inflexids pont ott is lehet, ahol y“(x) nem is értelmezett. Példaul,

! v
3 . . . 2x /3
y=x3 esetén az x, =0 helyen inflexios pontunk van, bar y"(0) nem létezik | y"(x)=- x9

4.5.6. Abszolut szélséérték véges zart intervallumon folytonos f (x) fiiggvény esetén: A kovet-

kez0t tessziik:
e kiszamoljuk fértékét a kritikus pontokban és az értelmezési tartoméany végpontjaiban,
e megillapitjuk ezek maximumat, illetve minimumat.
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4.6. Alkalmazott optimalizacios problémak: szoveges szEélsoérték-feladatok

Kiilonféle, az épitészetbdl, az tlizleti €letbdl, a kdozgazdasagtanbol, a fizikabol, a mindennapokbodl
vett optimalizalasi (minimalizaldsi vagy maximalizalasi) feladatokat ezentil konnyedén meg tudunk
oldani a differencialszamitds alkalmazasaval, amennyiben sikeriil felirni a vizsgalando fiiggvényt.

4.6.1. Példa: Hatarozzuk meg az R sugari gombbe irhaté maximalis térfogati kiip adatait. Mennyi
ez a maximalis térfogat?

Megoldas: a kup alapkorét x -szel, a magassagat pedig y+ R -rel jeldlve, kapjuk, hogy a beirand6

x* (R+y)

kup térfogata V = , ahonnan Pitagorasz tétele (x*+ »* = R*) miatt a maximalizalandé

7Z'(R2 —yz)(R+y)
3

térfogat egyvaltozos fliggvenykent irhatd fel, V,, = alakban. Ezt derivélva,
majd az eredmenyt nullaval egyenl6vé téve kapjuk, hogy V', = %[—2 y(R + y) +R* — y2] =0.
Megoldva az egyenletet, y =—R (ez nem lehet) és y =§ megoldast kapjuk. Ez utdbbi az

X

3
=2\/_% és h 4R 327R . Ahhoz, hogy

= EY értékeket vonja maga utan, melyekre a térfogat V=

belassuk, hogy ez valdban maximum, két lehetdségiink is van: vagy vizsgaljuk a térfogatfiiggvény
elsdrendu derivaltjanak eldjelét, megkapva igy a  monotonitasaval kapcsolatos 0sszes informaciot,

vagy (amit most is tenni fogunk) kiszamoljuk a V" (?] értéket. V"( y) = —%(2R +6 y) , behelyet-

R R AR
tesitve az y = 3 értéket, V' “(?j = —%(ZR + 2R) = —% <0, azaz a kapott térfogat valdban ma-

ximalis.
4.7. Fiiggvényabrazolas az eddig tanultak hasznalataval

Most mar barmilyen fliggvényt dbrazolni tudunk. A fliggvényvizsgalat menete a kovetkezo:

e meghatarozzuk a fiiggvény értelmezési tartomanyat, megvizsgaljuk a paritasat (ez segithet,
mert a paros fliggvény szimmetrikus az y tengelyre, a paratlan pedig az origora, csak leg-
tobb esetben a fiiggvények se nem parosak, se nem paratlanok), megnézziik, van-e periodi-
citas,

e meghatarozzuk a fiiggvény hatarértékeit a ,kritikus helyeken” (+oo-ben, és ahol hatarozat-
lan alakot kapunk),

o clballitjuk az f'(x) derivalt fiiggvényt,
o cldallitjuk az f "(x) masodik derivalt fiiggvényt,
e meghatirozzuk az f'(x)=0 ésaz f"(x)=0 gydkhelyeit,

e a kapott gyokhelyeket sorba rendezziik nagysag szerint,
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o felosztjuk az értelmezési tartomanyt olyan szakaszokra, ahol f'(x) és f"(x) elSjele allan-

dé. Ha f'(x) is és f"(x) is folytonos fiiggvények, akkor a gydkhelyeiket sorba rendezve

ilyen felbontést kapunk.
Vigyazat, ha példaul valahol a derivalt fliggvénynek oo a hatarértéke, akkor eldjelet tud valtani

anélkiil, hogy nulla lenne. PL: f'(x)= 1 esetén,
x

o A felbontas szakaszain, megallapitjuk a fliggvény ,,ndvés/fogyas” és ,,konkav/konvex” vi-
selkedését,
e czek alapjan megéllapitjuk az inflexios és a szélséérték-pontokat,
e felvazoljuk a fliggvényt.
A felvazolasnal segitség a fiiggvény értékének meghatirozasa egy-két pontban, példdul ahol a ten-
gelyeket metszi, mar ha vannak ilyenek.
e Megallapitjuk az értékkészletet.

B 10x
X+l

4.7.1. Példa: Vizsgajuk meg a kovetkezo fiiggvényt: f (x) =5

Megoldas: D, = R, nézziik az aszimptotikus vizsgalatot:

lim (5— 10x j:s.
X—tw X _|_1

Tehat too-ben az y =5 vizszintes aszimptotank van. Fliggvényiink nem paros €s nem paratlan, am

f (x) —5 mar paratlan lenne, ami origora valo centralis szimmetriat jelentene.

()= 10(x2+1)—1(2)x(2x) =__10x2+10=10 x2_12=0, P
(xz +1) (x2 +1) (x2 +1)
o) =10 2x(x2+1)2—2(x2—1)(x2+1)2x :20x(3—x2)20,

(xz+1)4 (x2 +1)3
ha x=0 vagy ha x =++/3. Sorba rendezve a gyokoket és megvizsgalva f '(x) és f"(x) eldjelét,
kapjuk a kovetkez6 tablazatot:

(8] B (Bet) =1 [0 01 (145) | ()
() ul 'f?e N mE Al 'f?e ol | min oD 'f?e AL
f '(x) + + + |0 - |- - 10 + |+ +
f"(x) + 0 - |- - o+ |+ | + |0 -
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Az ébra pedig a kovetkezo:

PS
¥ £(x)=5-(10*x/(x"2+1))
f(x)=5

4.8. Egyéb alkalmazasok: fiiggvények érintkezése, Taylor-polinom

4.8.1. Definicié: Legyenek f(x) és g(x) az x=x, helyen és ennck egy kornyezetében (n+1)-

szer differencialhat6 fliggvények. A két fliggvény grafikonja az x, helyen n -edrendben érintkezik,

ha f(xo) = g(xo), f'(xo) = g'(xo),...,f(") (xo) = g(") (xo) , de f("”) (xo) # g("H) (xo).

Példaul az f(x) és g(x) az x=ux, helyen nulladrendben érintkeznek, ha a két grafikon

metszi egymast az x = x, helyen, de ott mar nincs kozos érintdjiikk. Ha az is lenne, akkor legalabb
elsdrendben érintkeznének. Masodrendben érintkezik az eldbb emlitett két fliggvény, amennyiben

f(xo)zg(xo),f'(xo)Zg'(xo),f"(xo)zg"(xo),de f"'(xo);tg"'(xo).

4.8.2. Definicié: Az f(x) fiiggvény x, helyhez tartozé simulé (vagy gorbiileti) kire egy olyan kor,

mely az adott fiiggvényt masodrendben érinti.

\/[H( rw) ]
f(x)

tartozo gorbiiletnek nevezziik és G -vel jeloljik.

4.8.3. Tétel: A simulod kor sugara » =

. Ennek reciprokat pedig az x, helyhez

4.8.4. A Taylor-polinom definicioja és személetes bevezetése: Tekintsiink egy f'(x) fiiggvényt,

mely az x = x, helyen és ennek egy kornyezetében (n +1)-szer differencialhat6. Olyan polinomot
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keresiink, mely az f (x) fiiggvénnyel (ami esetleg lehet ,,nehezebben kezelhet6”) n-edrendben
érintkezik az x, helyen. Ez lesz a keresett Taylor-polinomunk.

Jeloljiik a keresend6 polinomot 7, (x) -al. Mivel az x, gyoke a polinomnak, felirhatjuk,

hogy T, . (x)=a, +a (x—x,)+a,(x—x, )’ +..+a,(x-x,)". Felhasznalva, hogy

T, "(x)=a,+2a,(x—x,)+...+na, (x—x, )H,

Ty "(X) =24, +6a; (x—x, )+ ...+ n(n—1)a, (x—x, )n_2 ,

Ty, "(x)=6a,+..+n(n-1)(n-2)a,(x—x, )n_3 ,

Tf’n’x()(") (x)=nla,.
Behelyettesitve a fentiekbe az x = x, értéket, megkapjuk mindegyik a, egyiitthatot, igy a keresett

) f' X f" X f(n) ¥ .

Taylor-polinom: 7, , (x)= f(xo)+¥(x—x0)+¥(x—x0 )2 +...+%(x—xo) .

4.8.5. Definicio: Az x, =0 helyen felirt Taylor-polinomot Mac Laurin-polinomnak is nevezziik.

£O) L0 L 170

Eztehata T,,,(x)=/f(0)+ " 5 S x" polinom.
x X x"
4.8.6. Néhany példa Mac Laurin-polinomra: ¢* ~1 +F+5+...+—' (trividlis belatni, hiszen az

e" exponencialis fliggvény barmilyen rendii derivaltjaba nullat beirva 1-et kapunk).

Ebbél az x > —x helyettesitéssel kapjuk, hogy
2 -1 no_n

A ) )

1 2! n!

A kettdt 0sszeadva ¢€s 2-vel elosztva felirhatjuk, hogy

2 4 2k
X X

X
chx~1+—+—+..+ .
21 4| (2k)!

Kivonassal és 2-vel val6 osztassal felirhatjuk a shx fiiggvény Mac Laurin-polinomjat is:

e ~1-

X 3 xS x2k+1
shx x —+—+—+...+ .
I 3t sl 2k+1)!
Konnyt belatni (derivalassal), hogy
) X x3 xS (_l)k x2k+l ) xz x4 (_l)k ka
sinx® ———+——..+————, mig cosxrl-—+——.. +—F—
1 3t s (2k+1)! 2! 41 (2k)!
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5. Integralszamitas

5.1. Rovid attekintés

Az integralszamitas a statisztikdban, miiszaki tudomanyokban, kdzgazdasagtanban egyik leggyak-
rabban hasznalt matematikai eszkdz. Az el6z0 fejezetben targyalt differencialszamitas és a mostani-
ban bemutatasra keriilo integralszamitas szoros kapcsolatban allnak egymassal. Ennek a kapcsolat-
nak egyik bizonyitéka a Newrton—Leibniz-tétel, melynek segitségével a hatarozott integralt, legyen
az

kiszamitando teriilet,
sikgorbe hossza,
forgasfeliiletek felszine,
forgastest térfogata,
fémhuzal vagy palca tehetetlenségi nyomatéka, tomege és tomegkdzéppontja,
valtozo nagysagu er0 altal egy egyenes mentén végzett munka,
o folyadék altal a belemeriil6 lemez egyik oldalara kifejtett erd stb.
konnyl kiszamolni az integrandus primitiv fliggvényének segitségével, azaz a hatarozatlan integral-
lal. Epp ezért, a hatarozatlan integralokkal és a leggyakrabban hasznalt integralasi technikak bemu-

crer

s€hez, tulajdonsagaihoz igazabdl nincs sziikségilink a primitiv fliggvényekre.
5.2. Primitiv fiiggvények

5.2.1. Definicié: Az F(x) fuggvényt az f(x) fiiggvény primitiv fiiggvényének nevezzik az I
intervallumon, ha F'(x)= f(x) minden x €/ esetén. (Emiatt az F(x) kiszamolasat annak f'(x)

derivaltjabol antiderivalasnak is nevezzik.)

A primitiv fliggvények jelolésére altalaban nagybetiiket hasznalunk: F,G, H,..., mig a nekik
megfeleld fliggvényeket (az el6bb emlitettek derivaltjait) f, g, A,...-val jeloljik.

2

5.2.2. Példa: Az f(x)=3x fliggvénynek az F(x) :%+10 primitiv fliggvénye, mert F'(x)=7(x)

minden x € R esetén. Szamtalan esetben / # R, tigyhogy ezutan mindig egy alkalmasan valasz-
3x?
21000
elébbi f (x) fliggvénynek, mert barmilyen konstans derivaltja 0.

tott / intervallum folétt szimolunk. Ugyanigy, az F(x)=

is primitiv fliggvénye az

5.2.3. Definicié: Az f(x) fiiggvény primitiv fiiggvényeinek sszességét az f'(x) fliggvény hatd-

rozatlan integraljanak nevezzik. Jelolése: | f (x)dx .

Egy fiiggvény primitiv fiiggvényei csak konstansban kiilonbozhetnek, azaz igaz a kdvetkezd
tétel:

5.2.4. Tétel: Ha F'(x)=G'(x)=f(x), akkor F(x)=G(x)+c,ahol ¢ egy konstans.
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Bizonyitas (indirekt): Tegyiik fel, hogy a H (x) =F (x) - G(x) fiiggvény nem konstans. Ekkor van

olyan x, és x,, hogy H (xl ) =H (x2). De akkor a Lagrange-kozépértéktétel alapjan van olyan x,
H(x,)—H (x)

és x, kozé es6 x,, amelyre H '(xo) =
X, =X
2 1

#0.Ezellentmond a H '(x) =0 feltételnek.

Ha tehat F(x) az f(x) egyik primitiv fiiggvénye, akkor ff(x)dsz(x)+c, ahol ¢ az

osszes konstans halmazat jeloli. Az f (x) fliggvényt integrandusnak is szoktuk nevezni.

5.3. Integralasi technikak

A definiciobol kovetkezik azonnal, hogy

j[f(x)ig(x)]dxzjf(x)dxifg(x)dx s [of (x)dx=c[ f(x)dx,

ahol ¢ tetszdleges konstans.

5.3.1. Elemi fiiggvények hatarozatlan integralja:

fliggvén ¥ )dx Feltételek
S fuggvény If
y:() c -
y=1 x+c XeR
— r+l R R— 1
y=x e xeR, reR-{l},
r+l1
y:l ln|x|+c x#0
X
y:ax X
lna+c xeR,aeR,a>0,
a#l
speci. y=¢e" e +c XeR
y=sinx —cosx+c XeER
Yy =Cosx sinx+c xeR
1 T
:coszx tgx +c xX#—+kn
1
~sin’x —cigx+c x#kn
1
y= — 2 arcsin x + ¢ |x|<1
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1
r= 2 +1 ar shx+c YeR
1
:1+x2 arctgx +c CeR
1
y= 3
1—x arthx+c,ha|x|<1 ' o
ar cthx +c, ha | x| >1 intervallumfiiggd
y =shx chx+c YR
y=chx shx+c YeR
1
y_Chzx thx+c YeR
1
’- sh’x —cthx+c¢ %0

5.3.2. Elemi integralasi szabalyok: differencialhato ¢ fiiggvényre igazak a kdvetkezok:

I%j))dx:ln\w(ﬂ\“ (#(x)0).
((D(X))r-%—l

J(¢(x))r (0'(X)dx =T+c, ahol r e R—{l} ,

jsin[(p(x)]-(p'(x)dx =—cosp(x)+c,

jcos[(p(x)](p'(x)dx:sin(p(x)+c,
! "(x)dx = arct x)|+c.
IW ¢'(x)d gl o(x)]

Folytathatnank még, tulajdonképpen az 5.3.1.-beli tdbldzat minden képletét konnyen atirhatnank,
figyelembe véve a kovetkezot:

5.3.3. Tétel (Helyettesitéses integralias modszere 1.): Ha ¢(x) differencialhaté fliggvény, mely-

nek értékkészlete az [ intervallum, és ezen az intervallumon az f fiiggvény folytonos, és

[ f(u)du=F (u)+c, akkor [ f(¢(x))-@'(x)dx=F(p(x))+c.

5.3.4. Tétel (Helyettesitéses integralas modszere II.): Ha u = g(x), ahol g differencidlhato

fliggvény, amelynek értékkészlete az I intervallum, €s ezen az [ intervallumon az f folytonos,

akkor If(g(x))g‘(x)dt =]/ (u)du.
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5.3.5. Megjegyzések:
e Az 5.3.3. tétel szerint ahhoz, hogy az f ((p(x)) Osszetett fliggvényt az F ((o(x)) segitségé-

vel integralhassuk, szorzotényezdként szerepelnie kell az integrandusban (a szdmlaloban) a
@'(x) -nek is.
e A két tétel tulajdonképpen ugyanazt mondja ki azzal a kis kiilonbséggel, hogy mig az 5.3.4.

tételben konkrétan ki is cseréljiik a valtozot, addig az 5.3.3. tételben mindezt csak fejben

tesszlik meg, maradvan a régi x valtozonknal.

o Az 5.3.4. tételben megtorténik az u = g (x) valtozocsere, ami a du = g'(x)dx egyenldséget
vonja maga utén, azaz az 5.3.3. tétel jeldléseivel du=g'(x)dx. Ott tehat azért kellett még
kiilon szorzotényezéként a ¢'(x), hogy meglegyen a du .

e Amennyiben integralaskor 0j valtozot vezetiink be, azt a feladat végéig ki is kell iktatnunk,

visszatérve az eredeti x -hez.

Az 5.3.3. tétel bizonyitdsa: ez a tétel tulajdonképpen a lancszabaly megfeleldje, amit abbdl is 1a-
tunk, hogy bizonyitasakor csak az dsszetett fliggvények derivaltjara lesz sziikségiink. Roviden, de-
rivalva a konkluzioban talalhato jobb oldalt, azonnal kapjuk, hogy

[F(o(x)) +¢] =(F(0(x))) = F(0(2)0'(x)= £ (0(x)) -0'(x).

ami nem mas, mint az integrandus, tehat a tételt egy lancszaballyal és a feltétel felhasznalasaval be
is bizonyitottuk.

5.3.6. Példa: Hatarozzuk meg az | f (ax+b)dx integralt, ha [ f(x)dx=F(x)+c.

Megoldas: Az elobbiek ismeretében mar konnyli dolgunk van. Ahhoz, hogy a helyettesités mddsze-
rét alkalmazhassuk, sziikségiink van az integrandus fliggvényben szorzétényezdként az (ax+b)

derivéltjara, ami jelen esetben egy konstans. Ez igencsak megkonnyiti a dolgunkat, mert az
integrandust szorozva, mig az integralon kiviil osztva vele semmi sem valtozik, &m integralhatjuk
az eldz6 tétel szerint a fliggvényt. Kapjuk, hogy

jf(ax+b)dx=éjf(ax+b)-adx=éff(ax+b)-(ax+b)vdx=éF(ax+b)+c.

5.3.7. Megjegyzés: A konstanssal valo beliil és kiviil szorzast x fiiggvényével mar nem tehetjiik
meg, ami igencsak megneheziti a dolgunkat. Ezért sziikségilink lesz ujabb és tjabb triikkkokre, tech-
nikakra a hatarozott integral kiszdmitasahoz. Lassunk eldtte azonban még néhany példat, melyek az
eddigi informacidink ismeretében mar konnyen kiszamithatok:

5.3.8. Néhany egyszeriibb példa hatarozatlan integral szamitashoz:
5 3
1 X (x* =1)dx =[(x* = x* x:x——x—+c,
)R e =[x - e =

-1

2) j%dx=jx72dx:x—+c:—l+c,
x -1 X
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1

3 2 3
3) IMCZ —f{x 2—x +x}d =x——1n|x|+%+c,
2

4 sz;_xz_6dx=f(x_)2€)_(x+3)dx=f(

5) f —4dx+7 I(x—z) —4+7

2
x+3)dx=%+3x+c,

2
dx=f((x—2)+ 32jdx=%—2x+3ln|x—2|+c,

x—
3

x2 (x+l)
? 4
2 3

X —

6) (2x+3J§+JxT)dx 43

4
3

+cC.

5.3.9. Példak ,,valtozocsere nélkiili” helyettesitésre (azaz az 5.3.3. tétel alkalmazasara):

2x+5
R AN YRR J C A ) v+3) =2 Inf2x+5[+c,
2x+5 2 2x+5 2 2x+5 2

itt az utolsonal hasznalnunk kellett a helyettesités modszerét, azaz az integrandusban, fent a szamla-
loban szoroztunk 2-vel, majd az integralon kiviil osztottunk is vele (hogy ne valtoztassuk meg a
feladatunkat), hiszen sziikségiink volt a (2x+5) derivaltjara,

'

(8+sin3x)

cos3x 1. 3cos3x x:%ln|8+sin3x|+c,

2) [ = [T

1
8 +sin3x 37 8+sin3x g & +sin3x

3) jx\/l—xzdxz—%j(—2x)«/1_x2d =—%I(l—xz)'(l—xz);dxz—%(l_i ) te.
2
4) j%dx [(cosx)(sinx) 2 = [(sinx)' (sinx)_%dx: (sinlx)z +c.
2

Csak abban az esetben érdemes helyettesitést végezni, amennyiben a feladatot ezzel 1ényegesen
leegyszersitettiik.

5.3.10. Példak ,,valtozécserés” helyettesitésre (azaz az 5.3.4. tétel alkalmazasara):

u=1+sinx

1 1+sinx)’ cos xdx =
) j( x) e (a’u:cosxdx

6
szusdu :%+c=é(l+sinx)6+c,

u=x"+2x+5

2) J(4x’ +2)ch(x" +2x+5)dx = o= (' 2) s

J—jchudu :shu+c=sh(x4+2x+5)+c

Majd lassunk két olyat, ahol kimondottan jol jarunk a valtozocserével:
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3) Amennyiben jR(e",e“,...)dx tipust integralunk van, ahol R egy raciondlis tortfligg-

N x=Inu
vény, akkor az v helyettesitést alkalmazzuk, azaz 1 . Példaul
du =e'dx dx =—du
u

akkor az u = helyettesnest alkalmazzuk, példaul
cx+d
u>—4
=V6x+4, x= 2
2x 6 u —41u
[ ——dx= =] ——du=
J6x+4 u 3 u3

dx=—du
3

—46x+4 |+c.

1
=§j(u2 —4)du =5 ?—4u

IR

A legtobb esethez nem elegendd az eddigieket tudni, sziikségiink lehet a kdvetkezé modszerre.

5.3.11. Parcialis integralas modszere: A logaritmusokat, a trigonometrikus fiiggvényeket és inver-
zeiket exponencialis fiiggvényeket tartalmazé fiiggvények sok esetben csak a parcialis integralés
modszerével vagy ennek a mdodszernek tobbszori egymas utani alkalmazasaval integralhatok. Maga
formula nagyon egyszert, a szorzatfiiggvény derivaltjabol kovetkezik.

'

(f(x)-g(x)) = f"'(x)-g(x)+ f(x)-g'(x), ahonnan kifejezve f(x)-g'(x)-t kapjuk, hogy
f(x) g '(x) = (f(x) . g(x))' —f'(x) . g(x) , majd mindkét oldalt tagonként kiintegralva

[£(x)-g'(x)dx=f(x)g(x)=[f"(x) g(x)dx| (parcidlis integralds képlete).

A parcialis integralasnal nagyon fontos a ,,szereposztas”, azaz melyik fliiggvény jatssza az f (x) és
melyik a g'(x) szerepét. Hibas szereposztassal az integralt nem tudjuk kiszdmolni, inkdbb bonyo-

lultabb integralokhoz jutunk. Ezért érdemes megjegyezni, hogy parcidlisan integralunk, amennyi-
ben:
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e az integrandus polinom- €és exponencidlis vagy trigonometrikus, esetleg hiperbolikus fiigg-
vény szorzata (ekkor a polinomfiliggvény jatssza az f (x) szerepét;

e az integrandus polinom- és logaritmusfiiggvény szorzata, vagy polinom- és trigonometrikus
fiiggvény inverzének (arkuszfiiggvénynek) a szorzata, esetleg polinom- és hiperbolikus
fiiggvény inverzének (areafiiggvénynek) a szorzata (ekkor a polinomfliggvény jatssza a

g'(x) szerepét;
e az integrandus exponencialis €s trigonometrikus fliggvény szorzata (ekkor igazdbol mindegy
a szereposztas, csak kovetkezetesen kell csindlni, mert az ilyen feladatoknal egymds utan

kétszer kell parcialisan integralni, és ha nem vagyunk kovetkezetesek, sok szamolas utan
visszajutunk az eredeti integralunkhoz.

5.3.12. Példak parcialis integralasra:

[Inxdx =[(1)-In xdx =[(x)" In xdx lenx—jxldx:xlnx—x+c:x(lnx—1)+c
x

3 31 3 2 x3 3

3
[x* Inxdx = [ X lnxdx=x—1nx—jx—-—dx=x—lnx—jx—dx=—lnx—x—+c
3 3 3 x 3 3 3 9

arctgxdx =[(x)" arctegxdx =xarctex — x;dx:xarct x—l 2—xdx:xarct x—lln l1+x)+c
§4 §<4 §<4 172 §<4 e 8. >
+X +X

[arccos = dx =[(x)" arccos  dx =xarccos — — jx_—lzldx =
3 3 1—[xj 3
3
— 2\ 2
=xarccos£+lfx;dx=xarccos——2-lj(ﬁj S =
[~ 23 9 9
9

5.3.13. Racionalis tortfiiggvények integralasa: barmelyik alapesetben, amennyiben a szamlalo
fokszama nagyobb vagy egyenld a nevezd fokszdmanal, a legelején mindig maradékosan osztunk.
(1d. pl. az 5.3.8. feladatsor 5) feladatat, vagy az 5.3.10. feladatsor 3) péld4jat a valtozdcsere utan).
Tehat igazabol elég azt tekinteni, amikor a nevezd foka nagyobb a szamlaloénal.

Egyszerli alapesetek:

dx = éln |ax + b| + ¢ a helyes megoldas,
ax+b a

1) ha a nevezd elséfoku, ekkor az |

A 1-n
2 dx = ax+b) +c,han=#l,
) ,[(ax+b)n a(l—}’l)( )
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3) konstans szamlaldé és masodfoku nevezd esetén, amennyiben a nevezd diszkrimindnsa

b* —4ac <0 akovetkezd a teendd: visszavezetjiik az |

o du = arctgu + ¢ integralra,

4) amennyiben a masodfokti nevezénk diszkriminansa b* —4ac =0, akkor a 2) esetre vezet-
jiik vissza integralunkat,

5) ha b*> —4ac >0, akkor vagy | !

u’—1

du alakra hozzuk, vagy parcialis tortekre bontjuk az

integrandust,

6) Amennyiben els6foku a szamlalo, visszavezetjiik a feladatot két integral 0sszegére, amit
az eddigiekkel kdnnyen ki tudunk szdmolni, éspedig:

2aB
Ax+ B A 2ax+b+7—b
———dx=—] 5 dx ,
ax” +bx+c 2a ax” +bx+c
et N P (x) " . ,
7) Altalanos esetben, ha az integralunk | Wx, ahol a k£ és n indexek a polinomok foksza-
> (x

mait jelzik, a kovetkezoket mondhatjuk el:
e ha k >n, akkor elsé 1épés egy maradékos polinom osztas, mely szerint

P (x R
d ):Qk_n+ L, ahol I<n,
P, (x) £, (%)
e ha k<n, akkor a nevezdt szorzattd alakitjuk, majd az integrandust parcialis tortekre bont-
juk. Amennyiben a nevezdnek csak egyszeres valos gyokei vannak, és ezeket x,,...,x, jeloli,

felirhatjuk, hogy
F (%)

A A
dx = 4. " dx.
I(x—xl)...(x—xn) I[)C—)cl-|_ +x—xnjd

Ha a nevezdnek tobbszords valos gyoke van, felirhatjuk, hogy

j—dP"(x)nxzj[ Aoy A A jdx,

(X—xo) X=Xy (x_xo)2 (x—x,)"

ha pedig van fel nem bonthaté masodfoku faktor a nevezdben, akkor

j Pk(x) de:

(x—xl)p(x—xz)' (ax2+bx+c)

A4 4, B, B, Cx+D, Cx+D,

= +.t + .t —+— +.t — (dx.
x—X (x=x)" x-x (x—x,) ax"+bx+c (ax2+bx+c)

5.3.14. Példak racionalis tortfiiggvény integralasara:

1) Szamitsuk ki az | ;dx hatdrozatlan integralt.

X +6x+25

Megoldas: Tekintve, hogy nincs a nevezének valds gyoke, nem lehet szorzatta alakitani.
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A 3) alapesetiink van, igy

1 dx = ! dx = 1 dx=ji-;dx:

S e I(x+3)2—9+25 j(x+3)2+16 16 (x+3)2
+1

1
:lj%dx:larctg x+3 +c
47 (x+3 4 4

+1
4

2) Szamitsuk ki az j—dx hatdrozatlan integralt.
x*+6x+5

Megoldas: Tekintve, hogy van a nevezdnek valds gyoke, parcialis tortekre bonthato:

1 1

Ix2+6x+5 x:I(x+1)(x+5)dx:
1 __4 B :>A(x+5)+B(x+1)=(A+B)x+5A+B: 1 N
(x+1)(x+5) x+1 x+5 (x+1)(x+5) (x+1)(x+5)  (x+1)(x+5)

A+B=0 54+B=1

x+1
x+5

1 1.1 1 1
= ——dr—— —d =1 1——1 Sl4c=—1
'[(x+l)(x+5) x 4'[x+1 j x n|x+1|—=In|x+5|+c 4

+c.

5.4. Hatarozott integral

Az integralszamitas alapdtlete az, hogy sok mennyiséget hatékonyan kiszamithatunk gy, hogy kis
részekre bontjuk, majd 6sszegziink. Természetesen felvetddik az a kérdés, hogy mi torténik, ha egy-
re jobban finomitjuk a felosztast, azaz egyre tobb tagbol 4llo osszegekkel szamolunk, sét, mi van
akkor, ha a az 6sszeadandok szama a végtelenhez tart. A valasz egyszerl: ekkor kapjuk meg a hata-
rozott integral értékét. A véges kozelitések hatarértékének elméletét Bernhard Riemann német ma-
tematikusnak koszonhetjiik.

Tekintsiink az [a,b] zart intervallumon egy tetszoleges f korlatos fiiggvényt ( f -nek
ezt a tulajdonsagat tobbet nem emlitjiik, magatol értetodonek tekintjiik).

Osszuk fel az [a,b] intervallumot nem feltétleniil egyenlé hosszisagu részintervallumokra,
legyenek az osztopontok novekvd sorrendben a kdvetkezok (most az a -t és a b -t is ezek kozé so-
roljuk): a=x, <x, <x,<..<x,, <x, =b. Az osztopontok halmazat P ={x,,x,,..., x,} felosz-

tasnak nevezzik, a P felosztas normdja pedig nem mas, mint a leghosszabb részintervallum hosz-

nl’

sza. Jelolése:
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1

5.4.1. Definicié: A ¥ f (&)(x;—x._,) Osszeget, ahol x,, <& <x, tetszbleges kozbiilsé értekek,
inl

integral kozelitd osszegnek vagy az f fiiggvény [a,b] intervallumra vonatkozo Riemann-

osszegének nevezziik. Sok ilyen 6sszeg van, attél fliggden, hogyan valasztjuk ki a felosztast és az
[x,_,,x,] részintervallumok kozbiilsé & pontjait.

5.4.2. Definicio: Az s, :imi(xi —x,,) Osszeget, ahol m, = inf | f(x), azaz az [ fiiggvény
i=1

xe[xi,l X

[xif1 ,xi] intervallum f616tti legnagyobb also6 korlatjat jeloli, also kozelité osszegnek nevezziik.

Grafikusan:

()

[N
*

a o b b
5.4.3. Definicié: Az S, = iji(xi —x,,) Osszeget, ahol M, = sup f(x), azaz az [ fliggvény

i=1

xe[x;_1,%]

[xH ,xi] intervallum fol6tti legkisebb felsd korlatjat jeloli, felsé kozelito 6sszegnek nevezziik.

Grafikusan:

T}

3

a el b

5.4.4. Definicié: Az [ fiiggvény [a,b] intervallumon vett hatdrozott integrdlja nem mas, mint a

n

> f (fl)(xl —xi_l) Riemann-0sszegek hatarértéke, amikor a felosztas normajaval nulldhoz tartunk
i=1
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b n
(végtelen részintervallumunk van). Jelolése: [ f(x)dx = lim Y (& )(x, —x,._,), kimondani pedig

P[0 ;5

ugy kell, hogy ,,integral a-tol b-ig f (x) dé x” vagy ,, f x szerinti integralja a-tol b-ig”.

ra
LI

—1.0 —0.5 Estimated Area = 4.845699) 1.5
Actual Area = 4.85098

A fenti abra nem mads, mint az  f (x) =3x"—x" fiiggvény —1 és 1,9 kdzétt vett, 29 részinterval-

lummal (téglalappal) felirt Riemann-6sszeg geometriai interpretacidja, melyben a kozbiilsé &, érté-

kek a megfeleld intervallumok felezdpontjai. A 29 tagh Osszeg 4,84699, mig a teriilet maga

4,85098.

5.4.5. Lemma: Ha az [a,b] intervallum egy meglévo felosztasahoz 0j osztopontokat vesziink (azaz

a felosztast finomitjuk), akkor az also kozelité 6sszeg monoton né (nem csokken).

5.4.6. Lemma: Ha az [a,b] intervallum egy meglévo felosztasahoz 1 osztépontokat vesziink, ak-

kor a fels6 kozelité 6sszeg monoton csokken (nem nd).

5.4.7. Lemma: Nincs olyan als¢ kozelité osszeg, amelyik nagyobb lenne, mint egy felsé kozelitd
Osszeg, azaz tetszOleges m és n esetén s, < S .

5.4.8. Kovetkezmény: sups, <inf S .

Két eset lehetséges tehat: vagy sups, <inf S, , vagy sups, =inf §, .
Az els6 esetben, azaz ha sups, <inf S ,az f fiiggvény nem integralhato az [a,b] interval-

lumon. A mésodik esetben, azaz ha sups, =inf S , az f fliggvény integralhat6 az [a,b] interval-

b
lumon és ekkor a hatdrozott integral | f (x)dx =sups, =inf S, . (Akar igy is bevezethet a hatéro-

zott integral fogalma.)
Tehat barmely felosztashoz hozzarendelt Riemann-0sszeg nem lehet nagyobb a felsé kozeli-
t0 0sszegnél, és nem lehet kisebb az also kozelitd 6sszegnél.
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5.4.9. Példak:
e akonstans fliggvény az [a,b] intervallumon integralhato,

Lhaxe [O,l]ﬂQ

Diviehlet fiiooné
0.haxe [01]NR-Q —° fuggveny

e a [0,1] intervallumon értelmezett d(x):{

nem integralhatd az értelmezési tartomanyan.
5.5. A hatarozott integral rovid geometriai interpretacioja

A hatérozott integral geometriai szemléltetése fontos eljards, mert megkonnyiti az integralok tulaj-
donsagainak felismerését, némely esetekben akar igazolasat is. A definiciobol adodik, hogy egy

nem negativ értékii folytonos f fliggvény [a,b] intervallumon vett hatarozott integralja tulajdon-
képpen az f grafikonja, az x-tengely, az x =a és x = b egyenesek altal kozrezart teriiletrészt jelen-
ti, réviden, az f grafikonja alatti teriiletet jelenti. Ugy is mondjuk még, hogy az ,,a és b kozott az
f grafikonja altal meghatarozott gorbe vonalu trapéz teriiletét” méri.

Amennyiben a fliggvénylink negativ, a hatirozott integral egyenld az f grafikonja, az x-

tengely, az x =a és x =b egyenesek altal kozrezart teriilet ellentettjével. Ezek szerint a hatarozott
integral valojaban eldjeles teriiletet jelent.
Ha fiiggvénylink (mint a legtobb esetben) akar tobbszor is belemetsz az x-tengelybe, tehat

[a,b] intervallumbeli x -ekre pozitiv és negativ értékeket egyarant felvesz, akkor més a helyzet.

Ilyenkor az f fiiggvény [a,b] intervallumon vett hatarozott integraljat akkor kapjuk meg, ha 6sz-

szeadjuk az x-tengely feletti teriiletrészeket (azaz a pozitiv értékl grafikonrészek és az x-tengely
kozotti terlileteket) az x-tengely alatti teriiletrészek ellentettjeivel (azaz a negativ értékii gratikonré-
szek és az x-tengely kozotti teriiletek ellentettjeivel).
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5.6. A hatarozott integrallal kapcsolatos legfontosabb tételek

5.6.1. Tétel: Az [a,b] intervallumon folytonos fiiggvénynek létezik hatarozott integralja (az emli-

tett [a,b] intervallumon).

5.6.2. Tétel: Az [a,b] intervallumon monoton és korlditos f fiiggvénynek létezik hatarozott integ-

ralja (azaz integralhat6 az [a,b] intervallumon).

5.6.3. Tétel: A kovetkezd szabalyok érvényesek integralhato fliggvényekre:

o nulla hossziisagu intervallumon az integrdl nulla, azaz [ f (x)dx =0,

. ch-f(x)dx :c-lff(x)dx , barmely ¢ konstans esetén,

o osszeg (kiilonbség) integralja egyenl6 az integralok dsszegével (kiilonbségével), azaz
b

fl:f(x)ig(x)]dx=if(x)dxiig(x)dx,

a

e additivitds az integrdldsi intervallumra, azaz ha az f fiiggvény integralhatok az [a,b] és

[b,c] intervallumokon, akkor integralhaté az [a,c| intervallumon is, és
f(x)dx+{f(x)dx:ff(x)dx,

e domindcio, azaz ha az [a,b] intervallumon f(x) > g(x), akkor ]ff(x)dx le)g(x)dx, va-

[ —

lamint ha f(x) >0 az [a,b] intervallumon, akkor az lff(x)dx >0.

a

5.7. Az analizis alaptétele

Ebben a részben csupan egyetlen tételrdl esik szo, ez nem mas, mint a Newton—Leibniz-tétel, az
integralszamitas legfontosabb tétele, az analizis alaptétele, ami valosagos forradalmat inditott el a
matematikaban ¢€s ezzel egyidében az alkalmazasi teriileteken is. Ez az a tételiink, mely egybekap-
csolja a differencidlszamitdst az integralszamitdssal, lehetéséget adva arra, hogy ne a definicio se-
gitségével, hanem sokkal egyszerlibb technikakkal szdmoljunk ki hatdrozott integralokat. A hataro-
zott integralok alkalmazasabol a kovetkez0 fejezet ad majd izelitot.

5.7.1. Newton-Leibniz-tétel: Ha az f fiiggvény folytonos az [a,b] intervallumon és F az f
primitiv fliggvénye az [a,b]-n, akkor Iff(x)dx:F(b)—F(a). Az F(b)-F(a) kildnbséget

szoktuk még [F (x)]l; -vel is jeldlni, mintegy jelezve, hogy az F(x) fiiggvénybe el6szor b -t, majd

a -t helyettesitiink be €s a kettét ebben a sorrendben kivonjuk egymasbdl. (Sir Isaac Newton (1643—
1727), Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716).)
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Bizonyitas: A tétel allitasanal tobbet is bizonyitunk, nevezetesen azt, hogy az I, (x) = f f (t)dt ugy-

nevezett integralfiiggveny x-szerint (azaz a felsO hatar szerint) differencialhatéd €s derivaltja éppen
az integrandus f (x) fliggvény.

x+h X x+h
d I, (x+h)-1,(x) | f(e)de=[ f(2)di I /(t)ar

—1,(x)=lim-* =lim-* =lim—=
dx h—0 h h—0 h h>0 h

b
Mivel [ f(x)dx =sups, =inf S, (az 5.4.8 kévetkezmény miatt), felirhatjuk, hogy:
’ x+h
[ f(r)dt

min f(t)SXTS max]f(t).

te[x,x+h] te[x,x+h

h— 0 esetén az f fliggvény folytonossaga miatt kapjuk, hogy

: . . . d 3
lim uin, f (1) =lim max, f(¢)=/(x), ezért ol (x)=f(x).
Tehat 1, (x) az f (x) egyik primitiv fiiggvénye, mégpedig az, amelyik az a helyen zérus, mivel
I,(a)={f(t)dt =0 (az 5.6.3. tételt hasznaltuk).

Felhasznalva, hogy a primitiv fiiggvények csak konstansban kiilonbozhetnek, legyen F (x)
egy tetszOleges primitiv fiiggvénye f(x)-nek, ekkor I, (x)=F(x)—F(a). Kovetkezésképpen

(£ (x)ds=1,(8)=F ()~ F(a).

5.8. Improprius integral

A hatérozott integral definicidja sordn egyrészt feltételeztiik, hogy az integracios tartomany egy
véges [a,b] intervallum, masrészt, hogy az integrandus ezen az intervallum korlatos fiiggvény.

Most azokra az esetekre tériink ra, ahol ezen a feltételek valamelyike nem teljesiil. Improprius in-
tegralunk van, amennyiben:

5.8.1. Definicié (az intervallum, melyen integralunk, nem véges): A végtelen hataru integral
0 b 0

lehet | f(x)dx, vagy [ f(x)dx alaka, de akar | f(x)dx alaku is. Ekkor a kdvetkez8kképpen

Jjérunk el:

. ijjf(x)dx:limaff(x)dx,

00
aw—> a

. ]ff(x x:a}ir?wlff(x)dx,
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. Ojof(x)dx= ]1 f(x)dx+off(x)dx, esetleg Tf(x)dx:wli)r[ljf(x)dx, ahol @ és n egy-

n—o

mastol fliggetleniil tartanak —oo -hez, illetve o -hez.

5.8.2. Definici6 (nem korlatos integrandus): Elsé ranézésre nem is latszik, hogy az integral
improprius. Ebben az esetben az f filiggvény nem korlatos az [a,b] intervallumon. Az integral

b
j f (x) dx alakq, akar egy hatdrozott integral. Amennyiben a fiiggvény az a -ban nem korlatos, az

improprius integral kiszamitasa az j f ( ) x = lim j f ( )dx formuléaval torténik, mig ha a fligg-

a 0" gig

vény b -ben nem korlatos, akkor I f ( ) X = hm j f ( )dx a hasznalando képlet.

5.8.3. Definicio: Amennyiben az improprius integral véges szam, azt mondjuk, hogy konvergens,
mig ellenkezd esetben divergensnek nevezziik.

[\S]

dx

5=

MegoldéS' az integrandus 2 -ben nem korlatos, igy improprius integralunk van. Felirhatjuk, hogy

i | m[ ]

5.8.4. Példa: Szamitsuk ki az | integralt.

5.9. Az integralszamitas alkalmazasai

5.9.1. Teriiletszamitas: Ha f (x)ZO az xe[a,b] intervallumon értelmezett integralhatod fligg-

vény, akkor a fliggvénygdrbe alatti teriilet:
b
T=]f(x)x.

A gorbe vonalu trapéz teriiletébdl kiindulva kiilonféle sikidomok teriiletét tudjuk hatarozott integ-
rallal kiszamitani, példaul két, 1 (x) < g(x) fiiggvény kozotti sikidom teriiletét az a és b kozott:

r =il (x)- s (x)av.

. x=x(t) ) f dx(t)
Ha a gorbe , t, <t<t,, paraméteres alakban adott, akkor 7 = | y(t)7dt. A szektor-

y=y(1) ’
teriiletet a 7' = %tf v (t)de(:) -X (t)dyT(tt) t képlettel hatarozzuk meg.
h

Ha a gorbe r :r(go), @, <@ < @, polarkoordinatas alakban adott, akkor a szektorteriilet

1(/7
=5i *(p)o.
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5.9.2. ivhossz: Attol fiiggden, hogy az f (x) >0 integralhato fiiggvényiink Descartes-koordinatakkal,

paraméteresen vagy polarkoordinatakkal van megadva, a kovetkezd képletekkel felirhatjuk az iv-
hosszt:

5.9.3. Forgastest térfogata: Attol fliggéen, hogy az f (x) >0 integralhat6 fliggvénylink Descartes-

koordinatdkkal vagy paraméteresen van megadva, a fliggvénygorbe x-tengely koriili forgatasaval
keletkezo test térfogata:

V= ﬁ]ffz (x)dx , illetve

V= 7[? y? (t) d);(tt)

Amennyiben az y -tengely koriili forgastest térfogatat szamoljuk, fiiggvény invertdlasra van sziik-
ség, utdna mar hasznalhat6 a fenti képletek barmelyike.

5.9.4. Forgastest felszine: Ha a fiiggvény Descartes-koordindtdkkal van megadva, az x-tengely
kortli forgatassal keletkezo test felszine az

FzZﬂif(x) 1+(f'(x))2dx.

Amennyiben paraméteresen megadott fliggvényiink van, az

2 2
F=2x] y(t)\/{dx(t)j +£dy (t)j dt képletet hasznaljuk.

dt dt
5.9.5. Siklap sulypontjanak koordinatiai: Ha egy egyenletes tomegeloszlasu siklemezt az x-

tengely, az f (x) > 0 fliggvény gorbéje és az x =a, valamint az x =b fliggdleges egyenesek hata-

rolnak, akkor a lemez sulypontjanak koordinatait a kovetkezd képletekkel szamithatjuk ki:
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xf(x)dx

, valamint az

f(x)dx

=
A
Il
QA —_ R

5.9.6. Példa: Szamitsuk ki az f (x) = x* fliggvény, az x-tengely, valamint az x =0 és x=1 egye-
nesek altal hatarolt egyenletes tomegeloszlasu siklemez sulypontjanak koordinatait.

1 1 37
Megoldas: Elészor kiszamoljuk a két koordinata nevezdjét, azaz | f (x)dx = [x’dx = {%} = ; .
0 0 0

1 1 a7
Az x, koordinita szamlaloja [xf (x)dx =] x%lxz{%} :i, mig az y, koordinata szamlaldja
0 0 0

1
1, 1L, 1| x° 1 , , 33
— xX)dx=—[x"dx=—| —| =—. Ezért a keresett sulypont | —,— |.

2/ (k=] 2{51} 10 P (4 10)

5.9.7. Példa: Hallgassuk meg, mirdl is szoltak az eddigi fejezeteink (elemi angoltudés sziikséges
hozza).
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6. Vektorok

6.1. Linearis tér (vektortér)

6.1.1. Definicié: Azonos hosszlisagu, azonos allasu, azonos iranyitast irdnyitott szakaszok halma-
zat vektornak nevezziik. A vektorokat u,,u,,...,u,,v,,V,,...,v,,a,b,c,...-vel jeloljiik, de természete-
sen a kozépiskolaban hasznalt \71 ,\72 ,...,E,;,B,E,... jelolések is jok, az 6sszes vektor halmazat pedig
V -vel. A tovabbiakban feltételezziik, hogy ismertek a vektormiiveletek (dsszeadas, kivonds és vek-
torok skalarral, azaz szammal valo szorzdsa), valamint a vektor hosszanak fogalma ¢és annak ki-
szamitasi modja.

6.1.2. Megjegyzés: A geometridban definidltuk az u és v vektorok skaldaris szorzatat, mely nem
mas, mint u-v = |g|-|\_/|-cosa , ahol 0 <o <7 nem mas, mint a két vektor altal bezart szog. Ebbol

azonnal kovetkezik, hogy a skalaris szorzat nem vektor, hanem skalar és hogy két vektor pontosan
akkor merdleges egymasra (azaz ortogondlisak), ha skalaris szorzatunk nulla. A skalaris szorzas
kommutativ, azaz u-v=v-u barmely u és v vektorokra €s disztributiv az 6sszeadasra nézve, azaz

minden u,v és w vektorokra (u+y)-w=u-w+vy-w all fenn.

6.1.3. A vektormiiveletek tulajdonsagai:
1) Osszeadas:

e Vektorok 6sszege vektor, azaz Vu,veV u+vel (azaz az O6sszeadas belso miivelet),
e az Osszeadas kommutativ, azaz u+v=u+v, Vu,velV

o az dsszeadas asszociativ, azaz (u+v)+w=u+(v+w), Yu,y,wel,

e van zérusvektor, azaz 30V 0gy, hogy u+0=u, Yuel,

e minden vektornak van ellentettje, azaz Yu €V Ei(—g ) eV 1ugy, hogy u+ (—g ) =0.

2) Skalarral (valos szammal) valo szorzas (itt nem mindig tessziik ki a ,,szorzas” jelet):

o Skalar és vektor szorzata vektor, azaz YueV VYaeR aquel
e (afp)u=a(pu) Va,feR, YueV ,
e dleR Ggy,hogy l-u=u Vuel.

3) Disztributivitas, azaz

. (a+ﬂ)-g=a-t_¢+ﬁ-g, Va,feR, Yuel,

. a-(g+y =a-u+a-v, YVaeR, Vu,vel .

6.1.4. Definicié: R-feletti linedris térnek vagy vektortérnek neveziink minden olyan halmazt, amely
rendelkezik a fenti tulajdonsagokkal.
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6.1.5. Példak vektorterekre:

1. alegfeljebb n-edfoku polinomok tere a valds szdmhalmaz felett, a polinomok &sszeada-
saval és valos szammal (skaldrral) valo szorzasaval,

2. a folytonos fliggvények tere az R felett, a fliggvények Osszeadasaval és valos szdmmal
torténd szorzasaval.

6.1.6. Definicio: A v,,v,,...,v, vektorok linedris kombindcidja az a,v,+a,v, +...+a,v, vektor,

ahol o, e R.

6.1.7. Definicié: A v,,v,,...,v, vektorok linedrisan fiiggetlenek, ha az v, +a,v, +...+a,v, =0
egyenletbdl kovetkezik, hogy o, =a, =...=a, =0, azazhaa v,,v,,...,y, vektorrendszernek csak a
trividlis linearis kombinacidja egyenld a zérusvektorral. Ellenkezd esetben a v,,v,,...,v, vektor-
rendszert linedrisan dsszefiiggonek nevezziik. (Ilyenkor tehat a v,,v,,...,v, vektorrendszernek van

olyan linearis kombinacidja, amelyik egyenld a zérusvektorral, de nem minden egyiitthatd zérus,
azaz az a,v, +a,v, +...+a,v, =0 egyenletben van nullatdl kiilonbozd a; egyiitthato.

6.1.8. Tétel: Ha a v,,v,,...,v, vektorrendszer 0sszefliggd, akkor van olyan vektora, amelyik eléal-
lithat6 a tobbi linedris kombinacidjaként.

6.2. Linearis altér

6.2.1. Definicié: Az L linearis tér egy L' részhalmazat linedris altérnek nevezzik, ha L' maga is
linedris tér az eredeti miveletekkel.

6.2.2. Példak: Tekintsiik az (R3 ,+, R, ) linearis teret (az R’ 3-dimenzids vektorteret R felett a vek-

torok Osszeadasaval és a vektorok valds szamokkal vald szorzasaval). Konnytli belatni a definicio
segitségével, hogy ebben a linearis térben

1. az X, = {5 = (x,%,% ) € R | x, = x, = 0} lineéris alteret alkot, mig

2. az X, = {g =(x,%,,%,) € R*| x, =0 vagy x, = 0} nem alkot linearis alteret.

6.2.3. Definicio: Ha v,,v,,...,v, egy L linearis tér vektorai, akkor ezen vektorok dsszes lehetséges
linearis kombinacioi az L vektortér egy alterét alkotjdk. Ez a v,,v,,...,v, vektorok altal generalt

linedris altér. A vy,,v,,...,v, vektorokat az altér generdlo rendszerének nevezziik.

6.2.4. Megjegyzés: Ha a v,,v,,...,v, generalod rendszer Osszefliggd, akkor az altaluk generalt tér
kevesebb vektorral is generalhat6. Ha a v,v,,...,v, generalo rendszer fiiggetlen vektorrendszer,
akkor a tér kevesebb vektorral nem generalhatd. (Ez a legszitkebb generdlo rendszer.)

6.2.5. Definicio: Egy legsziikebb generdlo rendszert bdzisnak neveziink. Megmutathato, hogy két

kiilonb6z6 bazis ugyanannyi vektort tartalmaz. A vektortér dimenzioja a bazisvektorok szamaval
egyenlo.
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6.2.6. Tétel: A tér minden vektora egyértelmiien all eld a bazisvektorok linearis kombinacidjaként.
A bazisvektorok egyiitthatdit a vektor koordinatainak nevezzik.

X
6.2.7. Megjegyzés: Az x=| ... | rendezett szdm n-esek (ahol x, € R minden i€ {1,2,...,n} esetén)
X

n

teljesitik a vektortér axiomait, igy elmondhatjuk, hogy a rendezett szam n-esek tere vektortér. En-

1 0 0
- 0 1 0 1 xs o .
nek egy bazisa az e = 8, = yeer @, = , ebbdl adododan pedig dimenzidja n. Az ilyen
0 0 1

bazist, mikor az e, bazisvektort ugy kapjuk meg, hogy a nullvektorban az i-edik komponensben a

0-t kicseréljiik 1-re, kanonikus bazisnak nevezziik.

Az n-dimenzios linearis térben a skalaris szorzast definidlhatjuk a kovetkezOképpen is:

U Y
s oer u, , v,

6.2.8. Definicio: Ha u =u e, +u,e, +...+u,e, = és v=ve +v,e,+...+v e = , akkor az
u %

n n

u ¢és v vektorok skalaris szorzata az u -y =u,v, +u,v, +...+u,v, valds szam.

U,
s e r uz o ’ .
6.2.9. Definicio: Ha u =u e, +u,e, +...+u,e, = , akkor az u-u skalaris szorzat nem mads, mint

u

n

2 . , . yer r r
, ami nem mas, mint az u normdjanak (azaz hosszanak) a négyzete.

2 2 2
az u’ +u, +..+u,’ =yl

6.2.10. P¢eldak:

1. Tekintsiik a hAromdimenzids vektorok terét az R felett. Ebben a térben az

u=(1,1,0)
v=(0,1,1)
w=(1,0,1)

crer

lendrizhetjiik le).
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2. A legfeljebb masodfoku valos egyiitthatdos polinomok vektorterében is konnyti ellendrizni,

polinomok (vektorok) bazist alkotnak (elég leellendrizni a defi-

nicioval, hogy linearisan fliggetlenek, mivel a vektortér 3 dimenzids (egy bazisa lehet pl. az

{l,x, xz}).

6.2.11. Definicio: Az e ,e,,...,e, bazisvektorok ortonormalt rendszert alkotnak, ha a bazisvektorok
paronként ortogonalisak (e,e; =0, ha i # j) ¢és normaltak (e, e; =1, mindegyik e, vektorra, azaz

normajuk 1).

6.2.12. Tétel (Vektor felbontasa adott vektorral parhuzamos és ra merdleges komponensekre):
Az u vektor v vektorral parhuzamos ¢€s arra (azaz v -re) merdleges komponensekre vald bontasa az

u-y u-y ; . . , o .
u,+u, = 2 v+ |u 7 v | vektordsszeget jelenti, ahol az 6sszeg elso tagja a v -vel parhuzamos

komponens (azaz az u merdleges vetiiletvektora a v -re), a masodik vektor pedig a v -re merdleges
komponens.

Bizonyitas: Az u vektor v vektorra esd vetiiletének hosszat (norméjat) az u-—: skalaris szorzattal

I
szamoljuk ki. Ezt még be kell még szoroznunk a v egységvektoraval, ami ”——” Ezzel mar a parhu-
v
zamos komponenst kiszdmoltuk. A merdleges komponens pedig egy egyszerii vektorkivonds. Az
ilyen feladatoknal a végén, ellendrzésként célszerli kiszamolni a két eredményvektor skalaris szor-
zatat. Ha ez nulla, akkor j6 a szdmitasunk.

Barabas Béla, Fulép Ottilia, BME tankonyvtar.ttk.ome.hu



58 Az épitészek matematikaja, |

7. Matrixok

7.1. Az mx n-es matrixok vektortere a valos szamhalmaz felett

7.1.1. Definicio: mxn-es (valos elemii) matrixnak neveziink egy m sorbol és n oszlopbol allo va-
16s szamtablazatot. Az nxn-es matrixokat (melyekben a sor-€s oszlopszam egyenld) n -edrendii
négyzetes vagy kvadratikus matrixoknak nevezziik.

Matrixokon a kovetkez6 miiveleteket vezetjiik be:

e Osszeadas: Legyen A ¢s B két azonos tipusa (mxn-es) matrix. (A matrixokat vagy két
vonallal alahuzott nagybetiikkel jeloljik (4, B,...stb.) vagy vastag nagybetiikkel (A,
B,...stb.). Mi most az els6 jel6lést haszndljuk a kdvetkezdkben.)

Amennyiben a két matrixunk

a4y a,, b, b, b,
A= |4y 4p a,, s B=(b. ). — b, by o
a7 a,, i=l,m — €S 2 \Yj )i=slbm T .
j=lLn j=ln
aml amZ o amn bml bm2 oo bmn

(vegylik észre, hogy az elsd index mindig a sorszamot, mig a masodik az oszlopszamot jeldli), az
osszegmatrix definicid szerint

ay+b, a,+b, .. a,+b,
a, +b a,, +b e a, +b
_ | 421 T Oy 2 T0p 20 Ty
£+£_(aif +bz/)i=1,m o :
j=lLn
aml + bml amZ + me amn + bmn

7.1.2. Tétel: A matrix-Osszeadasnak megvannak a kovetkezo tulajdonsagai:

1. mxn tipusu matrixok Osszege mxn tipusi marad, azaz az dsszeadds belsé miivelet az
mxn tipust matrixok halmazan,
2. a matrixok Osszeaddsa kommutativ, azaz minden mxn tipusi 4 és B matrix esetén

A+B=B+4,

3. a matrixok Osszeaddsa asszociativ, azaz minden mxn tipusi 4, B és C matrix esetén

(4+B)+C=4+(B+C).

4. van zérusmdtrix vagy nullmdtrix, ami nem mas, mint 0 :=| | .|, ami azzal a tulaj-

00 .. 0

donsaggal rendelkezik, hogy Osszeadaskor valtozatlanul hagyja a matrixokat, azaz
A+0=0+4 minden mxn tipusi 4 matrix esetén,
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5. minden mxn tipusi A matrixnak van ellentett mdtrixa, ami nem mds, mint a

-a, -a, .. —a,
-a, -—a a
-4 =(—Cl;,»)i:1,m= :21 2 :2" ¢s azzal a tulajdonsaggal rendelkezik, hogy
i : :
-a, —a,, .. —a,,
4+(-4)=0.

e Matrixok skalarral (valés szammal) valo szorzasa: Legyen

a, a, .. a,
Ay Gy e Gy |, . .
A Z(a,.j )1=W =| . " | és a € R. Ekkor definici6 szerint
j=Ln | - '
aml amZ amn
aa, oaa, .. aaq,
= |aa, aay, .. aa,,
0(-=— aaij i=lm = . .
j=Ln
aa, aa,, .. aa,,

7.1.3. Tétel: A skalarral valo szorzas a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. skalar és matrix szorzata matrix, pontosabban minden mxn tipusi 4 matrix és minden
a € R esetén, -4 mxn tipusu matrix lesz,

kommutativ, azaz minden mxn tipusu é matrixra és minden « € R skalarra « - é = é -a,
minden mxn tipusa 4 matrixra és minden «, f € R skalarokra (aﬁ ) A= a-( p ~A) ,

létezik 1€ R, hogy 1- 4= 4, minden mxn tipusi 4 matrixra,

0-4=0 ¢és a-0=0, minden mxn tipusi 4 matrixra és minden o € R skalarra,

A

disztributivitds, azaz minden mxn tipusu 4 és B matrixra és minden «,f € R skalarra

(a+B)-A=a-A+B-Aés a-(4+B)=a-A+a-B.

7.1.4. Kovetkezmény: Az mxn tipusi matrixok linearis teret alkotnak R felett az 6sszeadas és a
skalarral vald szorzas miiveletekkel.

7.2. Matrixok szorzasa

Az Osszeadds és a szammal vald szorzas mellett definidljuk a matrixok szorzasat. Itt fontos a szor-
zotényezOk tipusa, nem akarmilyen matrixszorzas végezhetd el, de még csak az sem igaz, hogy
ugyanolyan tipusi matrixok dsszeszorozhatok.
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4y 4 @,
Iy Ay Ay e Oy, .,
7.2.1. Definicio: Legyen az 4 Z(al.j )izﬁ = . : mxn tipusi matrix €s
Jj=Ln
L "*ml m2 amn
bll bIZ . blk
b, b, .. b
B= (bi. ) i = A * nxk tipusu matrix.
= y ’ . .
J=Lk
by b, .. by

A C=4-B szorzatmatrix egy mxk tipusi matrix, melyet a kovetkezOképpen definialunk:
¢ = pZ:l a,b, =a,b+a,b,, +..+a,b,, ahol i=12,..m é j=12,.. k. Alegtobbszor dssze sem

szorozhat6 két matrix, mert nem teljesitik a definicio elején megjeldlt feltételeket a tipusukra nézve,
azaz nem all fenn, hogy az elsd szorzotényezdnek ugyanannyi az oszlopszama, mint a masodik
szorzdtényezd sorszama.

1 2 3 1 -1
7.2.2. Példa: Szorozzuk 6sszeaz A4=|0 1 0] ¢é B=|-1 1 | matrixokat.
2 -1 1 0 2
-1 7
Megoldas: csak az 4- B szorzat letezik, ez pedig nem mas, mintaz 4-B=|-1 1 | matrix.
3 -1

7.2.3. Tétel: A matrixok szorzasa a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. zartsdg csak kvadratikus matrixok esetén all fenn, azaz csak az nxn tipusi matrixok szor-

zata Orzi meg a szorz6tényezok tipusat,
2. a matrixszorzas nem kommutativ, azaz 4ltaldban 4-B # B- 4, még ha a bal és jobb oldal ér-

telmes is,
3. asszociativ, azaz (ég)g = é(gg), minden olyan 4, B és C tipusi matrixra, melyek

ebben a sorrendben 0sszeszorozhatok.

1 0 .. 0
o 01 .. 0 o, . . I
4. Letezik az 1 =| . . | mxm tipusi egységmatrix, melyre minden mxn tipust 4
0 0 ... 1

matrix esetén /-4=A (s6t, amennyiben az ; €és A4 matrixok nxn tipustiak, akkor még

kommutativitas is van, azaz [-A=A4-1=4.

7.2.4. Megjegyzés: Bizonyos kvadratikus 4 matrixok invertalhatok, azaz létezik éfl inverz matrix

ugy, hogy é_l A= ié_l =1, de erre keésobb tériink vissza.
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a, 4a; a,
iy ay Ay ay, T 1es S
7.2.5. Definicio: Az 4= mxn tipusi matrix transzponaltja nem mas mint az
L aml amZ o amn
a4y A
a, a a
T 12 22 2 ’ , o
A = "1 nxm tipusi matrix.
aln a2n amn n

7.2.6. Definici6: Az 4 négyzetes métrix ortogondlis,ha A" - A=A4-4' =

I~

_ G )]
0 Nz
3 3
. , o a v o 2 2 1 (o 1
7.2.7. Megjegyzés: Konnyl belatni, hogy az 4=| — —-—= — | matrix ortogonalis (ez egy-
= |5 353
142
V5035 3]

ben azt is jelenti, hogy oszlopai paronként ortogonalis vektorrendszert alkotnak).

7.3. Linearis transzformaciok (leképezések)

7.3.1. Definicié: Az F:R" — R" leképezés linedaris, ha minden u és v vektorokra az R"-bol
F(u+y)=F(u)+F(v) és minden u € R" vektorra és minden & € R skalarra F(a-u)=a-F(u).

7.3.2. Megjegyzés: Az el6z6 definiciot tigy is megfogalmazhattuk volna, hogy az F:R" — R"
leképezés linearis, ha minden u és v vektorokra az R"-bdél ¢és minden «,f € R skalarra

F(a-g+ﬂ-y):a-F(g)+ﬂ-F(y).

crer

valo linearis leképezésének nevezziik.

Hogyan adunk meg egy linedris leképezést? Tekintsiik az R" linedris teret, egy adott
e,e,,....e, bazisaval egylitt é&s az R” linedris teret, egy adott j_’ " j_’ J3ee j_‘ . bazisaval. Egy tetszdle-
ges

U
u=ue +u,e,+..+ue, =| : |eR"

u

vektor képe F(u)=u,F (e )+u,F(e,)+..+u,F(e,)eR", tehat csak a bazisvektorok képét kell

megadnunk, ekkor mar minden ismert lesz. Legyenek
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Uy

u
F(gl):u“]_‘1 iy [+, [= :21 és igy tovabb,

uml
uln
F _ _ u2n
(gn)—ulnj_‘l +uznj_‘2 +...+u”1n£m =|
umn
Uy, Uy U,
Uy Uy U, L . . , ., L ..
Ekkor az U = : matrix minden informaciét tartalmaz. Ezt a matrixot nevezzik
uml umZ Z’lmn

az adott linedris transzformdcio mdtrixanak az e,,e,,....e, €s ]_” y ]_‘ R ]_‘ . bazisokra nézve. Egy

ilyen matrix oszlopai pontosan az értelmezési tartomanybeli lineéris tér bazisvektorainak a képét
tartalmazza az 0 bazisvektorokkal felirva. Ekkor a lineéris transzformacionkat matrixos alakban is

felirhatjuk, éspedig F (v)=U -v, ahol U az el6bb levezetett matrix.
7.3.4. Példa: Irjuk fel a térbeli pontok xy -sikra valé vetitésének matrixat.

Megoldis: Az R’-beli e,,e,,e; kanonikus bazis képei a kovetkezdk: e,,e,,0. Ezeket ebben a sor-

1 00
rendben oszlopokba rendezve megkapjuk az xy -sikra valo vetités matrixat: |0 1 0].
0 00
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8. Determinansok

8.1. Masod- és harmadrendii determinansok

A determindnsok tulajdonképpen kvadratikus matrixokon értelmezett valos fliggvények. Jelolésiik:
‘ é‘ vagy det(A). Mig a matrixok szamtdblazatok, addig a determinansok szamok, melyeket ebben

a fejezetben megtanulunk kiszamolni.

a,

8.1.1. Definicio: A mdsodrendii determindns nem mas, mint =a,,a,, — a,,a,,, azaz a fodtlo

a, Qy
menti elemek szorzata minusz a mellékatld menti elemek szorzata. A harmadrendii determindns

ay dyp 4y

Ay 3| ay Ay

pedig nem mds, mint |a@,, a, a,|=a;, +a, , ahol a masodren-

Gy, Ay I Y

ay 4z dy

dii determindnsok értékét az eldz6 definicioval szamitjuk ki.

8.1.2. Megjegyzés: Itt nem tortént mas, mint kifejtettiik a harmadrendti determinanst az els6 sora
szerint. Kifejtésnél itt egy, az elsd sor szerinti sszeget szamolunk, szem el6tt tartva a kdvetkezoket:

1. az elgjelet, ami azt jelenti, hogy (—I)SOHOSZIOP = (—l)w elgjeliink lesz a kifejtés minden tag-

jéaban,

2. magat az elemet, ami azt jelenti, hogy az eldbbi eldjel utan beirjuk azt az elemet, ahol tar-
tunk az els6 sor szerinti kifejtésben,

3. az aldetermindnst, azaz az eldbbit azzal az aldeterminanssal kell szoroznunk, melyet akkor
kapunk, ha a determinansunk a,; elemének sorat (jelen esetben az elsd sort) és oszlopat ki-

htzzuk,
4. ezeket pedig az els6é sorunk minden egyes elemére elvégezziik.

8.1.3. Megjegyzés: A harmadrendll determinans elsd sora szerinti kifejtéssel a kovetkezd torténik:

a a a
1 %2 Y3 1+)

5. la,, a, a23:Z(—1) “a; -

Jj=1

A
=]

|, ahol az ‘Al ‘ nem mas, mint az q, ; elem sordnak (jelen
J =1l

ay 4y Ay
esetben az els6 sornak) és oszlopanak kihtizdsaval kapott (masodrendii) aldeterminédns. Ez-
zel tulajdonképpen eldkészitettiik az n-edrendi determinans fogalmat.

8.1.3. Példsk:
1 2

1. =1.4-2.3=-2,
3 4
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2. a harmadrendii Vandermonde determinanst a kovetkezoképpen definidljuk és szamitjuk ki:

La o b b 1 b 1 b
1 b b*=1- —-a- +a*- :b02—bzc—a(c2—b2)+a2(c—b)=
| 5 c ¢ 1 1 ¢

c ¢

=bc(c—b)—a(c—b)(chb)+a2 (c—b) =(c—b)(bc—ac—ab+a2) = (c—b)(b—a)(c—a) :
8.2. A masod- és harmadrendii determinansok alkalmazasai, geometriai interpretaciok

8.2.1. Definicio: Az a ¢és b haromdimenzios vektorok vektoridlis szorzata egy olyan haromdimen-
zi0s, axb-vel jelolt vektor, melyre teljesiilnek a kovetkezok:

1. az a és b vektorok vektorialis szorzata vektor,

2. axblaésaxb lb,

5. hossza Jaxb]=a] [

4. a, b, axb jobbrendszert (vagy jobbsodrast rendszert) alkot, mely azt jelenti, hogy ameny-
nyiben az a vektortol a b felé haladva 6ramutatd jarasaval ellentétes iranyban haladunk,
akkor az axb vektor a két vektor sikjara merdlegesen felfelé mutat, ha pedig éramutato ja-

-sing, ahol ¢ €[0,7] a két vektor altal kdzrezart szog,

rasaval megegyez0 az irdny, akkor lefelé.

8.2.2. Megjegyzések: koordinatakkal kiszamolva a kovetkez6 igaz:
a, b
1. amennyiben az a=aji+a,j+a;k=|a, eR’ és b=bi+b,j+bk=|0, eR’, akkor a

—_

a, b,
i J k
vektorialis szorzatuk axb=|a, a, a;|.
bl b2 b3
2. ixi=jxj=kxk=0,
ixj=k, jxk=i, kxi=],
4. axb=-bxa,minden a és b vektorokra.

8.2.3. Kovetkezmény (a vektori szorzat hosszanak geometriai kétdimenzios interpretacioja):

a b
Az a=aji+a,j= { 1 } €R’> és b=bi+bh,j= {bl } € R* sikvektorok altal kifeszitett paralelogram-
T L% - )

ma teriilete=|a x b| = |a -] -sin ¢, a kifeszitett haromszdg teriilete pedig %”gx b= %”g” 8] -sing.

@ b ¢
8.2.4. Definicio: Az a=|a, |, b=|b, |, és ¢ =| ¢, | haromdimenzids vektorok vegyes szorzata az
as b G

(g x l_;) -¢ skalar, amit szoktunk még abc -vel is jeldlni.
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8.2.5. Tétel: Az abc vegyes szorzat nem mads, mint a harom vektor altal kifeszitett paralelepipedon
a a, 4

clojeles térfogata, azaz Vv, uipivedon

=labc|=||b, b, bs||. Ugyanakkor a harom vektor altal kife-

G 6 G
4 a4 4
szitett tetraéder térfogata V... = %| a Igg| =% ||b, b, bl|.
G 6 G

8.2.6. Megjegyzés: A harmadrendii determindns tulajdonsagainak a megértésében nagy segitséget
jelent a 8.2.5. tétel.

8.3. Az n-edrendi determinans és tulajdonsagai

a4 a,
; .y Uy v Uy, ” ., . .
8.3.1. Definicio: egy n-edrendii determindns. Egy skalarrél van szo, melyet
a, a, .. a,

barmely sora vagy oszlopa szerinti kifejtéssel kiszamolhatunk.

8.3.2. Megjegyzések:
a, a, .. q

n
ay Ay ... a4y, n 1+j
1. : : :Zl(—l) “ay;
. Jj=

élj‘ alakban irjuk fel az els6 sor szerinti kifejtést, ahol

a a a

nl n2 nn

az

A4
1

nem mas, mint az a,; elem soranak ¢s oszlopanak torlése utan kapott aldeterminans.

2. Amennyiben az i-edik sor szerint fejtjiik ki a determinanst,

a, 4, .. 4,
"
Ay Gy o | 2 "
L= Z(_l) 'ai/- : é s
oA © I
a, a, .. a,

ahol az ‘A ‘ nem mas, mint az @, elem soranak ¢s oszlopanak térlése utan kapott aldeterminans.

=jj

3. A (-1)7-

éij‘ kifejezést szoktuk még az a; elemhez tartozo eldjeles aldetermindansnak is

nevezni. A tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért hasznaljuk ezt a kifejezést.

4. A determinans analdg mddon kifejthetd barmely oszlopa szerint is.
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8.3.3. Tétel (A determinansok tulajdonsagai): Ervényesek a kovetkezok:

a determindns barmely két soranak felcserélése eldjelvaltast eredményez,

ha van két egyforma sor, akkor a determinans zérus,

ha van csupa 0-t tartalmazo6 sor, akkor a determinans zérus,

a transzponalas (foatléra tiikrzés) nem valtoztatja meg a determinans értékét, ezért barmit

kijelentiink sorokra, igaz oszlopokra is,

e ha egy sor (oszlop) szamszorosat egy masik sorhoz (oszlophoz) hozzdadjuk, a determinans
értéke nem valtozik,

e ha a foatlo folott (vagy alatt) csak 0 van, akkor a determindns értéke a foatlobeli elemek

szorzata.

8.4. Matrix inverzének Kkiszamolasa a determinans segitségével

8.4.1. Definicio: Az 4 nxn tipusa matrix adjungalt matrixat (jel. adj (A)) ugy kapjuk meg, hogy

minden elem helyére beirjuk a hozza tartoz6 eldjeles aldeterminans értékét, majd transzponaljuk.

I 1+n d
‘éu B élZ (_1) ém
2+n
adj(é)z _‘.ézl ézz‘ (_1) 1=
(_1)n+1 énl (_1)n+2 énZ (_l)zn érm

8.4.2. Tétel: Az A matrix akkor és csak akkor invertalhato, ha det(A) #0. Ha det(A) # 0, akkor

-1 _ adj (é) . i i
T dei(4)

8.4.3. Példa: Szamitsuk kiaz 4=

cosa —sina o . .
) matrix inverzét, ha l1étezik.
sind  cosa

Megoldas: Az inverz létezik, mert det(A) =cos’ a +sin’ a =1#0. Az adjungalt matrix

adj(é): (_1)2+1-(—sina) (—1)2+2-cosa =

mert 1-gyel kell elosztani az adjungalt matrixot ahhoz, hogy megkapjuk az inverz matrixot. Kony-

T
1+1 1+2 . .
(-1)" -cosa  (-1)  -sina cosa sina , , L
i , ami egyben az inverz matrix is,
—sina  cosa

1 0
nyen ellendrizhetd, hogy é_l é = ié_l - L) 1} ’
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9. Koordinatageometria

Rogzitsiik a haromdimenzios térben az O origét és tekintsiik az xyz-koordinatarendszert. A tér
minden P pontja esetén az OP=r= xi+yj+zk helyvektor egyértelmiien meghatarozza a pont
térbeli elhelyezkedését. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a P pont koordinatai (x, y,z) és ezt P(x,y,z)-

vel jeloljiik. Ebben a fejezetben az egyenesek ¢és sikok egyenleteit és kdlcsonds helyzetét vizsgaljuk.
Figyelmiink most csak a haromdimenzios térre korlatozodik.

9.1. Egyenes és sik

9.1.1. Definicié: Ha adott az egyenes egy r,(x,,¥,,2,) helyvektora P, (x,,,,z,) pontja és egy

y(vl,vz,v3) iranyvektora (azaz olyan vektor, mely parhuzamos az egyenessel), akkor az egyenes

egy tetszdleges pontjdhoz tartozd (pontjdba mutato) Z(x, y,z) vektorra teljesiil, hogy r=r,+vt

valamely ¢ € R paraméterértékre (ezt nevezziik az egyenes vektoregyenletének), ami koordinatakkal
X=Xx,+vt

felirva: {y=y,+v,t ,ahol t € R. Ezt nevezziik az egyenes paraméteres egyenletrendszerének.

z=2z,+v;t

9.1.2. Megjegyzés: Amennyiben az egyenes iranyvektordnak koordinatai nullatol kiilonbéznek, az
egyenes paraméteres egyenletrendszerét konnyen atirhatjuk Descartes-koordinatas alakba (ezt ne-
vezzilk az egyenes egyenletrendszerének):

X=X _ Y=o _27%

Y V) Vs

¢s forditva, ezt -vel egyenl6vé téve, majd az x, y, z -t kifejezve, megkapjuk a paraméteres egyenlet-
rendszert.

9.1.3. Példa: [rjuk fel a P(-2,0,3) és 0(3,5,-2) pontokon atmené egyenes vektoregyenletét,

egyenletrendszerét €s paraméteres egyenletrendszerét.

Megoldas: A vektoregyenlethez sziikségiink van a ITQ(xQ —Xps Vo= VpsZg—Z P) = (5, 5,—5) vektor-
ra. Innen a vektori egyenlet nem mas, mint r=r,+ (5, 5,—5)1 , ahol te R. Ezt atirhatjuk az

(x,»,2z)=(-2,0,3)+(5,5,—5)¢, ahonnan azonnal kapjuk a paraméteres egyenletrendszert:

x=-2+5¢
y=>5t ,aholteR.
z=3-5¢
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68 Az épitészek matematikaja, |

Az egyenletrendszert pedig azonnal felirhatjuk, ha a ¢ paramétert mindeniitt kifejezziik, majd ezeket
x+2 y_z-3
5 =5

egyenlévé tesszik:

9.1.4. Definicié: Amennyiben adott a sik egy r,(x,,¥,,2,) helyvektort P, (x,,,.2,) pontja és
egy Q(nl, n,, n3) normalvektora (azaz olyan vektor, mely merdleges a sikra), akkor a sik egy tetszo-
leges pontjdhoz tartozo (pontjaba mutatd) r (x, y,z) vektora kielégiti az Q(g - i_fo) =0 egyenletet,

ami koordinatas alakban nem mas, mint n, (x—x,)+n, (y—y,)+n;(z—2z,)=0.

9.2. Illeszkedési és metszési feladatok a térben

9.2.1. llleszkedés

e A P(xl, Vb2 ) =r, pont rajta van az r=r,+vt¢ egyenesen, ha van olyan t, amelyre
ry=rytvt.
e A P(x,),z)=r, pontrajtavanaz n(r—r,)=0 egyenletii sikon, ha n(r,—r,)=0.

e Az r=ry+yt egyenes benne vanaz n(r—r;)=0 sikban, ha n(r,+vt-r)=0.

9.2.2. Metszési feladatok

X=Xx,+vt xX=x+wt
o Egyenesek metszéspontja: Az {y=y,+v,t, egyenes metszi az <y =y, +w,t egyenest,
z=2z,+vt z=z,+wt
Xo+tvti=x+wt
ha van olyan ¢, és t,, hogy <y, +v, =y, +w, t, ellenkezd esetben kitérok.

Zo+vyt=z, +wyt

o Egyenes és sik doféspontja: Az r=r,+vt egyenes és az n(r—r)=0 sik doféspontjat az
a t skalar hatarozza meg, amely megoldasa az Q(KO +vt-r, ) =0 elséfoku egy ismeretlenes

egyenletnek.
9.2.3. Megjegyzés: Sik ¢és egyenes merdlegesek egymasra, ha az egyenes irdnyvektora ¢és a sik

normalvektora parhuzamosak. Mondhatjuk ugy is, hogy a sik és egyenes merdlegesek egymadsra, ha
az egyenes iranyvektora egy normalvektora a siknak.

9.2.4. Példa: Irjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely atmegy a F, (2,1,—1) ponton és merdle-

gesa 2x+y—z=3 ¢és x+2y+z =2 sikok metszésvonalara (egyenesre).

tankonyvtar.ttk.bme.hu Barabas Béla, Fil6ép Ottilia, BME
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Megoldas: Ha a z=¢ paraméterezést valasztjuk, akkor a két sik egyenlete 2x+y=3+¢ ¢és

4
X=—+t
3

. 1 : .
x+2y=2—t,amiaz { y =——t egyenest eredményezi. Ennek egy iranyvektora az (1, -1, 1) vektor.

z=1

Ez lesz a sik normalvektora, igyhogy még csak azt kell figyelembe venniink, hogy a keresett sik
atmegy a F, (2,1,—1) ponton, ezért az eredmény 1-(x—2)—1-(y—1)+1-(z+1) =0, azaz
x—y+z=0.

9.3. Térelemek tavolsaga

o Két pont tavolsaga: a F,(x,,y,,z,) és P,(x,,¥,,z,) pontok tavolsagat a

2 2 2
d =\/(x2 -x) (=) +(2-2)
képlettel szamoljuk ki (tulajdonképpen a két pont altal meghatarozott vektor hosszabol jon ki).
e Pont és egyenes tavolsaga: a B (x1 Vs zl) pont és az r=r,+Vv¢ egyenes tavolsdganak

meghatarozasahoz felirjuk a P, ponton atmend és az egyenesre merdleges sik egyenletét,
ami y(r—r,)=0. Kiszamitjuk a sik és egyenes P, doféspontjat, majd a B, és P, pontok
tavolsagat.
o Pont és sik tavolsaga: a B (x,,),,z,) pontésaz n (x—x,)+n,(y—y,)+n(z—z,)=0 sik
m (2 =)+, (y = yo) +15 (2~ 2))

elojeles tavolsaga d =
\/nlz +n, +n’

X=X,+vt xX=x+wt
o Két egyenes tavolsaga: legyen a két egyenesaz ¢ y =y, +v,t ésaz {y =y, +w, t.
z=2z,+vt z=z,+wWt
Az n=vxw normal transzverzalis iranyu vektor (mindkét vektorra merdleges).
Tekintsiink egy P pontot az elsé egyenesen, egy O pontot pedig a méasodikon.

TulajdonképpenP—Q vektort vetitjiik a normal transzverzalis irdnyl vektorra, igy a keresett

— VXW
[vx v

tavolsag d = (a képletben szerepel skaléris szorzas és vektoridlis szorzas is).

o Egyenes és sik tavolsaga: csak parhuzamossag esetén érdekes, ekkor az egyenes egy tet-
szOleges pontjanak a siktol vett tavolsagat szamoljuk.

e Sikok tavolsaga: csak parhuzamossag esetén érdekes, ekkor az egyik sik egy tetszdleges
pontjanak a masik siktol vett tdvolsagat szamoljuk.

9.3.1. Megjegyzés: Metsz6 egyenesek tavolsdga 0. Parhuzamos egyeneseknél (mikor a két irany-

vektor egymas szamszorosa) elegendd egyik egyenes tetszéleges pontjdnak a masik egyenestdl vett
tavolsagat kiszamitani.
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70 Az épitészek matematikaja, |

9.4. Hajlasszogek

E
I=

Két vektor szogét legegyszeribben a skalaris szorzat segitségével szadmoljuk ki a cos(\_z, v_v) =

<

=

képlettel.
o Két egyenes hajlasszoge megegyezik az iranyvektoraik szogével.
o Egyenes és sik hajlasszoge az irdnyvektor és normalvektor potszoge.

o Két sik hajlasszoge a normalvektoraik szogével egyenlo.

9.4.1. Példa: Hatarozzuk meg az x+y =1 és 2x+ y—2z =2 sikok szdgét.

Megoldas: A két sik normalvektora n, = (1,1,0) €s n, = (2, 1, —2) . Ezen vektorok szogének koszinu-

n -n, V2,

N 1
sza cos(n;,n,)==—-=2-=—"—, igy a bezart szog 7
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1. fejezet

Sorozatok

irja fel az alabbi sorozatok @siéhany elemét. Vizsgéalja meg, hogy az adott sorozat korlatos-
e, monoton-e, konvergens-e?

1 a,=3n

2. b, =(—1)"n
3.¢,=24+4n
4. dn:%

5. en:—%

6. f,=3"

7. gn:ﬁ

8. h, = il
9.i, =5+
10. ji, = Y5

irja fel az alabbi sorozatok-edik elemét. Vizsgéalja meg, hogy az adott sorozat korlatos-e,
monoton-e, konvergens-e?

11.1,2,3,...

12. 1, 4,9, 16, 25,. ..

13. -1, 2,5, 8, 11,...

14. 0,9; 0,99; 0,999; 0,9999; . ..

15.1,0,1,0,1,0,...

16.1,0, —1,1,0, —1, 1,0, —1,...
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74 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

17.1, -% L -1

_57 §7 47 e
18. Legyena, = 2"—. Hatarozza meg azt a legkisebp természetes szamot (kiiszob-
indexet), melyre teljesul, hogyn > n, esetén az,, eltérése aza,), ., sorozat hatar-

értékédl kisebb mints = 102.

Vizsgalja meg, hogy konvergensek-e az alabbi sorozatok. Ha igen, akkor hatarozza meg a
hatarértéket.

19. q,, = n+r3
20. a,, = 47?:31
2
21. a, = 42—;51
22. a, = fgié
23. a, = %
3
24. a, = 41
25. a, = %
26. a, = 4:j31
27. a, = ;LZI;)
28. a, =3"
29.a,=3"
30. a, = 3
31. a, = 220"
32. 0, - 3
33. q, — 27;4510507971
n
34. a, = 0%’f+5
35. a0, = 12

36.a,=vVn+2—+vn+1
37.a,=vn2+2—+vn2+1
38.a,=vVn2+2n—vn2+1
39. an:n(m—n)
40. a, = (22)"

n

41. a, = (2£2)"

n—1
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1. Sorozatok 75

42. a, = (1)

43. a, = (£2)"

44. q, = ()"

45. a, = (%22)
46. a, = (g§j§>"2+"+l
Megoldasok

Egy mintamegoldas (8. feladat megoldésa):

_ 2n+1 _ 2(n+3)-5 T . . , L
a, = 5 = s =2-— . Han-et noveljuk,n + 3 is szigoran monoton néve&v

Iesz,? szigortan monoton csokken— 5 szigordan monoton névekyigya, is az lesz
az el® elembl kezdddéen. Ezért egy jo also korlat az = 4, mig aza, = 2 — n—+3-bol

kovetkezik, hogy a legjobb febskorlatunk a2. Sorozatunk konvergens, mert monoton és
korlatos. lim a,, = lim (2 — 0 ) = 2.

Megjegyzések:
1. Amennyiben nem hasznaljuk az = 2 — — atirast, tekinthetjuk az,, —a, =
2(n+1)+1 2n+1 _ 2n43 2n+1 5
(D13 T mi3 = mid T ni3 = (n+4)(n+3) , >0 kqunbsegeE, melyd koyetke-
zik, hogya, 11 > a,, tehat sorozatunk szigordan monoton novekikkor a limesz:
1/
lim ntl_ lim — L =2

2. Pozitiv tagu sorozatok esetén (mint amilyen ez is) teklnthetj%manyadost is, ha
monotonitast vizsgalunk. Ekkor azt kell megnézniink, hogél nagyobb vagy kisebb
a hanyados, it fliggben szigorian monoton névekvagy csokked a sorozat.
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76 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR
l.a,=3n 3,6,9,12,... nem kor{ monoton n6® | divergens
latos
2.bp,=(—1)"-n —-1,2,-3,4,... nem kor{ nem monoton | divergens
latos
3.¢c,=2+4n 6, 10, 14, 18, ... nem kor{ monoton n6® | divergens
latos
4.d, =2 52,23 korlatos | monoton csok-0-hoz konvert
kend gal
5.6, =% -3,-3, -3, -2, korlatos | monoton né% | 0-hoz konvert
gal
6. f, = 3" 3,9, 27, 81, nem kor{ monoton n6® | divergens
latos
7. 90 = 7 3 T, o5 e korlatos | monoton csok-0-hoz konvert
kend gal
8. hy, = 25 383,52, korlatos | monoton né% | 2-hdz konvert
gal
9.i, =5+ L 5—1,5+%,5— 1, 5+ 1,...| korlatos | nem monoton | 5-h6z konvert
gal
10.j, = \/f’fi @, \/\5;1’ \/\‘3/-2;1’ \/ﬁr korlatos | monoton n6% 1:;'1ez konverr
g
11.1,2, 3, 4,... an =1 nem kor{ monoton n6® | divergens
latos
12.1, 4,9, 16,. .. b, = n? nem kor{ monoton né% | divergens
latos
13.-1,2,5,8,... cn=3n—4 nem kor{ monoton n6% | divergens
latos
14.0,9; 0,99; dy = 195 korlatos | monoton nd% | 1-hez konvert
0,999;. .. gal
15.1,0, 1, 0,... en=15—(-3)" korlatos | nem monoton | divergens
1, han=3k — 2
16.1,0, -1,1,0,...| fp=< 0, han=3k—1, korlatos | nem monoton | divergens
—1, han=3k
aholk € N.
17.1, -3, L -1 g, = (1)L korlatos | nem monoton | 0-hoz konvert
gal
18. Legyem, = 22=1 H Hatarozzuk meg azt a legkisehp természetes szamot (kiiszOb-

Sn+2

indexet), melyre teljesil, hogyn > n, esetén az,, eltérése ata,ﬂb)@1 sorozat hatar-
értékébl kisebb minte = 1072
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1. Sorozatok 77

Megoldas. Amennyiben tetsdleges:-hoz adjuk meg a kiiszébindexet, a sorozat konvergen-
cigjat bizonyitjuk a definici6 segitségével.

Most viszont szamoljuk ki a kiiszobindexet a kért 10~2 értékre.

)

2
A sorozat hatarértékéim — = lim

- .e - 2n_1 2 1 - 7 . . rr . .
Teljestlnie kell azjz'— — 3\ < 155 egyenbtlenségnek, ami a kovetkaizkel ekvivalens:

‘—m‘ < 15 = 180<(5n + 2) <= 178<5n < n > 1B, Ezértn, = [1] =35 a

kért kiisz6bszam.

= 0.

An+1
s = 4.

: 1

19.lim,, .

4n?+1
n+3

20.lim,,_ = +o00, divergens.

An+1 __
n2+3 0

21.lim,,

22.1imy, o0 L = -2,

(4n+1)3
n+3

23.1im,,_ = 400, divergens.

VAL _ ),

24.lim,,_ o, VI3

. 4" 4+1 P
25.1im,, o0 nj_fg = +o0, divergens.
=0.

4n+1
2n+3

26.lim,, .
27.lim,,_,,, 3" = +0o0, divergens.
28.lim,, .., 37" = 0.
29.lim,, .. 3n = 1.

27L +4’VL .
Srysr — 0-

30.lim,,

31.lim,, . % = 400, divergens.

n
2" 420000 _ ()

32 . hmn—>oo 3n 451
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33.1imy, o0 5975 = 0.
34.1im,, .o gf‘wii = 400, divergens.

35.1im, ooV +2 —vVn+1=0.
36.lim,, oo VN2 +2—+vn2+1=0.

37.lim, .o VN2 +2n —vn2+1=1.
38.1im,, oo (\/ +1-— n) ==

39.1im,, o (252)" = ¢,

40.1im,, o (2£2)" = €°

AL.1im, oo (253)" = €72

42.1im, o (Z2)" =0

43.1im,,_, (32£1)" = +o0, divergens
44.lim, o (52)" = 1.

45.1im,, ., (gijﬁ)"um = ¢,
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2. fejezet

Flggvenyek hatarerteke

Hatarozza meg az alabbi fliggvények adott helyen vett hatarértékét!

: 2343
limg—1 5275

3 —2x+3
2x—1
22 —2z+1
e
22432—10
x2——2
22+32—10
x2——2
22+32—10
x2——2
2243z
2—x
(z+3)2—9
T
22432—10
x2—x—2

limx—d

liIn:n—>1

liIn:n—>1

limx—>2

hmx_,o

hmx_,o

hmx_,o

© ©®© N o 00~ w0 D PRF

lim, o

3z—10
2 —x—2

li Vitr—vV1+22
P =0 TR T
z2—\/x

r—1

=
o

Climg oo

e
N

. hmx_,l

sin bz

=
w

. hmx_,o

sin bz

'—\
N

Climy oo

sin bx
tg 10z

l—cosz
T

=
a1

. hmx_,o

=
(o]

. hmx_,o

Barabas Béla, Fulop Ottilia, BME TTK

tankonyvtar.ttk.ome.hu



80 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

17. lim,_q =552

18. lim,_, 9e5ne
19. lim, 20050 "n 50
20. lim, o L=
21. lim,_, 20
22. lim,_ Ve

23. lim, o Y=L
24. lim,_, Vil

25. lim, o (7%)"
26. lim, o (22)°
27. lim, . (E2)"
28. lim, o, (22)"V"

x

29. lim, o (cosx

~— —

: f
30. lim,_q (cos z)9°

Megoldasok

. 3¢«
lim, ;5 ff =4
x3—2z+3 __
2z—1 2
z2—2z+1 —

x3—x

limx_,l

limx_,l
2243z—10 —
r2——2

z243z—10 __
2—x—2

22 43z—10 __
2—x—2

w

limx_,l

limx_,Q

(2 BENGUIEN |

hmx_,o
243z
2—x 3

(13"!‘3;2—9 — 6

hmx_,o

hmx_,o

© © N o o b~ 0w bd PR

: 22 4+32—10 __
limgoo %2505 =1
3z—10 __
x2—z—2 0

=
o

Climg oo
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2. Flggvények hatarértéke 81

12. lim,_,, &Y% — 3

13. lim, 8252 — 5

sin bx — O

14. lim,

15. lim,_o 3252 = 1

16. lim,_o =22 = 0
1
2

17. lim, o L=z —

18. lim,_,o

20. lim,

21. lim,_, &= _ 100

22. lim,_ =

23. lim,_ =

24, lim, o ¥ =

E
~—
8

I

25. lim,_

27. lim,_,

(
26. lim, . (
(
(

28. lim, .

Utmutatas a kovetkézkét feladathoz:
a) A feladat atalakithato igy:
% L cosxz—1

lim (cosz)=? = lim [1 4 (cosz — 1)]=% = lim [1 + (cosx — 1)]ﬁ a2

x—0 r—0 x—0

N‘H

Most mar csak &im,_., <%~ hatarértéket kell vizsgalni.
b) Hatédrozzuk meg a fiiggvény logaritmusanak hatarértékat! ., m‘;ﬁ%: Itt alkalmazhat6
a L'Hospital-szabAly.

(NI

29. lim,_.q (cos $)?15 =e

30. lim, g (cos x)agx =1
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3. fejezet

Folytonossag

1. Az a paraméter mely értékeire lesz a kovetkéizggvény folytonos?

g () = iigrigﬁ, haz # 0,
a+5, hazr=0.

2. Allapitsa meg, hogy folytonos-e az alabbi fliggvényaz 0 ész = % helyen!

z, ha <0,
f(z) =< arcsinz, ha 0 <z <1,
%7 ha %< x.

3. Allapitsa meg, hogy folytonos-e az alabbi fliggvényaz 0 ész = 1 helyen!

X, ha <0,
f(z) = ¢ arctgz, ha 0<z <1,
T ha 1<u.
4. Allapitsa meg, hogy folytonos-e az alabbi fliggvény:az 0 ésxz = 3 helyen!

%a@—l—l, ha <0,

f(z) =1 V1+4=z, ha 0 <z <3,

2, ha 3<u.
5. Allapitsa meg, hogy folytonos-e az alabbi fliggvényaz 1 ész = 100 helyen!

103”1—;110 +1, ha xr <1,
flz) = log,, 10z, ha 1 <z <100,

z—100
10010 10 +3, ha 100 < .
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3. Folytonossag 83

6. Allapitsa meg, hogy folytonos-e az alabbi fliggvényaz 2 ész = 200 helyen!

r—2
ome + L ha T <2,

fl@) =4 logy5z, ha 2 <z <200,
20 43, ha 200 <z

Megoldasok

1. g(x)a(—m;7) \ {0} pontokban folytonos, egyedil az= 0-an kell a folytonossagot

vizsgalni.
. sinodx _ sin dx 7 10z 7 1 1
lim = lim . c—=—-—=a+35,
t—0tgl0z 2—0\ bz tgl0x 2 2

ezérta=1-5=—

N|©

x = 0 helyen folytonosg = % helyen nem folytonos.
x = 0 helyen folytonosg = 1 helyen is folytonos.
x = 0 helyen folytonosg = 3 helyen is folytonos.

x = 1 helyen folytonosg = 100 helyen is folytonos.

o oA w N

x = 2 helyen folytonosg = 200 helyen is folytonos.
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4. fejezet

Derivalas

Hatarozza meg az alabbi fliggvények derivaltjat!

10. f

11.

12.

13.

14.

 flr) =4a® — 22+ 7

f@)=2" =222+ Tx + 6

flx) =4z =3V

f(z) =422 — 39z

flz) =3 —b5z3 + 7%

fz) = (22 + 5)(32" — 82?)

f(x) = (5z 4 7)v/42®
f(x) = (327 — 822) sinw
f(x) = (323 — 822)(sin z — cos z)

flz) = +—

flo) = 525t

fla) = =

fla) = 58

tankonyvtar.ttk.ome.hu
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4. Derivalas

85

15.

16.

17.

18.
19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.

31.
32.
33.
34.
35.
36.

37.

4
f(@) = a==y i
_ 2343
f(ﬂ?) T (z242z+3)(sinz)

fﬂ2—fﬂ
f@) = 5%

(o) = s
f(x)=2Inz

f(x) = 3°(32% — 822 + 2)
f(x) = e*(322 — 4z
f(z)=xz-sinz-Inz
f(x)=2"-sinz - logy x
f(z) =sin’®z

f(x) =sinz?

f(z) =tg(4a? + 1)

f(x) = sin(2? + 3z + 4)
flz) = Vo —32°

f@) =&

f(x) = (327 — 82%)'°
fla) = (#5)°

f(z) = tg?a®

f(x) = V2x —sin 2z
flz) = (525 — 82210 -tg L
flx) = sin 725

Barabas Béla, Fulop Ottilia, BME TTK
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86 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

38. f(x) = 10°"7
39. f(z) = 1057
40. f(z) = 1080
41. f(z) = lgsinbz
42. f(z) = /g a?
43. f(x) = eV T

44, f(z) =tg ’;—ﬁ
45. f(z) = sh[z® + In(x + 8)]
46. f(x) = arth(1 — z?)

47. f(x) = ¢/ 25

1+thx

48. f(x) = arcsiny/1 — 22
49. f(x) = archy/z + 1

50. f(z) = arctg:

51. f(z) = ea™®

52. f(x) = e**sh2x

53. f(r) = Intgg

54. f(1) = /el
55. f(z) =In2-tg (5z + %)
56. f(z) = (1 + 2)(1=2)

57. f(z) = (sinx)”

58. f(z) = V/1+ a2

59. f(z) = 2% + (sin x)sn®
60. f(z) = (Inx)&®

61. f(z) = z(1+2)(2+2)(3 + )
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4. Derivalas

87

Megoldasok

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

(@) =
(@) =

) =
) =
10.

fila) =
fila) =
fa) =
fa) =
fa) =

1222 — 2
43 —4x + 7
207 — g3

1 1
62z — 273
2
2 3 3

5v/47° + (5x + 7)ba?
(2125 — 16x) sinx + (327 — 82?) cos
(922 — 16x)(sinz — cos ) + (32 — 82?)(cosx + sin z)

3x2(142x)— (23 —1)-2 _ 423432242
(1+22)2 T (1+422)2

322 (22 422)— (23 +4)(22+2)
(z2+4-2x)2

(322 +2x+1) cos z+(z3+x2+x) sinx
cos? x

(2xtg z+x2 —2 - )(2+cos x)+x2tg x sin

COS2

(2+cos )2

f(z) =4(=1)(1 — 2®)72(=22)(1 — 32%) 7 + 4(1 — 2?) 71 (=1)(1 — 323)2(—92?)

f'x) =
f'(x) =
f'x) =

f'x) =
f'x) =

322 (22 4+22+3) (sin ) — (3 +3)[(22+2) sin 2+ (22+22+3) cos z]

(24-2243)2(sin® z)
2 2 2y_1
(4z—4)(1—2?)v/z—(22% —4z)[—22/2+(1—2 )m]
(1—z2)2x
_ 1 . (1 . 1
m(l—l—arcsmx) (1—arcsin ) 7 _ 5
(1+arcsin z)? (1+arcsin x)2v/1—x2

3x21n$+x3% =3x%lnx + 22

3%1n3(32°% — 8% + 2) + 3°(182° — 16x)
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88 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR
21. f'(x) = e"(32? — 4x) + €%(6x — 4) = (32 + 22 — 4)e”
22. f'(x) =sinx-lnz+x-cosz-Inx +sinx
23. f'(x) =2%In2-sinx - logg x + 2% - cosx - logs x + 2% - sinx - Ti:a
24. f'(x) = 3sinwcosx
25. f'(x) = (cos x3)3x?
26. f'(x) = mﬁl%
27. f'(z) = (2x + 3) cos(x? + 3x + 4)
28. f'(z) = t(z — 32°)73(1 — 152Y)
29. f'(x) = —(cos bx)~*(sinbx) - 5
30. f/(x) = 10(3z" — 82?)? - (212% — 162)
31 f(e) =3 (#55)"
32. f/(x) =2tga? —5— -2
3. (0 = e
34. f'(z) = 10(5a® — 82?%)? - (302° — 16x) - tg X + (525 — 82)17 - % (=)
35. ['(x) = (cos 238 . 22 )i 2
36. f’(ac) _ =3¢ sinx3(2+S(i2ni;lZ;c;zx3~4sin3xcosx
37. f'(z) = —sin (3£2) - 72w_(2§i,)2x In2
38. f/(x) = 10" . In 10 - cos x
39. f/(z) = 10°"** . 1In 10 - 2sin z cos x
40. f'(z) = 10°#" . 1In 10 - (cos z2) - 2
AL f'(x) = 55
42. f'(z) = Liga®) 7 Lo 20

tankonyvtar.ttk.ome.hu
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4. Derivalas
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43.

44,

45,

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.
53.

54.

55.

56.
S7.
58.
59.

60.
61.

/()
f'x) =

f'(x) =
f'(x) =
f'x) =
f'(x)
f'x) =
f'x) =

— 62 1+x 2\/x

=2"(Inz + 1) + (sinz)™* [coszInsinz + sinz

r—1 1
€ 2vVz—1
_ 1 1 (@) —(z=1)
cos? \/T 2\/% (z+1)?
chlz® + In(z + 8)] - (32% + 15)
= =y (—22)

1 (1+shz)—2 Chx(l—i—thx)—(l—i—shx)ﬁ
1 (1+thx) ) (1+th z)2

—2z -1

1 .
\/1_(1_332) 2V1—22 ~ z/1—a2

1 1
VT o 2yz+1

1.zl -1
1+ a2 241

x

arthz2 2x
€ 1—z4
3e37sh2zx + 2e3*ch 2z

i 1 11 _ 1
g5 cos?f 27 2sinfcosy ~ sinz

=5y V 1H1e(10-27) —arctg/z- 5 (1+1g(10-27) 7). (107229”1;1112110
(}/1+1g(10—2))2

1
1112'@‘5

(14 )0-2) [— In(1+x)+ i;—ﬁ

smx}

Vida? [—(l+a%) + 5 75

(sinz)” [sinz +

cos :r]
sin x

(e [585 + gz

xlnx]

(1+2)2+2)34+2)+22+2)B3+2)+2(l+2)3+2)+z(1+2)(2+2)
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5. fejezet

Erint ©

[

. Ifjafel azf(z) = cos (222 — Z) fggvényz, = 1 helyhez tartoz6 éridjének egyen-
letét!

2. irjafel azf(x) = tg (arccos ) fuggvényz, = g helyhez tartoz6 éridiének egyen-
letet!

3. irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelpleges az = sin(arctgz) fligg-
vényz, = 1 helyhez tartozo éribjére és atmegy az érintési ponton!

4. Irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelylempes azy = T flggvény
xo = 2 helyhez tartozé éridjére és atmegy az A(6,3) ponton!

5. irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelpleges az = 2*°+**! fuggvény
xo = 1 helyhez tartozé éridjére és atmegy az A(0,10) ponton!

6. irja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelpleges az) = In(z + 1 + 22)
fuggvényz, = 1 helyhez tartozo éridiére és atmegy az(—+/2, 3) ponton!

7. Hatarozza meg az = x? gorbe azon pontjait, amelyhez hlzott édipéirhuzamos az
y = 2x + 4 egyenessel!

8. Hatarozza meg az = % gorbe azon pontjait, amelyhez huzott ébimhedleges az
y = 2z + 3 egyenesre!

9. Hatarozza meg az = —% gorbe azon pontjait, ahol az érnt0° szoget zar be az
x-tengely pozitiv felével!
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5. Erintd 91

10. Allapitsa meg, hogy differencialhaté-e az alabbi fiiggvény az0 ész = 1 helyen!

x, ha T S 0,
f(z) = ¢ arcsinz, ha 0<z <3,
%7 ha %< Z.

11. Allapitsa meg, hogy differencialhato-e az alabbi fliggvény az0 ész = 1 helyen!

x, ha <0,
f(z) = ¢ arctgr, ha 0 <z <1,
z ha 1<u.

R

12. Allapitsa meg, hogy differencialhaté-e az alabbi fliggvény az0 ész = 3 helyen!

%x+1, ha <0,

flz)=¢ V1+4+z, ha 0<z<3,
2, ha 3<u.

13. Allapitsa meg, hogy differencialhato-e az alabbi fliggvény azl ész = 100 helyen!

x—1
omo T 1L ha r <1,

flz) = log,, 10z, ha 1 <z <100,

z—100
10010 10 +3, ha 100 < .

Megoldasok

1.y:—3f-§(x—1)+72

2. y=—-2v2(x — ¥2) +1

3.yz—%(m—1)+§

4. y=2(x—6)+3

5. x4+ 10

- __1
Y= ~10m2
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92 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

6. y=—V2x+v2)+3=—V2z+1
7. P(1;1)
8. Pi(4;2) és P»(—4;-2)

9. P(V/3;-6-37%)

Utmutat6 a kdvetkez négy feladat megoldasahoz:
Vizsgalni kell, hogy az adott pontban a jobb és baloldali hatarérték megegyezik-e. Ha igen,
akkor vizsgalni kell, hogy a jobb és bal oldali differencidlhanyados megegyezik-e.

10. Azzx = 1 helyen differencialhaté, az = % helyen nem.
11. Azx = 0 helyen differencialhat6, az = 1 helyen nem.
12. Azx = 0 helyen differencialhat6, az = 3 helyen nem.

13. Azx =1 ész = 100 helyen is differencialhato.
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6. fejezet

Széldéerték-feladatok

10.
11.

12.

Osszuk fel 12-t két részre Ugy, hogy a részek szorzata maximalis legyen!

Osszuk fel 4-et két részre ugy, hogy az egyik rész négyzetének és a masik rész kbbének
0sszege maximalis legyen!

Valamely korcikk tertilete 16 fn Mekkora a kor sugara, ha a korcikk kertilete mini-
malis?

. Valamely korcikk kertlete 4,8 m. Mekkora a kor sugara, ha a korcikk terilete a legna-

gyobb?

Egyr sugaru korbe irhaté derékszdgli négyszogek kozil melyiknek a legnagyobb a
tertlete?

Derékszogben hajlo folyosdn milyen hosszu gerendat lehet vizszintesen atvinni, ha a
folyosok szélessége 4 m és 2,5 m?

Hatarozza meg azsugaru gombbe irt legnagyobb térfogatd henger adatait!
Hatarozza meg azsugari gémbbe irt legnagyobb térfogatu kap adatait!

Egy egyenes korkup alapkorének sugRranagassaga/. Hatarozza meg a kupba
irhaté legnagyobb térfogatt henger adatait!

Hatarozza meg az egy literes felll nyitott legkisebb felszin henger adatait!

Egységnyi térfogati négyzet alapu tartalyt akarunk késziteni a legkevesebb anyagbal.
Mekkorak legyenek az élek, ha a tartaly feltl nyitott?

Az 1000 crifelllet( zart egyenes korhengerek kézul melyiknek a legnagyobb a térfo-
gata?
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Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

13. Az 1000 cm feliilet( feltll nyitott egyenes korhengerek kdziil melyiknek a legnagyobb

14. Keressik meg aZ = 8z parabolanak azt a pontjat, amely a (6, 0) ponttol a legkisebb

15. Egyenb szélességll harom deszkébdl csatornat készitiink. Az oldalfalak milyen haj-

a térfogata?

tavolsagra van!

lasszdge mellett lesz a csatorna keresztmetszete maximalis?

Eredmények
1. 2(12 — ) — maxz = 6.
2. (4—1x)*+2* - maxz = ; masik rész.
3. R=4m,iv=8m.
4, R=12m.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

. M = Zr és alapkor sugara

. Négyzetr = /2.

L tga = YT,6~1,1696 ~ 9,11 m.

V2

73 %T.

I 7 4
. Alapkor sugara= 7, magassag 7 -

. Alapkor sugara= =%, magassag ;M.

r=m= -

e
Alapél =v/2, magasséag —3-‘;—5

Ar — /500
Sugar =/5-,

Sugar = magassag

A 500
magassag 2,/ 3.

1000

37 ¢
P(2;4) ésP'(2; —4).

a = 60°.

tankonyvtar.ttk.ome.hu
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6. Széls6érték-feladatok 95

Mintamegoldasok

1. feladat

Jeldljex az egyik részt. Ekkor2 — = a masik rész.

Feladat:z(12 — ) — max.

Ez megoldhat6 elemi uton is, de a differenciadlszamitas alkalmazhatésagat is demonstralhat-
juk ezen a feladaton. Ekkor az= 12z — z? fliggvény maximumat keressuik. Derivalva:

y' = 12 — 2z. Ennek zérushelye = 6. Itt lehet széléérték. A masodik derivalyy” = —2.

Mivel ez negativ, ezért az = 6 helyen maximuma van a fiiggvénynek.

6. feladat
Az alabbi abra folllnézetld abrazolja a folyosot. Az atvinétleghosszabb gerenda hossza
megegyezik a rajz szerinti legrovidebb gzbbsszaval.

s

l

6.1. abra. Folyoso

Célszer( fuggetlen valtozénak valasztani a gerenda és a fal altal bezart sz6geb. Hoszeh
aza szog fuggvényeében:

l [

l(a) — 1 i 2
S1n & COS &

Az [(«) fuggveny legkisebb értékét keressuk. Derivalva kapjuk, hogy

liycosax  lysina

I'a) =—

sin? a cosZa
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96 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

Oldjuk meg az _
/o) = _llcosoz n Iy sin o _0

sin? a cos? o

egyenletet. Atrendezve adodik, hogy

Y

iga = .
ga I,

Behelyettesitve a numerikus adatokat:

tga = v/1,6.
Mivel a masodik derivalt

sin? o + 2 cos? o cos? a + 2sin? «
sin® o cos3 v

() =1

pozitiv, ezért az(«) fuggvénynek valoban minimuma van a kapott helyen.

9. feladat
Jeldljer a keresett henger alapkdrének sugarabésmagassagat.

R
Feladat a henge¥’ = r%7mm térfogatanak maximumat meghatarozni azon feltétel mellett,
hogy a henger benne van a kipban, azaz a derékszdgl haromszdgek hasonlésaga miatt fennall
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6. Széls6érték-feladatok 97

az
T R

M—m M
Osszefliggés. Eldbm-et kifejezve és beirva a térfogat képletbe a

Vi e (31-20)

fuggvenyt kapjuk. Ennek szerinti derivaltja:

R
V'(r) =2reM — 3r’n—.
(r)=2rm 3r LY;

R
2rnM — 3r*n— =0
rm T7TM

egyenlet zérustdl kilonbdzamegoldasa = %R. Ezen a helyen a
M
V7 =2nM — 6rm—
m T R

negativ, ezért valdban a térfogat maximumhelyét talaltuk meg. H%R, akkorm = z M.

1
3

14. feladat
Jeldlje a parabola keresett pontjanak koordindtaity). Az (z;y) pont tAvolsaga &6;0)

ponttol:
d=+/(xr—6)>+y%

A tavolsag akkor lesz a legkisebb, ha a négyzete a legkisebb. Hasznaljuk fel tovabba, hogy
y? = 8x. Tehat a
d* = (z —6)* + 8z

figgvény minimumat kell meghatérozni. A derivél{z —6)+8 = 2z —4. Ennek zérushelye
xr = 2. Itt nyilvanvaléan minimum van. Tehat a parab¢ta4), illetve (2; —4) koordinatéju
pontja van legkozelebb @; 0) ponthoz és a tavolsat= 4/2.
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/. fejezet

Flggvényvizsgalat

Vizsgalja meg és abrazolja az alabbi fliiggvényeket!

10.

11.
12.
13.
14.

tankonyvtar.ttk.ome.hu

fla) = Bl
flz) = (z —2)*(z - 3)*
f(z) = z(z - 5)°
flz) = 5%
fla)=a+
fla)=a®+ &
f(x) = 5

flx) = L7

f(z) = Fetd
flx) = g
f(z) =sin®x

f(x) =z +sinx
f(z) =z + arctgz
f(z) = sinz + cos 2z
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7. Flggvényvizsgalat 99

15. f(z) =e~"

16. f(x) = e"cosx

17. f(z) = 22Inz

18. f(z) = Insinz

19. f(z) =T — V10— 7

20. f(v) =% — %" 4 841

21. f(z) = —/10z — 22
Megoldasok

1. f(z) = 5x2$—21J(rJic+5

Mintamegoldas:

(@) Ertelmezésitartomany?; = R.
A fuggvényunk nem paros, nem paratlan és nem periodikus.

(b) Zérushelyekz? — 2z +1 =0 < 2,5, = 1.

(c) Aszimptotikus vizsgalat: A fliggvényoo-ben és—oo-ben ugyanoda tart,

527 — 102 + 5 2 (5- 97+ 57)
im 2200y

= 9.
r—+00 2+ 1 n—00 2 1
T <1 + = \O>

y = 5 vizszintes aszimptot&oo-ben.
Fuggleges aszimptotank nincsen.

(d) Elsdrendl derivalt és alkalmazasai (szigoran monoton ivek, lokaligertdkek)

oy (102 —10) (@* +1) — (52 =102 +5) -2 = 2”1
fie) = (22 + 1)? _m(ﬁ+U?

f(z) =0<<= 210 ==l

€T —00 —1 1 +00
[ (z) +++ 0 ——— 0 +++
f (@) / 10 N 0 /
lokalis maximum lokalis minimum
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100 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

(e) Masodrendl derivalt és alkalmazasai (konvex-, konkav ivek és inflexidés pontok):
Kiszamoljuk a masodrend( derivaltat:

217 2 (22 + 1) — (22— 1) -2 (a2 + 1) -2
(x2+1) (x2+1)
10 20 (2?4 1)[2* +1— (2> —1)-2] 20z (3 —a?)
(22 4+1) (22 +1)° (z24+1)°
A masodrendi derivalt zérushelyei; = 0 Tog = +4/3.
T —00 -3 0 V3 +00
2x - —— — - — = 0 ++ + + + 4+ +
3—a? - — 0 +++ + +++ 0 - ——
" (x) + 4+ + 0 B 0 + 4+ + 0 B
(@) e
konvex inflexiés pont konkav inflexiés pont konvex inflexiés pont konkav

(f) értékkeészletR; = [0;10].

Megjegyzés

Kicsit leegyszerisithetjuk a megoldast, ha még az elején figyelembe vesszik; (x0gy
5 e
r4+1

f(z) = [(52% — 102 + 5)/(2? + 1), {, —20, 20}]

-20 -10
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7. Flggvényvizsgalat 101

2. f(z) = [(z — 2)*(z — 3)* {=, 1.5,3.5}]

2.0 25 3.0 3.5

3. f(x) = [z(z — 5)%, {z, —1,6}]

100
L L L T L 1 /
-1 1 2 3 4 5 6
10F
-20
-30F

4. f(x) = [z/(1 + x?), {z, —2, 2}]

0.2

—0.4fF

Barabas Béla, Fuldp Ottilia, BME TTK tankonyvtar.ttk.bme.hu



102 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

5 f(x)=[z+1/x,{x,—2,2}]

6. f(x) = [z* + 1/(52), {z, —2, 2}]

-2.0 -15 -1.0 -0.5 F 0.5 1.0

-10+-
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7. Flggvényvizsgalat

103

8. f(x) =[(z* —= +

0.7t

9. f(z) =[(z* + = +

2.0

1.0

1.4}

9)/(332 +x + 9), {Zl}, —20, 20}]

1)/(:132 — T+ l)a {Zl}, —20, 20}]

—20‘ “ ‘—10‘ | “\/7‘

10. f(z) = [(x* — 3z

—19)/(5(z + 4)), {z, —20, 20}]

10
5L
I S R ‘/
-20 -10 10 20
5|
~10-
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104 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

11. f(x) = [(sinx)3, {z, — 27, 27 }]

1.0f-

o

12. f(x)

6

3r
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7. Flggvényvizsgalat 105

14. f(x) = sinx + cos 2z, [{x, —27, 27 }]

~200+

400+
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Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

1?- f(z) = [wz Inz, {z,0,2}]

18. f(:l:) = [lnsmw {a: 0, 71'}

—0.57
—1.of
71.5f
20°
—2.5f
—3.0:

19. f(z) = [v/& — v/T0 ==, {,0, 10}]

3F

2}

tankonyvtar.ttk.ome.hu
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7. Flggvényvizsgalat 107

20. f(:l:) = [x3/6 — 5x2%/2 + 8z + 1, {x, —2,11}]

N T T
_20LC
_osf

21. f(x) = [—+v/10x — x2, {x,0,10}]
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8. fejezet

Hatarozatlan integral, az integralas
technikaja

[ 2*(a? — 1)dx

dz
2

f \/g_c—a:+x2 dr

[ (x+1 2=3) 1o

3x2

/‘ z2— 4x+7 de
f(Qx + 3y + Vo +1)dz
J 2x3+5 dx
|5
i mdm
2x32i5 dx

3z+10
22245 dx

322
2x+5 dx

.“390.\‘.070"?“.00!\’!—‘

-
©

-
=

-
!\J

=
w

2x2+5

H
o

-fm

v =10

=
a1

=
(o]

- e
(2 + 5%)dx

[
\‘
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8. Hatarozatlan integral

109

18.
19.
20.
21.
22.
23.

24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.

32.

33.
34.
35.
36.
37.
38.

39.
40.
41.
42.
43.

44,

45.
46.

[ (x + €e’*)dx
[(4sinz — 3 cos x)dx

[ tg xdx
[ tg*xdx

f sin? zdx

]‘ cos 2z
J sinx4coszx

dx
3x

| ez de
/ ez+11d'r

cos 3z
8+sin 3x dx

[ sh xj—ch T

| Fda
[ ava? + 1dx

| st

| =de

fmcm

[ VcosT x - sin wdx
fe_xdx

dx

[ e cos zdx

i xx/ 25 + x2dx
| waey = 43: ooy 42
e

[ 2 sin 3zdx

[ xsinx cos xdx
[(2? — 1) sinadx
[ Inzdx

[ 1n* vdz

facz In xdx

i 3e~dx

. 5(3L 2)

Barabas Béla, Fulop Ottilia, BME TTK
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110 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

47. [ arctgzdx
48. [ x - arctgrdx
49. [ e sin 2zdx
50. [ €°* cos3zdx
51. [ arccos £dx
52. [ Ldz

53. [ =rrgda
54. [ Griymde
55. fm&v
56. dx
57. dx
58. | = 7x+12d$

22 —6z+10
99. | = 7x+12dx

61. [ lmdr
62. f”ﬂ“-Sd

3 —4zx

—

fm

3z 44— de

6 (z+2)3

66. f xm2+4 dx

67. [ = 207 -dx

68. [ ﬁdm

69. [ m—dx

70. fe“ldx

71. f . i:zdx

72. [ 2 Tl

73. [z V/5z + 3dx
74. [V1—22dx

B
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8. Hatarozatlan integral 111

75. [ V2?2 — 1dx
76. [ Va2 + 1dz
77. fxsmdaﬁ
78. [
79. [
80.

6x
\/ﬁ dx

\/1 2

| Fade

81. dz

1
J =

82. [ wsing gy

Néhany mintafeladat megoldasa
Fontosabb helyettesitések:

a) / R (e*,e*,...) dz (R raciondlis tortfliggvény) alak esetér- e” helyettesités, ahon-

nanz = Int: dz = T.dt.

Példaul:

2z _
/ ¢ der = / t—/—d—/t+1 1dt:/ 1—L dt =
e +1 t—i—l t+1 t+1 t+1

:t—1n|t+1|+c:e —In(e"+1)+c¢

e’ t
r = Int
1
dr = -=dt
t

b o
helyettesités.

b . . .
b) /R (x, pf 0T+ )dx tipusu integral esetébén= i
) cx+d cx
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112 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

Példaul:

2x t2_4t
——dr = | 2—dt=
/\/6x+4 . t 3
1 1743 1 [/ (62 +4)°
o= dt==> | —a e I N e
9/( ) 9{3 }” 9 3 kAT
Vor+4 = t
6r+4 = ¢
2 —4
r =
6
1 ¢
de = =-2tdt=—dt
o 6 3

C) / (x, Va2 + a2> dz tipusu integrél esetén= « - sht helyettesitésdx = a - ch t dt).

llyenkor hasznaljuk még éh’z — sh’z = 1 képletet, valamint

sh(archz) = Va2 — 1
ch(archz) = Va2 +1
képleteket, melyek ain®z + cos?x = 1, sin (arccosx) = /1 — 22 éscos (arcsinz) =

V1 — 22 képletek megfeléli a hiperbolikus fliggvényeknél.
/ (x, Va2 — a2) dz tipusu integral esetében= « - ch t helyettesitésdx = a - sht dt).

/ (x, Va? — x2> dz tipusu integral esetén pedig= a - sint vagyx = a - cost helyet-

tesitések barmelyike alkalmazhaté (ekior= a-cost dt vagy a masodik helyettesités esetén
dr = —a - sint dt).

Példaul:

/\/$2 — 16dx = / \/16 (ch?t — 1) - 4sht dt =
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8. Hatarozatlan integral 113

_1+chot
:16/sh2tdt:16/Ldt:—8t+8/0h2tdt:

2
= —8t + §Shsz +c= —8alrchE +4-2-sh <arch£> ch <arch£> +c=
2 4 4 4
2
:—Sarchz—i-S- (f) —1£+c:: —8arch£+£-\/x2—16+c
4 4 4 4 2
r = 4cht
dr = 4shtdt
t = alrchE
4

Hasznaltuk itt ash®t = =t |inearizalas-képletet, melynek a parjar’t = 22 és a
sh2t = 2-sht-cht képletet.

Feladat. Szamitsuk ki az/ T értéket
‘r J—
Megoldas:
1 1 1 A B  Cx+D

A8 (-9 (249 @-3)(@13) (@249 2-3 743 249
Ax+3) (22 +9)+B(z—3) (2> +9) + (Cx + D) (x — 3) (x + 3)
x4 — 81
x csOkkerd hatvanyai szerint rendezve a szamlalot kapjuk, hogy
(A+ B+ C)a*+ (3A—3B+ D)a*+ (9A+9B —9C) x + 27TA — 27TB — 9D
x4 — 81 ’
ahonnan a kovetkézegyenletrendszert kapjuk:
A+B+C =
3A—-3B+D =
9A+9B —-9C =
2TA—-27TB—-9D = 1

o O O

Az els) és harmadik egyenlegibkapjuk, hogyC' = 0, majd ezt mindegyik egyenletbe behe-
lyettesitve és megoldva a harom egyerdétdl6 harom ismeretlenes egyenletrendszert (két
egyenlet ugyanaz lesz) kapjuk, hogy= 11z, B = — 345, D = — 1. Ezért az elemi tortekre
bontas a kovetkéih oz vezet:

/L_/L LONNEE SN SN RS S
x4 —81 108 z—3 108 z+3 18 2249 N

1 1 1 1 €T
=—.] -3 - —-1 3| — — . Zarcto—
Tog " [le =3l = qog e+ 3] - g garctez +c,
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114

Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

/ dx 3/ sda 1 tol 1
=—- | —=—— = zarctg- +c.
J 2+9 9, (§)2+1 3783

Gyakorlo feladatok megoldasai

3 5

+5

8= oo|§‘3

3. —%+$—Inx

2

T T 1

. %2—2x+31n(x—2)

2?4207 4+ 3 (x4 1)3

. 2In(2z + 5)

. 32+ 2In(2z +5)

10.

11.

12.

13.

14.
15.
16.

17.

18

2 In(22? + 5)

v/10arctg [\/gx] + 2Log([5 + 227

3. (=75 — 20z + 42* 4 50Log[5 + 2z])
(5 3yl 2]

3v5 + 2z

—5+x)V/b+ 2z
Vb + 222

x0 5%
T Log[5]

bz 54:6/5
{T+ 5 }

—~

[NJ oV

tankonyvtar.ttk.ome.hu
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8. Hatarozatlan integral
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19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.

35.

36.
37.
38.

39.
40.
41.
42.
43.
44,
45.
46.
47.
48.

Barabas Béla, Fulop Ottilia, BME TTK

—4cosx — 3sinx
—Incosz

—x+tgx

x 1 .
5 181n2$

cosx +sinz
—chz + shz

e

2
In[—11 — €”]
%ln[S + sin 3]
V1+ a2
5 (1+2?)
In[1848 + In ]
2vsin x

2[ln 2]3/

{—%[cosx]10/3}

—X

3/2

—€

52731
{_ 3In5 }
esinx
5 (25 +2?)

7
12(6—4x)6
[Inz)?

2

1
3

3/2

T cos 3z + % sin 3x

—%x cos 2z + % sin 2z

cosx — (=2 + z*) cosz + 2xsinx

—x+xlnz

2¢ —2xInx + zlna?
z3 1,.3

-5 t 37 Inz

%e‘ﬂﬁ2 (-1 —2?)

zarctgz — 5 In[1 + z?]

=z arctgx 1,.2
5 + ==+ 5T arctgx

2
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116 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

49. L (=2 cos[2x] + 3sin[2z])

50. ;¢ (5 cos[3z] + 3sin[3z])

51. —v/9 — 22 + x arccos [g]

52. In[3 + 2]
53. —,L

54. {55t }

55. larctg[2tZ]

56. 1 In[—1 —z] — 1 In[5 + 7]

57. In[-2(—4 4 z)] — In[2(—3 + )]

58. 2In[—3(—4 + z)] — In[3(—3 + z)]

59. z +2In[—3(—4 + z)] — In[3(—3 + )]

arctg[ 2%]
2V3

In [2\/5—:1:] —In [2\/5—%:1:]
43

62. 4z + "'“"2—2 + % +5In[—8(—2+ )] +2Inx — 31In[8(2 + z)|
63. 30 — & + £ 4 Lin[—17(—1 + 2)] — LW[17(2 + 2)]
64. 5 + 5= +3In[2 + 7

60.

61.

@ta)?
65. ——— — 5In[-3 + 2] + 5 In[—1 + 2]
66. 5 (2 — 11n[4 + 2?])

67.2 (¥ + Lin[—1+ 2] — 1 In[l + 2])
68. Larctg[2] + - In[-3 + 2] — 75 In[3 + 2
69. 4 (—% 4 {In[4 — e*])

70. ¢® —In[1 + €”]

71. 7 (2¢" — In[1 + 2e”])

72. Z2(—4+ 3z)V/4+ 62

4(3452)5/4(—12+25z) }

g

\]|l\3 NI

73.

1125
(:L‘\/ 1 — 22 + arcsin x)
oV ITF 12 (2 + VoI5 )]

74.
75.

N[—= NI= A N
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8. Hatarozatlan integral
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76.
7.

78.
79.
80.
81.

82.

5 (V14 a2 + arshz)

—L(1-22)* (24322

—6v1 — 2

6 (~4av/T— a7 + sgns)

2arctg[y/]

{-31+2)"*+21+2)**+3In[1+ (1+2)/3]}

(arcsin )2
2

Barabas Béla, Fulop Ottilia, BME TTK
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9. fejezet

Az integralas alkalmazasai. Terllet

Hatarozza meg ag = 1_13:2 fuggveény gorbéje és az x-tengely kozotti terlletet

a) a|0; 0,6] intervallum fol6tt; b) aZ1,2; 7] intervallum folott.

Hatarozza meg az = % flggvény gorbéje és az x-tengely kozotti terlletet a
[2; 3] intervallum f6lott.

. Hatarozza meg az2 — 2z — 4y + 6 = 0 parabola és ag = —x + 3 egyenes altal

hatéarolt sikrész teriletét.

4. Hatarozza meg aZ = x és azy = 2% gorbék altal hatarolt sikrész teriletét.

10.

11.

12.

. Valassza meg az > 0 szamot ugy, hogy ag = o - z - Inz, 1 < x < e gorbe alatti

tertilet10 legyen!

Szamitsa ki az? + y? = r? kor terlletét. Oldja meg a feladatot paraméteres alakban
is, majd hatarozza meg a teruletet, mint szektor tertletet is.

Hatarozza meg agé + g—j = 1 ellipszis terlletét. Oldja meg a feladatot paraméteres
alakban is, majd hatarozza meg a terlletet, mint szektor teriletet is.

Hatarozza meg az = t?, y = t> gorbe és az x-tengely altal hatarolt teriletet az
1 <t < 3 paramétertartomany esetén.

Hatarozza meg az = 4(t — sint), y = 4(1 — cost) egyenletl ciklois egy ive és az
x-tengely altal hatarolt teriletet.

Hatarozza meg az = 5cos t, y = 5sin®t egyenletli asztois teriletét. Oldja meg a
feladatot a szektorterilet integralképlete alapjan is.

Hatarozza meg @ = a/cos 2¢ egyenletl lemniszkata7 < ¢ < 7 polarszogtaro-
many altal kijel6lt darabjanak tertiletét.

Hatarozza meg @ = 2(1 + cos ¢) egyenleti kardioid < ¢ < 7 polarszégtaromany
altal kijel6lt szektoranak tertletét.
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9. Az integralas alkalmazasai. Teriilet 119

Megoldasok
1. a7 =In2; b)T =In+v12.
2. T=1In %
3. [M{(—a+3)—[2—v2z—2|}dx = 2 vagy [ [(3—y)—i(y>—4y+6)dy= 2.
4.7 =1.
5. Mintamegoldas.Hal < = < e ésa > 0, akkor azy = « - = - In z pozitiv értéki, ezért

1 ése kdzott a gorbe alatti tertlét = / a-z-Inxdr =10
J1

2\ 2 2
1
/xlnxdxz/(%)~1nxdx:%~lnx—/%~;dx

(polinom- In = parcialis integralds

2 1 2 12
:I—'lnx——/xdm’zx—'lnx——x——l—c

2 2 2 22
e 2 27€ 2 2 1
/1a-x-lnxd:p:a{%-lnx—%llza[%—%—(0—1)1:
B €2+1 B e +1
T Ty) Ty
e+ 1 40
:1 =
“ V=a=5F"7
6. T =rm
7. T = abmr
_ 484
8. T=""
9. T =487
_ 157
10. T = =F
11. T =%

2

_ 374+8v242
12. T = 3misyats
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10. fejezet

Az integralas alkalmazasai. Térfogat

1. Hatarozza meg az= x? parabola x-tengely korili forgatasaval keletéeest térfoga-
tat, ha az iv két végpontjanak abszciszaja 0 és 4.

2. Hatarozza meg az= 2 parabola y-tengely korli forgatasaval keletédest térfoga-
tat, ha az iv két végpontjanak ordinataja 0 és 4.

3. Hatarozza meg ag= In z gbrbe x-tengely korili forgatasaval keletkaest térfogatat,
ha az iv két végpontjanak abszciszaja 1 és 5.

4. Hatarozza meg az= In z gorbe y-tengely koruli forgatasaval keletkeest térfogatat,
ha az iv két végpontjanak ordinataja O és 4.

5. Hatarozza meg az R sugart gomb térfogatat. Oldja meg a feladatot paraméteres alakban
is.

6. Hatarozza meg az = a(t — sint), y = a(l — cost) ciklois egy ivének x-tengely
kortli forgatasaval keletkéetest térfogatat.

7. Hatarozza meg az = 5cos®t, y = 5sin®t asztrois) < ¢ < 5 ivének x-tengely
kortili forgatasaval keletkéetest térfogatat.

8. Hatarozza meg a= 2(1 + cos ¢) egyenleti kardioid polartengelykorili forgatasaval
keletked test térfogatat.

9. Hatarozza meg a = 2a cos ¢ egyenletll gorbe polartengelykoérili forgatasaval kelet-
kez) test térfogatat.
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10. Az integralas alkalmazasai. Térfogat 121

Megoldasok
1.V = %ﬂ
2.V =28r
3. V=(5In*5—10In5+ 8)7
4.V =1(e* 1)
5 V= §R37T
6. V = ba’n?
7.V =
8.V = %a‘gﬂz
9. V = 2a3n?
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11. fejezet

Az integralas alkalmazasai. Felszin

1. Hatarozza meg az = 2,/x parabola x-tengely koruli forgatasaval keletleaest fel-
szinét, ha az iv két végpontjanak abszciszaja 0 és 8.

2. Hatarozza meg az = 952—2 parabola x-tengely korli forgataséaval kelet&dest felszi-
nét, ha az iv két végpontjanak abszciszgja 0 és 4.

3. Hatarozza meg az= 3z* gorbe x-tengely korli forgatasaval keletkeest felszinét,
ha az iv két végpontjdnak abszciszaja 0 és 5.

4. Hatarozza meg az= In x gorbe y-tengely korili forgatasaval keletkeest felszinét,
ha az iv két végpontjanak ordinataja 1 és 5.

5. Hatarozza meg az? + y?> = r? kor x-tengely koruli forgatasaval keletk@momb
felszinét. Oldja meg a feladatot paraméteres alakban is.

6. Hatarozza meg az = a(t — sint), y = a(l — cost) ciklois egy ivének x-tengely
kordli forgatasaval keletkéztest felszinét.

7. Hatarozza meg az = 5cos®t, y = 5sin®t asztrois) < ¢ < 5 ivének x-tengely
kortili forgatasaval keletkéetest felszinét.

Megoldasok
1. F= %ﬂ

2. F =Z (13217 — arsh4)
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11. Az integralas alkalmazasai. Felszin

123

3.F=2 [(1+81~54)%—1]

4. F = (e’V/1+ €% + arshe® — /2 — arshl)
5. F = 4r’n

6. F = fen

7. F = 30r

Barabas Béla, Fulop Ottilia, BME TTK
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12. fejezet

Az integralas alkalmazéasai. lvhossz

Hatarozza meg az alabbi fliggvények megadott darabjanak ivhosszat!

1. y =22 1<x<4

2. y=chz 0<z<4

3.y=Inz 1<x<4

4. y =Insinx F<r <y

5. y=+16 — 22 0<x <4

6. x =5cost y=>5sint 0<t<73

7. x=4(t —sint) y=4(1— cost) 0<t<3
8. v =5cos’t y=5Hsin®t 0<t<Z%

9. z=2t y=3t* 2<t<5

10. p=a¢ 0<o<1
11. p = 2(1 4 cos ¢) 0<¢p< 3

Megoldasok

1. L = 1[8V/65 — 2v/5 + arsh8 — arsh2]
2. L =sh4
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12. Az integralas alkalmazéasai. ivhossz 125

3. L=2et+et—e—e !t =2[In(e* +1) —In(e* — 1) + In(e — 1) — In(e + 1)]
4. L = —Intg%
5 L=2r
6. L= gﬂ'
7. L=16—82
8.L=%
9. L = 1[15v/226 — 61/37 + arsh15 — arsh]
10. L = £(v2 +arshl)
11. L =8 — 42
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13. fejezet

Az integralas alkalmazasai. Sulypont

1. Mutassa meg az integralszamitas alkalmazéséaval, hpgy;a| intervallum folott az
y = M — Y|z fiiggvény grafikonjaval hatarolt egy@szari haromszog stlypontja
S(0; %), ha a haromszdglemez egyenletes tomegeloszladd, ésalaminta pozitiv
paraméterek!

2. Hatarozza meg @ R; R] intervallum és azy = v/ R? — 22 gorbe altal hatarolt egyen-
letes tomegeloszlasu félkor sulypontjanak koordinatait!

3. Hatarozza meg g-3; 3] intervallum és azy = 9 — z? gorbe altal hatarolt egyenletes
tomegeloszlasu siklemez sulypontjanak koordinatait!

4. Hatarozza mega= /x gorbe, & < z < 25 intervallum, és az = 25 egyenes altal
hatarolt homogén siklemez sulypontjanak koordinatait!

5. Hatarozza meg a = ¢* gorbe, & < x < a intervallum, és az = a egyenes altal
hatérolt homogén siklemez sulypontjanak koordinatait!

6. Hatarozza meg @ = cosx fliggvény0 < x < 7 intervallum, és az = 7 egyenes
altal hatarolt homogén siklemez sulypontjanak koordinatait!

7. Hatarozza megm@ = sin x figgvény és & < x < r intervallum altal hatarolt homogén
siklemez sulypontjanak koordinatait!
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13. Az integralas alkalmazasai. Sulypont

127

Megoldasok

N o g s wbhRe
nn

~—~~ o~ —~ —~ —~
—
(S
|5
~
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14. fejezet

Gorbulet, simulokor

1. Hatarozza meg az = % fuggveény gorblletét és simuldkorének sugarat, kozéppontjat
azx = 1 abszcisszaju pontban!

2. Hatarozza meg az= a? fliggvény gorbiletét és simulokorének sugarat, kozéppontjat
azx = 0 abszcisszaju pontban!

3. Hatarozza meg azt a pontot, aholaz In 2 gorbe gorbiletének legnagyobb az abszo-
lat értéke!

4. Hatarozza meg az= sin z fUggvény gorbiletét és simuldkdrének sugarat, kozéppont-
jatazr = 7 abszcisszaju pontban!

5. Hatarozza meg az= tg x fuggvény gorbuletét és simulokdrének sugarat, kdzéppont-
jatazr = 7 abszcisszaju pontban!

Megoldasok

_ 1 _ _ _
1.G—W,R—\/§,a—2,b—2.

2.G=2R=1%a=0,b=

N [—=
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15. fejezet

Vektortér

o bk w0 Dd ke

10.
11.
12.
13.
14.

15

Egy sikban vannak-e a kdvetkezektorok:a (5, —4, —1) b(—2,3,7) ¢(3,—1,6)?
Fuggetlenek-e a kdvetk@zektorok:a(1,0,0) b(1,1,0) ¢(1,1,1)?

Adjunk meg olyan vektort, amely felezi az1, 2, 3) ésb(2, 3, 1) vektorok szogét!
Adjunk meg olyan vektort, amely felezi az3, 4) ésb(5, 12) vektorok szdgeét!

Adjunk meg olyan vektort, amely az origdbol 473,4) B(5,12) szakasz felezpont-
jaba mutat!

Adjunk meg olyan vektort, amely az origobdl 4¢3, 4,5) B(5,12, —1) szakasz fele-
z6pontjaba mutat!

. Adjunk meg olyan vektort, amely az origob6l.423, 4) B(6, 16) szakaszA-hoz koze-

lebbi harmadolé pontjaba mutat!

. Adjunk meg olyan vektort, amely az origébol dz3,4,0) B(9,8,4) szakasz B-hez

kozelebbi negyedélpontjaba mutat!

Merdleges-e egymasra a kovetkdzt vektora (5, —4, —11) b(—2, 3, —2)?
Mekkora szdget zar be egymassal a koveihkes vektora(3, 4) ésb(5,12)?
Mekkora szdget zar be egymassal a koveikes vektora(2, 1, 3) ésb(5,2,1)?
Hatdrozza meg az —4, 12, 3) vektor irAnyaba mutat6 egységvektort!
Mekkora szdget zar be a koordinatatengelyek pozitiv felével &, 2) vektor?

Hatarozza meg az(1, 2, 3) vektor v (0; 1;2) vektor tartdegyenesére vett meges
vetuletvektorat!

Hatarozza meg aZ4, —3, 1) vektor vetuletét &(—6, 3, —2) vektor egyenesén!
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130 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

16. Bontsa fel az(—2, 11, —2) vektort ab(—6, 3, —2) vektorral parhuzamos és ra mes-
ges komponensekre!

17. Bontsa fel &(—6,3,—2) vektort ak(0,0,1) vektorral parhuzamos és ra rkrges
komponensekre!

18. Bontsa fel & (0,0, 1) vektort ab(—6, 3, —2) vektorral parhuzamos és ra rkrges
komponensekre!

19. Tukrozze al(9,7, —19) vektort aze(—7, 11, 4) vektor egyenesére!

20. Mekkora annak a hdromszognek a tertlete, keriilete és mekkorak a szégei, amelyet az
origébol indulda(4, 3, —7) €sb(5, 2, 6) vektorok feszitenek ki?

21. Szamitsa ki az(1,2,3), b(4,5,6) ésc(7, 8, 10) vektorok altal kifeszitett tetraéder tér-
fogatat!
Legyen innen kezdvea = 3i + 12j — 5k , b = 4i — 3k, c = —2i + 3j + 6k.

22. Hatarozza meg &, 2a + 3b, 3a — 2b, a + b + ¢, vektorokat.

23. Szamitsa ki aab, ac, a(b + 2c) skaléris szorzatokat.

24. Hatarozza meg értékét ugy, hogy a = —2i + 3j + 6k vektor mebleges legyen a
d = zi+ 2j + k vektorra.

25. Szamitsa ki az, b ésc vektorok hosszat.

26. Szamitsa ki az ésb, valamint azu ésc vektorok szogét.

27. Hatarozza meg az= —i + 65 + 13k vektornak ac = —2i + 3j + 6k vektorra e
merdleges vetlletét.

28. Hatarozza meg avektornak ac = —2i + 3j + 6k vektorra eé mebleges vetlletet.

29. Hatarozza meg@a= —2i + 3j + 6k vektornak az = —i + 6j + 13k vektorra e
metdleges vetlletét.

30. Hatarozza meg az+ b vektornak ak vektorra ed mebleges vetlletét.

31. Bontsafel ag = 4i + 7j + 6k vektort ac = —2i + 3j + 6k vektorral parhuzamos és
ra mebleges komponensekre.

32. Bontsafel ag =i — 10j — 11k vektort ac = —2i + 3j + 6k vektorral parhuzamos es
ra mebleges komponensekre.

33. Bontsa fel & = 10i + 24j — 13k vektort aza, b, ¢ vektorokkal parhuzamos kompo-
nensekre.

34. Bontsa fel & = 15i + 39j — 15k vektort aza, b, ¢ vektorokkal parhuzamos kompo-

nensekre.
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15. Vektortér 131

35. Szamitsakiaz, =i+ 2j + 3k ésa, = 4i — 2j + 3k vektorok vektorialis szorzatat.

36. Hatarozza meg ag = 2i — 2j + 3k ésa, = 5i — 2j + 3k vektorok altal kifeszitett
paralelogramma tertletét.

37. Hatarozza meg ag = 2i — 2j + k €sas = 4i — 2j + 3k vektorok altal kifeszitett
h&dromszdg teriletét.

38. Hatdrozza meg annak a hdromszognek a terlletét, amelynek az origobdl a csucsaiba
mutato vektorokaz =i+ j + k, b = 3i +4j — k ésc = 5i + 3k.

39. Egy haromszdg csucsaiba mutatod vektadok= 5i + 25 + k, B = 3i + 4 — k és
C =7i+ 155 + 3k. - -
Hatarozza meg az AB oldal felégontjaba mutaté vektort.

Hatarozza meg a sulypontba mutato vektort.
Hatarozza meg a C pontbdl indulé magassag talppontjat.
Hatarozza meg az AC oldal nideges vetiletét az AB oldalon.

40. Egy sikban vannak-e az= 3i + 12j — 5k , b = 4i — 3k, ¢ = —2i + 3j + 6k €s
d = —5i + 39; vektorok végpontjai?

41. Egy sikban vannak-e az= 3i + 12j — 5k , b = 4i — 3k, ¢ = —2i + 3j + 6k és
d = 5i — 395 + k vektorok végpontjai?

Megoldasok

Igen, mer + b = c.

lgen.

a+b=(3;5;4) ésa — b = (—1; —1;2) iranyu vektorok.

13a + 5b = (64;112) és13a — 5b = (14; —8) irdnyu vektorok.
F =48 = (48).

F =(4;8;2).

N = 4838 — (75;8; 3).

© ©® N o o bk~ wDNRE

Igen, merw - b = 0.

_ 63
. COSx = 65"
15

. COsS ¥ = 130"

N
b O
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132 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

12. e :i (— 13’13’13)
4

13. cosa = NGE

14. Mintamegoldas. u vektor felbontasa-vel parhuzamos és arra niégges komponen-
sek Osszegére:

S
I
I
Is
Il
VR
I
I= I
N——
S

Uy = U— Uy

=y

_ . .2 . .2 _ 8 2 _ .8.16

U = [(17273) <O,L5,—5):| . <O’%’%) = % <O T T) = (0’57%)’ mert
— _ .12

L=l (0,1,2)_(0,—5,—5>.

15, —2p = (32, — 15, 10,

7T

\3|\c3

16. Parhuzamos komponerts:6; 3; —2), mebleges komponensi; 8; 0).
17. Parhuzamos komponert8; 0; —2), metdleges komponens=—6; 3; 0).

meidleges komponeng:—12; 5 1),

18. Parhuzamos komponerfsz; 45 190 19

3'73
20.T:%\/322+592+72 K= W+\/@+\/171,
_ _ 81 _ _—16
COS (v = —o=mr, cos 3 = \/W COS7Y = —=.
21. vV =3.

22. ba = 151%—601—25@
2a + 3b = 18i + 245 — 19k
3a—2b =i+ 36j — 6k
a+b+c=>5i+15j — 2k.
23.a-b=27,a-c=0,a-(b+2c) = 27.
24. x = 6.

25. |a| = V178, |b

49’49)
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15. Vektortér 133

26. cos(a,b) = 5\?17%, (a,c)szbge= 90°.

27. e vetllete= 2c = —4i + 6 + 12k.

28. j vetillete= 2c.

29. c vetillete= 2.c.

30. a +b="Ti+12j — 8k, ezert vetulete-8k.

31. Parhuzamos komponeag = (—2; 3;6), meidleges komponend; 4; 0).

32. Parhuzamos komponens-2¢ = (4; —6; —12), meidleges komponens:3; —4; 1).
33.
34. h=3a+2b+c.

35. a; x a, = 12i + 95 — 10k.

36. T = \/117.

37. T = 3.

38. T = /89.

39. AB oldal felebpontja= (4;3;0), S(5;2;5), T(11; —4;7), AT = (6; —6;6).
40. Igen.

41. Nem.

h
h
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16. fejezet

Koordinatageometria

1. irjafel aP(1,2,3) ponton atmed v(5, 4, 3) irAnyvektort egyenes egyenletrendszerét!
2. irjafelaP(1,2,3) ésQ(4, 6,15) pontokon atmef egyenes egyenletrendszerét!
3. Rajtavan-e &(1,2,3) ésQ(4, 6, 15) pontokon atmed egyenesen ak(7,8,9) pont?

4. Rajta van-e &(1,2,3) ésQ(4,6,15) pontokon atmed egyenesen asg(10, 14, 39)
pont?

5. Milyen a kdvetkea két egyenes kdlcsonds helyzete (parhuzamos, mekgen)?

r = 443t r = T+6t
y = 644t y = 448t
z = 15+ 12t z = —11+ 24t
6. Milyen a kdvetked két egyenes kolcsonds helyzete (parhuzamos, mekgen)?
r = 443t r = 9+t
y = 644t y = 1442t
z = 15+ 12t z = 37+5t
7. Milyen a kdvetkea két egyenes kdlcsonds helyzete (parhuzamos, ekgero)?
r = 443t r = T+t
y = 644t y = 442t
z = 15+ 12t z = —11+5t
8. Hatarozza meg az alabbi kiééegyenes par egy normal tranzverzalis vektorat!
r = 443t r = T+t
y = 6+4t y = 442t
z = 15+ 12t z = —11+5t
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16. Koordinatageometria 135

9. irjafel aP(2,0,2) ponton atmetin(4, 3, —2) normalvektord sik egyenletét!

r = 4+3t
10. irja fel aP(2,0,2) pont és az{ y = 6+ 4t egyenes altal meghatarozott sik
z = 15+12t

egyenletét!

11. irjafelaP(9,8,—1) Q(7,4, —11) ésR(15,0, —1) pontok altal meghatarozott sik egyen-
letét!

12. Rajtavan-e (9,8, —1) pont adz + 3y — 2z = 4 sikon?

13. Rajtavan-e &(4,6,15) pont adx + 3y — 2z = 4 sikon?

r = 443t
14. Hatarozza meg4ér + 3y — 2z = 4sikésazn y = 6+4t  egyenes kdlcsonos
z = 15+ 12t
helyzetét!
r = T+t
15. Hatarozza meg4x + 3y — 2z =4sikésazn y = 4+ 2t egyenes kolcsonds
z = —11+5t
helyzetét!
r = 1243t
16. Hatarozza megér + 3y — 2z = 62sikésazx y = 10+ 2t egyenes kdlcsdnos
z =t
helyzetét!

17. Hatérozza meg az+ 2y + 3z = 5 és2x + 4y + 6z = 5 sikok kdlcsdnos helyzetét!
18. Hatarozza meg az+ 2y + 3z = 6 €s3z + 2y + z = 6 sikok kdlcs6nds helyzetét!

19. Hatérozza megB(2, 3,4) és@)(14, 0, 8) pontok tavolsagat!

r = 12+ 2t
20. Hatarozza megB(2,3,4) pontés¢ y = 18+ 3t egyenes tavolsagat!
z = 9+t
r = 1242t
21. Hatarozza megB(11,16,3) pontésq y = 18+ 3t egyenes tavolsagat!
z = 94t

22. Hatarozza meg &(4, 3,2) pont ése + 2y + 5z = 100 sik thvolsagéat!
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136 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

23. Hatdrozza meg az+ 2y + 5z = 20 ésx + 2y + 5z = 30 sikok tavolsagat!

r = 443t x = 7+t
24. Hatarozzamegaz y = 6+4t €s< y = 4+2t kitérd egyenesek ta-
z = 15+ 12t z = —1145t
volsagat!
r = 443t r = T+t
25. Hatarozza meg y = 6+4 ésg y = 4+2t kitér6 egyenesek nor-
z = 156+ 12t z = —1145t

mal tranzverzalisanak végpontjait!

Megoldasok

r = 145t

1. y = 2+4¢
z = 343t
r = 143t

2.8y = 2+4t
z = 3412t

3. Nincs.

4. lgen.

5. Parhuzamos.

6. Metsd, metszésponl; 10; 27).

7. Kitéro.

8. n(—4;—-3;2).

9. 4x + 3y — 2z = 4.

10. 4z + 3y — 22 = 4.
11. 4o + 3y — 2z = 62.
12. Nincs.

13. Igen.
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16. Koordinatageometria

137

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.

24,
25.

Az egyenes benne van a sikban.

Az egyenes parhuzamos a sikkal.

Doféspont9; 8; —1).
Parhuzamos.

MetsD.

|PQ| = 13.

A pont rajta van a sikon.
d=+/2T7.

d= 5.

_ 10

d = 2+/29.

Az A(1;2;3) ésB(9;8; —1) pontok.
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17. fejezet

Matrixok

1 3 2 . 2 3 4
Legyené_{0 4 5} esé_{l 5 0].

1. Hatarozza meg a2 +

sy

, A— B, 3A, 3A + 2B matrixokat!

1 2 3 -4 2 -3
Legyeng—[341:—[_2 81es£—[0 6]'

2. HatarozzamegaZ + D, C - 2D, CD, DC, C'DE matrixokat!

S

3. Végezze el az alabbi miveleteket, ha lehet!
AC, AD, EA, BA, C(B+A), A(B+(Q), C*, CC", CA", E,

ahoIéT az A matrix transzponaltjat jeldli.

2 10 3 1 -2
Legyent' = I 1 2|eéesG=| 3 -2 4
-1 2 1 -3 5 -1

4. Hatarozza meg aZG — GIF' matrixot!
Legyena” =[4 1 3].

5. Hatarozza meg a#’ a ésaa’ szorzatokat!

2 1 -1
LegyenH = 1 3 2
-1 2 1

6. Szamitsa kiaa” H, H a, valaminta” H o szorzatokat!

Legyenz” = [ T Yy z ] .
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17. Matrixok 139

7. Szémitsa ki az” H z szorzatot!

[ cos 2« sin 2« } , [ COS & }
Legyenl = | . ésv=| . :
= sin o

<

sin2a  — cos 2«

8. Szémitsa kid&”, I, Tv, v"Tv, T?v, v"T?v szorzatokat!

cosa —sino
sina  Cos«

LegyenR = {

@ v €Sy § Ry szorzatokat!

9. Szémitsaki&’, R’, Rv, v'Rv, R’v, v

10. Van-e olyan null matrixtél kilonb@négyzetes matrix, amelynek a négyzete null mét-
rx?

4 6
6 9
négyzetes matrix, hogy B = 0 null matrix.

11. Mutassa meg, hogy at = [ matrixhoz talalhato olya? # 0 masodrendi

12. EgyA matrix szimmetrikus, hal = AT és antiszimmetrikus, ha = —A”. Bizonyi-
tando, hogy minden négyzetes matridalithatd egy szimmetrikus €és egy antiszim-
metrikus matrix 6sszegeként.

13. Igazolja, hogy ha a# és B matrixok 6sszeszorozhatok, akk(og)T =B"A".

0 V5 2
3
14. Ortogondlis-e az alabbi matrixP= | —7 —3%= %
o 1 4 2
VA 3WE 3
Hatarozza meg az alabbi matrixok inverzét, ha létezik:
[ 4 2
15. 3 2}
[ 4 6
16. 6 9}
17. Cf)SOé —Slna:|
i S1n &« COS (¢
1 2 =3
18. { 3 2 —4
2 -1 0
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140 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

(5 3 9
19. | 3 1 2
| 3 2 4
[ —2 3 5
20. | 3 1 —4
5 -4 7
1 2 1
21. |1 1 1
|0 11
(2 —1 —1
22. 13 4 =2
|3 -2 4
(3 —4 5 ]
23. | 2 -3 1
3 -5 —1

-3 1 2
24.| 5 7 -1
2 -3 6
1 2 3
25. 14 6 8
9 12 15
1 2 3
26. 14 5 6
789
1 -2 3
27.16 0 -1
4 1 -1
1 2 3
28.10 2 3
0 0 3
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17. Matrixok

141

3 11
29. 11 3 1
113
T Y r+vy
30. Yy x+y
Tty T Y
0111
1 0 a b
31. 1 a 0 ¢
1 b ¢ 0
11 1 1
1 2 3 4
32. 1 4 9 16
1 8 27 64
Megoldasok
3 6 6
1'4+§_{1 9 5]
-1 0 =2
Ad-B=1_, | ;
3 9 6
34 {0 12 15}

= 1 12
c-2-| 7 1]
co- |7 ]
pc-| 5
ﬁ:{_j 171571
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Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

3. AC nem lehet.

A—:D nem lehet.

2 —6
LA = 0 24

B:A nem lehet.
(B+A4) =

5 24 16
== 13 54 38
(B + C) nem lehet.

= |

, [ 7 10
Q‘{w22

» [5 11
% 11 25
CA" nem lehet.
{ 4 —24

| — |

E? =

0 36

C 222 4+ 3y 4 22 + 22y — 2z + dyz

2

(!

10]:

h
h

S
|

(@)
=~
—_

S
N

~

S

el
S
I
I I A

[N

|
N
[N 1= |
[\
Sl
|

—_
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9 R2_ [008204 —SinQ&}
= sin2a cos 2«
3 | cos3a —sinda
= [ sin3a  cos 3a 1
Yy — [ cos 2a }
= sin 2«

o genp] 1]
|

11. Pl.B =

12.A=3(A+4") +3(4-47)

13. Definicio alapjan.

14. Igen, 6t ortonormalt, merH:AT = L.
15. 13 -1 ]

[ —3 2

16. Nem létezik.

17 Cf)S  —SsInow :|
S11 ¢ COS v
[ 4 3 —2
18. -8 6 =5
| 7 5 —4
19 - 02 §7 _17%
B I !
L 3 9 9

Egy lehetséges megoldas:

det A =20+ 54+ 18 — 27— 20 — 36 = 72 — 63 = 9 # 0 tehat van inverz matrix.

0 -6 3 T 0 6 -3
adjA=| 6 -7 -1| =| -6 -7 17
-3 17 —4 3 -1 —4
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144 Az épitészek matematikaja, |. PELDATAR

0 2 _1
A—l_ 1 dA_ 2 37 173
£ T qa A= PERE
3 "9 "o
T 9 41 17
190 190 199
20. | &4 _ T
o
L 190 190 190
[0 1 -1
21. 1 -1 0
| -1 1 1
o1 1 1
5 1 10
22. _1% & é
| 10 60 60
[ -8 29 —11
23. | =5 18 -7
1 -3 1
24. —207.
25. 0.
26. 0.
27. 15.
28. 6.
29. 20.

30. —2(z® + y?).
31. a®> + b* + & — 2ab — 2ac — 2bc.
32. 12.
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18. fejezet

Linearis egyenletrendszerek

Oldja meg az alabbi egyenletrendszereket:

2c—y—z = 4
1. r+4y—2z = 11
3r—2y+4z = 11
r+y+2z = -1
2. 20 —y+2z = —4
de+y+4z = =2
r+2y+z = 5
3. 20+3y+z = 1
2r4+y+3z = 11
T+ a0+ 223 +3x4 = 1
4 33)1—332—%’3—21’4 = —4
' 2$1+3$2—J}3—J}4 = —6
$1+21’2+3$3—J}4 = —4
r1+3ry — 4w+ 224 = 8
5. 21’14‘51’24‘51’3-61’4 = 2
1+ 29 + 2203 — 18z, = —20

6. At paraméter értékéltfliggben vizsgalja meg az alabbi egyenletrendszer megoldasai-
nak szamat! Ahol van megoldas, ott oldja is meg az egyenletrendszert!

21’1 + 51’2 + T3+ 31’4 = 2
41’1 + 61’2 + 31’3 + 51’4 = 4
4oy + 1dao + 23+ Ty = 4
201 — 3x9 + 323 +txy = 7
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7. Hatarozza meg értékét ugy, hogy az egyenletrendszer kompatibilis legyen és oldja
meg az egyenletrendszert!

5 -3 2 4 7 3
4 =2 3 7 i) o 1
8 -6 -1 -5 s | |9
7 -3 7 17 74 A
$1—£L‘2—$3+5L‘4 =0
8 5I1—3$2+I3—l’4 0
' 31’1—I2+3I3—3l’4 =0
2I2+6I3—6l’4 =0
(2 -1 3 3
o |3 1 -3 e I
14 -1 1 2T
1 3 —13| L™ —6
(1 1 -3 . -1
2 1 —2 ! 1
100171 1 20T 3
|12 3| L™ 1
[0 1 -1 -1 T —1
1 -4 2 0 || -1
Loty 3 1 5 s | | =7
'3 -7 1 -5 74 8
101 1 -1 41 [ 4
12. |1 -1 1 1 2| g
3 1 3 1 3 16
i ) i
Il-
1 -2 3 -1 2 To 2
13. |3 -1 5 -3 —1 N S
2 1 2 -2 -3 T4 8
$5_
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1 2 3 1
1 3 5 T 1
14. |3 -1 4| |2z | =11
9 2 -1 I3 1
(5 2 1 1
(3 4 1 2 1 3
15. |6 8 2 5 R I
912 3 10| |™ 13
i 4
(3 -5 2 4 1 2
16. | 7 -4 1 3 ] 2= [5
5 7 —4 —6 || ™" 3
i 4
X1
(1 31 17| o 0
17. 13 1 4 22 |as| =10
2 -1 1 1 1} 4 {0
i o
[ -1 —2 —1] [0 ]
1 1 3 T 0
18. | -1 -3 1 2o | =10
1 —4 3 3 0
-1 =5 5 | |0 |

19. A\ paraméter milyen értéke mellett van megoldasa az egyenletrendszernek? Mi ekkor
a megoldas?

7T 3 —4 -1 1 A

5 =2 =7 -9 zy || 19

3 13 10 23 x3 || =17

1 4 3 7 T4 -5

20. A )\ paraméter milyen értéke mellett van megoldasa az egyenletrendszernek? Mi ekkor
a megoldas?

1 -2 3 -4 1 4

0 1 -1 1 o | | -3

1 3 0 =3 x3 | A

0o -7 3 1 Ty -3
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Megoldasok
1.x=3 y=1 z=1
2.x=1 y=2 z= -2
3. x=2 y=—2 z=3
4, v, = -1 To = —1 3 =20 re=1
5. 21 = —34 — 3525 + 2814 Ty = 14 + 1325 — 1024 x3 = tetsdleges

x4 = tetsdleges.
Egy mintamegoldas:

6. At paraméter értékél fliggden vizsgaljuk az alabbi egyenletrendszer megoldasainak
szamat!

Ahol van megoldas, ott oldjuk is meg az egyenletrendszert!
2$1+5$2+I3+3I4 = 2

dxy 4 629 + 323 + 0514 = 4
4I1 + 141’2 + T3+ 7I4 = 4
211 — 329 + 33+ txy 7
2 5 1 3 T 2
. Lo 4 6 3 5 zy | | 4 _
Matrixos alakba irva: 4014 17 o | = 4 A-xz=b
2 =3 3t Ty 7

Gauss-maodszerrel kapjuk, hogy:

Sy — 28
2 5 13| 2 % 2 5 1 3 |2 <§3_+2i3>
4 6 35 | 4 o 0 -4 1 -1 | 0 e
401417 | 4 0 4 -1 1 |0
25 33 ¢ |71 0 -8 2 t-3 |5
2 5 1 3 |2 <g2<i_51)> 25 1 3 |2
0 -4 1 -1 | 0 B 04 -1 1 |0
00 0 0 |0 00 0 t—11] 5
00 0t-11]35 00 0 0 |0
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a) Pontosan egy megoldasunk akkor lenne, ha
rangA = rang [A|b] = 4 (ismeretlenek szama),

ez nem allhat fenn.

b) oo sok megoldasunk vag—= rangA = rang [A|b] < 4.
Ez csak akkor lehetséges, ha akétg = 3, azazt # 1.
Ekkor

2I1+5I2+$3+3$4:2

4$2—I3+$4:O

5}
(t—1)1‘4:5 — $4:m
15
2I1+5I2+$3:2—t_—1
)
4I2—I3:—m
)
MTY
Ekkor a szabadsagfok 4 — 3 =1
rs=u€R
1 )
xQ_Z(u_t——J
1 15 5) 25 1
x1_§(2_ﬁ_“_1“ zm):
:1(2_3_5;_%)
2 4 t— 4
)
MTY

¢) Nincs megoldas (azaz az egyenletrendszer megoldashalmaza Ureshghd
rang [A|b]. Ez Ugy lehet, hogyangA = 2 < 3 = rang [A|b], azaz

t=1.
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Megjegyzés

Ha nem kéri a feladat, hogy oldjuk is meg az egyenletrendszert ott, ahol van megoldas, akkor
elég csak a megoldasok szamat targyalmigaraméter fliggvényében, azaz a b) pontban
szerepd (z1, x2, 3, v4) Megoldasokat nem kell megadni.

7. Ha\ # 0, akkor nincs megoldas.
Ha A\ = 0, akkor végtelen sok megoldas van, mégpedig:
z, = tetsBleges, v, = tetsBleges,zs = & — Luy + By, 2y = -1 4 Toy — 2us.

-2
8. 11 = —2x3 + 214, 19 = —3x3 + 314, 13 = tetsdleges,z, = tetsDdleges.
9. 21=1, 29 =2, 23 = 1.
10. Nincs megoldas.
11. 2y = —5 + 223 + 4xy, 19 = —1 + 23 + 24, 23 = tetsdleges,z, = tetsdleges.
12. vy =6 — x3, 19 = —2, x3 = tetsdleges,z, = 0.
13. Nincs megoldas.
14. x1 = —1, 29 =4, 3 = —2.
15. z, = tetsdleges, r, = tetsdleges,x3 = 1 — 3z — 4xq, x4 = 1.
16. Nincs megoldas.
17. xy = 3w + 213, X9, T3, x4 tetsdleges,zs = —5xy — brg — 24.
18. x1 = —bx3, 1o = 213, 13 = tetsDdleges.

19. Csak akkor van megoldas, ha= 15, ekkorz; = 3 4+ x3 + 24, 19 = —2 — 13 — 214,
x3 ész, tetsdleges.

20. Csak akkor van megoldas, ha= 1, ekkorz; = —8, 9 = 3 + x4, 23 = 6 + 214, x4
tetsdleges.
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