Bevezeto
Ismertnek tételezziik fel a kovetkez6 fogalmakat:Halmazok megadasi mddjai, halmazok
kozotti mlveletek (komplementer, metszet, unid)

Szemléltetés:

_

Unidképzés és metszetképzés tulajdonsagai

Idempotencia:

AnA=A, AUA=A,
Kommutativitds:
AnB=BnA, AuUB=BUA

Asszociativitas

(AnB)nC=An(BNC), (AuB)uC=AU(BUC),
Disztributivitas

(AnB)uC=(AuC)n(BuUC), (AUB)NC=(ANC)uU(BNC)



Ismertnek tételezziik a teljes indukcid elvét.

Példa teljes indukcids bizonyitdsra a Bernoulli egyenl6tlenség bizonyitdsa, melyet késébb
felhasznalunk, mely szerint:

(1+ h)n >1+nh minden n természetes
szamra (ha h>-1),

Definicio: fliggvény

X és az Y halmaz elemei kozotti ,egyértelm(i” megfeleltetést fliggvénynek nevezzik. Az
egyértelm( az jelenti, hogy egy X elemhez nem rendelhetiink tobb elemét Y-nak.

A fliggvénykapcsolatot a hozzarendelési szabaly megadasaval hatarozzuk meg: y:f(x)

X-hamazt értelmezési tartomanynak, Y-halmazt
értékkészletnek nevezzik.

Ha X és Y valds szamhalmazok, akkor valés
fuggvényekrdl beszélunk.

Ay :f(x) fliggvénykapcsolat szemléltetése a szokdsos Descartes koordinata
rendszerben:

Valés szamsorozatok

Definicio
A természetes szamokon értelmezett valds éréki fliggvényeket valés szamsorozatoknak
nevezzik.
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e) Irjuk fel annak a sorozatnak az altaldnos (n.-ik) elemét, mely gy keletkezik, hogy
beltlink a kalkulatorunkon egy tetszéleges A szamot és elkezdjik a x/—jelet nyomogatni.

Azaz: a, = A, a, =+/A, a5 =+JA, a,=y/A ..., azaltaldnos elem a, =3/A

Az érdekel minket, hogy egy végtelen sorozat, ,tart-e” valahova, egyre jobban
~megkozelit”-e egy valés szamot, mas szdval van-e hatarértéke, konvergens-e.

Hatarérték definicidja.

Definicié: hatarérték



A heR szédmot az a, sorozat hatarértékének nevezzik, ha tetszéleges pozitiv ¢ -hoz

talalhaté n, € N természetes szam ugy, hogy minden n >n, esetén |an —h| <&
egyenlbtlenség teljesul.

Megjegyzés: A hatarérték fenti definiciéja Uugy is megfogalmazhatd, hogy n > n, indexek
esetén a sorozat tagjainak a (h —¢&,h +g) nyilt intervallumba kell esni. Ez egyben azt is

jelenti, hogy ezen az intervallumon kivil legfeljebb n, darab, azaz véges sok
sorozatelem lehet.

A hatdrérték jelolésére az alabbi kifejezést hasznaljuk: lima, =h

n—o0

Szokas ilyenkor azt mondani, hogy a, tart h-hoz, vagy konvergadl h-hoz. Jelben: a, —h

Megjegyzés: Ha egy sorozatnak van hatarértéke, akkor azt mondjuk, hogy konvergens,
ha nincs, akkor divergensnek nevezzik.

Hangsulyozzuk, hogy a végtelen nem valds szam, tehat a fenti definicié értelmében nem
lehet egy sorozat hatarértéke. Ennek ellenére szoktak arrdl beszélni, hogy egy sorozat
végtelenhez tart. Ezt a kdvetkezdképpen kell érteni:

Definicio: végtelenhez tartas
Az a, sorozat végtelenhez tart, ha barmely valdés K szamhoz talalhaté n, € N
természetes szam Ugy, hogy minden n>n, esetén az a, > K egyenl&tlenség fennall.
Jelolése: lima, =+

n—oo

Hasonldan definialhaté a minden hataron tul csékkend sorozat.
Definicié: monotonitas

Az a, sorozat ndvekedd, ha minden ne N esetén a, <a,,; .

Az a, sorozat szigorian ndvekedd, ha minden ne N esetén a, <a,,; .
Az a, sorozat csékkend, ha minden ne N esetén a, >a,,, .

Az a, sorozat szigoruan csokkend, ha minden ne N esetén a, >a_,, .
Definicio: korlatossag
Az a, sorozat korlatos, ha létezik olyan A és B szam amelyekkel minden ne N esetén

teljesiul az A<a, <B egyenl&tlenség.

Tétel
Ha egy sorozat monoton és korlatos, akkor konvergens.

Nevezetes hatarértékek

. . - (1 . .
1. Hatvanysorozat reciproka: lim — |= 0 ahol k természetes szam
n—->o\ N
. L vxe rn . . : n 1
2. Valtakozé el6jelii hatvanysorozat reciproka: lim (—1) — |=0 ahol k
n—o n

természetes szam



Példak sorozat felismerésére: lim ((—1)n n‘4) =lim ((—1)n %J =0

n—oo

0 ha  |o|<1
Geometriai sorozat: limq" = 1 ha q=1
divergens egyéebként

Példak geometriai sorozat felismerésére:

lim 2_% = Iimi = Iim[ijn =0, mert ez egy geometriai sorozat ahol q 1
n—oo n—oo % n—o \/E ! \/E !

és —ISLSI

2

lim(-3)~" = Iim%: Iim( 1 3} =0, mert ez egy geometriai sorozat ahol
n—o n~>oo( ) n—ow (_3)

1
q=-——, és ~1<——<1

27

Iim(0,99999)n =0, mert ez egy geometriai sorozat ahol =0.99999 és

n—oo

-1<0.99999<1

Iim(l,OOOO 1)n =+00 mert ez egy geometriai sorozat ahol q=1.00001 és q>1

n—oo

. 1Y
Ilm(l— 1 ) =0, mert ez egy geometriai sorozat (ugyanaz mint a fenti) ahol

n—oo 05

1 1
q:1—105 es _1S1_ﬁgl
Iim(1+ijn—+oo mert ez e eometriai sorozat ahol —1+L és
lim 107 ) gy g q= 10°
1£1+L8

10

Lathatjuk, hogy ha a geometriai sorozat alapja (q) egynél - akar milyen kicsivel -
kisebb akkor a sorozat O—hoz, ha pedig akar milyen kicsivel nagyobb, akkor +o
hez tart a sorozat.

(1)) =tim(-1)" =lim1" =1, (a=1)

n—oo

lim(cosnz)" =lim

n—oo n—oo

1 n
Az e szamot definialé nevezetes sorozat Iim(lJr—j =e

n—oo n

n
Az a, :(1+—j sorozatrdl be lehet bizonyitani, hogy létezik hatarértéke és ezt a
n

hatarértéket elnevezzik e-nek



1 n
Bizonyitas vazlat: belatjuk, hogy a sorozat korlatos, azaz 2 <(l+—] <3 ha
n

(n>2), utana belatjuk, hogy szigoriian monoton né, azaz

n n+l
1
(1+—j <(l+—1j minden ne N re. Tekintve, hogy minden monoton és
n n+

korlatos sorozat konvergens, van hatarértéke, legyen a hatarérték neve e, melyre
2 <e<3. Lasd: http://hu.wikipedia.org/wiki/Euler-féle szam
e ~2.71828182845904523536028747135266249, az e szam 1 millié jegye

k
- .. .. N
5. Hatvany sorozat / geometriai sorozat: lim— = 0
n—oo q

limn*q" =c ahol k régzitett

n—oo
egész szam és |q| >1,
Példak a sorozatra:

ni
lim—=0, limn**.4"=oo,

n—oo n—oo

4
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Konvergencia tételek, kritériumok

A kovetkezokben olyan tételek (konvergencia kritériumok) kovetkeznek,
melyek segitenek, hogy az 0sszetett sorozatok hatarértékét mar ismert
sorozatok hatarértékére vezessiik vissza.

Definicio: részsorozat

Egy sorozat megritkitasaval (elhagyunk elemeket az eredeti sorozatbdl) keletkez6
végtelen sorozatot részsorozatnak nevezzik.

Tétel:

Egy konvergens sorozatnak minden részsorozata konvergens és a sorozat hatarértékéhez
konvergal.

Példak a tétel alkalmazasara:

n—oo n n

nyolcadik elemet vessziik a sorozatbdl), mely ezért a sorozat hatarértékéhez, azaz e-hez
tart

8n n
. 1 .
IIm(1+ 8—] =€ mert ez az [l-ﬁ-—j nevezetes sorozat egy részsorozata (minden

n—oo

- 1 n n )

Ilm(1+—2j =e mert ez az [1+—j nevezetes sorozat egy részsorozata (1., 4., 9.,
n n

stb. elemeket vesszlik a sorozatbol), tehat e-hez tart

Tétel: 0sszeg, szorzat, hanyados hatarértéke
Ha az a, sorozat konvergens és hatarértéke a, valamint a b, sorozat konvergens és

hatarértéke b, akkor



I. lim(a,+b,)=a+b

n—oo

Példak a tétel alkalmazasara:

IL. rI]Lr[)o(an-bn):a-b
Példak a tétel alkalmazasara:
. [a a
III. lim| —~|=— (hab,#0 és b=0)
b, b

n—oo

Példak a tétel alkalmazasara:
Iv. lim (ank) =a“ ahol k rogzitett természetes szam

n—oo
nN—o0 n nN—o n

8n n\8
Példak a tétel alkalmazasara: Iim(1+£j :Iim[(1+£j ] S

n—oo

1 1
V. lim (ank ] =ak ahol k rogzitett természetes szam

n—oo n n—oo n

n N1
Példak a tétel alkalmazasara: Iim(1+£]3 = Iim{(lJrlj J =e3

VI. Haa,<b és lima,=+w akkor limb, =+o0
n—oo n—oo
1) 1) 1))
Példak a tétel alkalmazasara: Iim(l—i-—j =400 mert [1—1——) :((1+—j J >2"
n—oo n n n
és 2" — 40
VI. Ha 0<a, <b, és limb, =0 akkor lima, =0
n—o N—0
1"
Példak a tétel alkalmazasara: Iim(l——] =0 mert
nN—o0 n

1) Y oy 1y 1, 101 1,
1-=| =||1-= <=1 mivel lim{1-=| ==, és2<e<3, ezért —<=<= és
n n 3 N> n e 3 e 2

igy 1< 1—E <£,innen kovetkezik, hogy 1—E < 1 és 1 — 0 tehat
3 n 2 n 3 3



HATAROZATLAN ALAKOK

p a , .
Tétel: Ha egy — alaku sorozatban (a,)— o és (b, ) — o akkor a sorozat

n

o0 s s
szimbolikusan — ,HATAROZATLAN ALAKU" azaz barmi lehet a hatarértéke,
o0

tarthat co-hez

o0
Példak — alak( hatarértékre:
o0

Tétel: Ha egy (a, )b” alaku sorozatban (a,) —1 és (b, ) — o akkor a sorozat un.

 HATAROZATLAN ALAKU” azaz barmi lehet a hatarértéke, tarthat oo -hez és
divergalhat is.

PI:

Feladatok
8

8
Iim(1+1j = Iim(1+1j =18 =1
n—o0 n n—oo n
Iim(l—ij :1
n—oo n e

Ha egy korlatos sorozatnak egyetlen torlddasi pontja van, akkor konvergens.
Megjegyzés:Nem korlatos sorozatra nem igaz,

Pl:
Ha egy sorozatnak tobb torlédasi pontja van akkor divergens

Pl: a,=sinn, vagy a, =(-1)"

Tétel: Ha minden n-re a, <c, <b, , akkor amennyiben léteznek a hatdrértékek teljesul
rajuk, hogy
lima, <limc, <limb,

n—o n—o0 n—oo



Rendor-elv, (mas elnevezéssel szendvics-elv)

Legyen lima, =limb, =H és a,<c,<b, egy han ,elég nagy” ekkor a C, sorozat

n—oo n—oo

is konvergens és limc, = H

n—o

Szavakkal: ha két konvergens sorozat, melynek ugyanaz a hatarértéke kézrefog egy
harmadik sorozatot, akkor annak a sorozatnak is van hatarértéke és az is ugyanaz.

Példak a rendorelv alkalmazasara

. sinn
Feladat: lim——="?

n—o0 n
Megoldas:

. , 1 sinn 1 ,
Mivel -1<sinn<1, ezért ——<——< =, tehat
n n n

. 1) sinn .. 1 , . 1 .1 . .sinn
Ilm(——jﬁ—gllm— és Ilm(—— =lim==0, miatt im——=0
n—o0 n n n—oo n n—o0 n n—o0 n n—o0 n

Feladat: lim [1—1—%) =7

nN—oo n

Megoldas:

2

. 1Y , 1Y
Tudjuk, hogy IIm(1+—2j =€ mert részsorozata az (l+—j sorozatnak, mely e-hez
n—oo n n

tart.

Mivel e kozelitd értéke 2,71...ezért ha az n mar ,elég nagy”, akkor 2 £(1+—2j <3
n

1

2

>

1

n n? 1 n? |n
Mivel (1+i2j = (l+ij , ezért 2" < (1+ij <3". Alkalmazva a rend6r
n

elvet kapjuk, hogy:

n—oo n—o n—oo n—oo n—oo

1 n 1 1 1
- 1 Cos Con e lim2n ;
lim2" <lim (1+—j <lim3" és mivel lim2" =1, és lim3" =1 miatt

Iim(1+i2j =1
nN—o0 n

IimQ/a =1 nevezetes hatarérték, melyet a rendérelv segitségével lehet

n—ow

belatni.

Bizonyitas: A Bernoulli egyenlStlenség szerint: (1+ h)n >1+nh, helyettesitsik h

helyére az Q/g—l kifejezést, kapjuk, hogy (1+Q/5—1)n >1+ n(Q/E—l), vagyis

10



(JE) >1+n(¥a-1), a>1+n(¥a-1), strendezve: a—_1>(2/5—1)>o és a

n
renddrelv alapjan: Iim(\”/a—l):o azaz lim¥a=1
n—oo

n—oo

Iim\“/ﬁ =1 nevezetes hatarérték, melyet a részsorozat elv segitségével

n—oo

lehet visszavezetni a IimQ/g =1 nevezetes hatarértékre.

b:

n

nN—o0

Bizonyitas vazlat: Bebizonyitjuk teljes indukcidval, hogy a sorozat korlatos és
monoton. Innen kdvetkezik, hogy konvergens. Legyen a hatarértéke B. Akkor igaz

az is, hogy lim%/2n = B mivel ez egy részsorozata az /n sorozatnak. De

lim2/2n = limy¥2n = limy¥2-y/¥n- =v1-/B, tehat VB =B, innen B=1 vagy

B=0, de mivel Q/ﬁ>l csak B=1 lehet a hatarértéke.

Tétel: segédsorozat alkalmazasa
Ha egy a, sorozat elemeibdl képeziink egy Gjabb b, sorozatot Gigy, hogy

a , . : :
—L ésa limb, <1, akkor az eredeti a, sorozatra lima, =0

a N—a n—o
n

an +1

. a , . :
Bizonyitas: Ha lim—% <1, akkor ha az n mar ,elég nagy” akkor <1, vagyis

nN—o0
an n

a,,, <a,, azaz a sorozat monoton csdékkend és korlatos tehat konvergens. De a

n+1

. b 2 a
hatarértéke csak 0 - lehet, hiszen ha 0-t8l kiilénb6zd B # 0 lenne, akkor -1 —1
n

mivel a,,, —> Bés a, - B egyszerre igaz, mivel az a,,, és az a,sorozat ugyanaz
a sorozat, csak az els6 elemiikben kilénboznek.

A kovetkezo nevezetes hatarértékeket a segédsorozat alkalmazasaval

lehet kdnnyen bebizonyitani.

n

lim =

n—oo n!
. n!
lim—=0

n—oo n

Elméleti teszt

oUuhwNE=

Minden konvergens sorozat korlatos.

Ha sorozatnak egyetlen torldédasi pontja van, akkor konvergens.

Ha egy sorozatnak valtakozik az el6jele akkor divergens

Ha egy sorozat szigordan monoton csékken, akkor 0-hoz tart

Ha egy sorozat szigordan monoton n6, akkor o -hez tart.

Ha két sorozat 6sszege konvergens akkor a sorozatok is konvergensek

11



7. Ha két sorozat konvergens akkor az 6sszeglik is konvergens-

: s . a
8. Ha lima, =0 és limb, =, akkor lim—=0

n—o n—o n—w b

: - . a
9. Ha lima, = és limb, =, akkor lim—-=0

n—oo n—o n—» [

10.

1. Vizsgalja meg monotonitas, korlatossag szempontjabél a kovetkezo6
sorozatot!

Konvergens-e? Ha igen, adjon meg az n kiiszobét, ha ¢ =1071

2n -3
a, =
3-5n
Megoldas:
.41, 1. _3_1
R e A L I T S

2n—3> 2(n+1)-3
3-5n 3-5(n+1)
2n—3> 2n-1
3n-5 -2-5n
(2n-3)-(-2-5n)>(2n-1)-(3-5n)
—4n-10n” +6+15n > 6n—10n° —3+5n
6>-3

A sorozat monoton csdkken.

1
Fels6 korlat: K ==

, 3-5n<0, ha n>§, -2-5n<0VneN"

2n-3 2
>

3-5n 5

10n-15<6+10n

-15<6

2n-3_ 2

Also6 korlat:

lim
n—o 3—-5n 5

2n-3 (2} o1
3-5n | 5

2n—3+g‘<0,01|10n—15+6—10n|<O’Ol
3-5n 5 | 5(3-5n) |

-9
15-25n
tehat a tort pozitiv

-9 <0,01
15— 25n

-9>0,15-0,25n
0,25n>9,15
9,15
>—
0,25

<0,01, az abszolut értékben levé tort szamlaldja és nevezdje is negativ,

12



n>36,6 n,=36
Konvergensek-e az alabbi sorozatok? Ha igen, adja meg a hatarértékiiket!

b, =v4n® +4n+1-+/4n?—3n-2
3n+2 . 2n—3 _ 7 3 5n
Cn = n-1
56" +9

. =(2n+7j2
3-2n

b, =(\/4n2 Tan+1-+/4n? —3n—2)-

J4n® +4n+1++/4n? -3n-2 _
JAn® +4n+1++/4n° —3n -2

3
A’ +4n+1-4n*+3n+2 7+ﬁ _>Z
2 2 _an_ 4
JAn? +4n+1++/4n° —3n -2 \/4+4+12+\/4_3—22
n n n n
on 9 5Y) 9
n. & 2.0 — -7 = el
. 3R 7.5" _9 3 8 > g (Gj ,8.96_2
n 5'6n_l+9 - 5 n n 5_8 5_2
2649 5+9.(1j .
6 6
z n
2
7 n 1+H
n 1+ —
g _(2n+7jz_ 2n
"~ 3-2n ’

Tehat a sorozatnak nincs hatarértéke.

Valés valtozés valés értékii fliggvények
Az ismertnek tételezett fiiggvények:

Hatvanyfiiggvények: f(x)=x" ahol k pozitiv egész szam
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-ill_i f(s%)=x7 -1 -l

ot

gy

Paratlan gyokfiiggvények:

f(x)=x

f(x):xézﬁ
f(x):xé=5/§
f(x):x%=1/;

y
13




Paros gyokfiiggvények:

N|—
I

f(x)=x

f(x)=x

6

S

|~

f(x)=x

Ta)="(1/2)
fx)=="(114)
fx)="(115)

++

PN
[
ix
Lo,
i
el
Wil

B

051

Lz )=sinzx)

s

15



Exponencialis és logaritmus fiiggvény (2”,log, X)
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