Differencialegyenletek

Bevezetés

Differencidlegyenletnek olyan egyenletet neveziink, amelyben az ismeretlen egy
fliggvény és az egyenlet tartalmazza az ismeretlen fliggvény (valahanyad rendd)
derivaltjat.

Példaul:

my'= NG y , maképpen ﬂ = xzy,
dx

(2)y"+5y +6y=¢",

(3)(y’)2 y—sinx=0

oz oz
(4) — =2+ X—
OX

Ha az ismeretlen fliggvény egyvaltozds, akkor a differencidlegyenletet

kozonséges differencidlegyenletnek nevezzik. Pl.: (1), (2), (3) egyenlet.

Ha az ismeretlen fliggvény tobbvaltozéds, akkor a differencidlegyenletet

parcidlis differencidlegyenletnek nevezzik. Pl.: (4) egyenlet.

Differencidlegyenlet rendje: az egyenletben szereplé legmagasabb rend(i derivalt rendje.

Az n-ed rendl koézdnséges differencidlegyenlet altalanos alakja: F (X, A A y(”)) =0

Behelyettesitéssel ellen6rizhetd, hogy az (1) egyenletnek megoldasa
2

X .
az y=?+5x+57 figgvény.

A differencidlegyenlet altalanos megoldasa az dsszes megoldast tartalmazé halmaz.

Az (1) egyenlet altalanos megoldasa
2

X , ,r .
y =?+5X+C figgvenysereg, ahol C tetszdleges valos konstans

Egy differencidlegyenletet megoldasa az altaldnos megoldas meghatarozasat jelenti. Az
alkalmazasok tobbségénél azonban egy tovabbi feltételt kielégitd, igynevezett
partikularis megoldast keresiunk. Pl.: az (1) egyenlet esetén kérdezhetjik melyik az a
megoldas, amelyiknél x=2 esetén y=15, vagy roviden: A megoldas fliggvények
grafikonjai kozul melyik megy at a (2, 15) koordinataju ponton? A valaszt Ugy kapjuk,
hogy az altaldnos megoldasbdl meghatarozzuk a feltételt kielégité c konstanst (jelen
esetben c=3).

Tovabbi elnevezések:
Els6rend( differencidlegyenlet

Definicio



Els6rend( differencidlegyenletnek nevezziik az olyan egyenletet, melyben
X, Y,y szerepelnek, F(x,y,y")=0

Ha ebbdl Y'kifejezhetd, akkor explicit egyenletrdl beszélink.

y'=f(xy)

Definicio

Azt mondjuk, hogy Y = y(Xx) differencialhaté fliiggvény megoldasfiiggvénye a
differencidlegyenletnek, (a,b)-n, ha y'(x) = f(x,y(x)) V xe(a,b)

Adott X,, Y, esetén kereshetjiik azt az y = Y(X) megoldast, melyre y(X,)=Y,. Ezt a
differencialegyenlet egy kezdeti értéket kielégitd partikularis megoldasdnak nevezzik.

Pl.: az (1) egyenlet esetén kérdezhetjik azt, hogy melyik az a megoldas, amelyiknél x=2
esetén y=15, vagy roviden: A megoldas fiiggvények grafikonjai kozll melyik megy at a
(2, 15) koordinataju ponton?

A valaszt Ugy kapjuk, hogy az altaldanos megoldasbdl meghatarozzuk a feltételt kielégito
¢ konstanst (jelen esetben c=3).

Példa
Mutassuk meg, hogy az y' =y —2

(xre) minden C&R ahol

differencidlegyenletnek az &ltaldnos megoldadsa az Yy =2 +¢€
X €E (—oo,+oo) valamint az Y =2 fiiggvény.

y/ — e(x+C) ) y _ 2 — e(x+C) )



Szétvalaszthato6 valtozé6ju differencialegyenletek
A kovetkezd alaku differencidlegyenleteket nevezziik szétvalaszthatd valtozéjunak.
y'=f(x)-g(y) , ahol T és gfolytonos fiiggvények.

Ha azt mondjuk, hogy oldjuk meg a differencial egyenletet, akkor az 6sszes megoldasara
vagyunk kivancsiak azon a tartomanyon, ahol f és g folytonosak, ez gyakran az egész

szamsik.
Legyen f(X) folytonos (a,b) intervallumon, g(Y) pedig (C,d) intervallumon.

a<x<b}

y=ylx)_. A megoldésokat ekkor az {C <y<d

tartomanyon keressuk.
(X Yo}

Ekkor a feladat megkeresni mindazokat az Y = y(x) figgvényeket, melyekre
y'(X) = T(x)-g(y(x)) egy rogzitett (a,b) intervallum minden X elemére.,
Megjegyzés

Pontosabb irasméd az Y'(X) = f(X)- g(y(X)), hiszen mindazokat a fliggvényeket

keressiik, melyek azonosan kielégitik a fenti egyenletet.
Mivel nem okoz félreértést, hasznalni szoktak mind a két irasmaddot.

Az egyenletet &t lehet rendezni azon a tartomanyon, ahol g(y(x)) =0,
g(y(x))

alakuva.

1
Legyen az (a,b)intervallumon, — flggvény primitiv fiiggvénye G és az f fuggvény

1
primitiv figgvénye F (azaz G'=—és F'=f).
Akkor az egyenlet mindkét oldalat a primitiv fliggvények segitségével irva

G'(y) = F'(x) adadik, és innen
G(y)=F(x)+c,

a primitiv figgvényt hatarozatlan integral segitségével irva kapjuk, hogy

l —
jwdy_jf(x)dx



Megjegyzés: Ezt a formulat, a kdnnyebb megjegyzés érdekében, szokas a kbvetkezé,
matematikai értelemben jelentés nélkili, formalis mlveletsorozattal emlékezetbe vésni:

y' = f(x)-g(y), innen %: f(x)-g(y), innen gcé};)

= f(X)-dXx ésinnen

Ii:j f (X)dx formulat kapjuk.
a(y)

Osszehasonlitva a fenti korrekt gondolatmenet alapjan kapott formulaval, 1athatd, hogy
ugyanazt a jelsorozatot kapjuk, de a benne szerepl6é muveleteknek nincs matematikai
jelentése.

1
Folytatva a fenti levezetést, a Iﬁdy :I f (X)dX megoldaséval kapjuk a
gly

szeparalhaté differencidlegyenlet altalanos megoldasat.
Természetesen kiilon vizsgélatra szorulnak azok az esetek, amikor g(Y)azonosan nulla

a tartomanyokon, vagy azokban a pontokban ahol g(y) nulla értéket vehet fel, hiszen az
egyenlet mindkét oldalat elosztottuk vele.



Kidolgozott feladatok

Adjuk meg Y’ = x2y differencidlegyenlet &ltaldnos megoldasat, valamint az y(0) =1
feltétel kielégitd partikularis megoldast !
Mas szavakkal, adjuk meg az y’ = x2y differencidlegyenletet kielégité 6sszes gorbét és

a (O,l) ponton dtmend megoldasgérbét.

Megoldas
d X3
y' = xzy, innen I—y = szdX, azaz In|y| =?+C , ahol C tetszdleges valds
y
konstans.
3 X3
C R

X
—+
Innen |y| —e3 =e3.e% nevezzik el €°-t C,-nek, ekkor C, tetsz8leges pozitiv

x3 X3
valos szam (€% >0), tehat |y| =e3%.C, (C,>0), ésinnen y=2e3C, ahol vagyis

X3

y=e3C, ahol C,tetszéleges valés konstans (C, #0).

X3

Az &ltaldnos megoldas tehat: Y =€3C ahol C #0 tetszéleges valds konstans.

Klon meg kell vizsgélni azt az esetet, amikor Y =0, mert a g(y) =Y fiiggvénnyel
elosztottuk az egyenlet mindkét oldalat.

Lathato, hogy az Y = 0 fliggvény megoldésa a differencidlegyenletnek.

Ezutan vizsgaljuk meg, hogy ezt specialis megoldast tartalmazza-e az el6bb kapott
altaldnos megoldds. Ha nem, akkor ki kell egésziteni vele.

Lathatjuk, hogy az altalanos megoldas nem tartalmazza ezt, hiszen C #0, de

megkaphatjuk ezt a megoldast az altaldnos megoldasbdl is ha C=0 értéket
helyettesitink.

Osszevonva az altaldnos megoldast ezzel a specidlis megoldassal kapjuk, hogy a

differenciadlegyenlet altaldanos megoldasa:

X3

y=e3C , ahol C tetszdleges valds konstans.

X3

A (0,1) ponton atmend partikularis megoldast gy kapjuk, hogy az Y = e?C
egyenletbe x=0 és y=1 értékeket helyettesitiink. Tehat: 1= e’C=C

X3

3

Vagyis a keresett partikularis megoldas y =€



Kidolgozott példa

X
Adjuk meg y’ = —— differencidlegyenlet altaldanos megoldasat, valamint az y(1) =0

feltétel kielégitd partikularis megoldast !

X
Mas szavakkal, adjuk meg az y' = —— differencidlegyenletet kielégité 6sszes gorbét

y

(gbrbesereget) és a (1,0) ponton atmend megoldasgorbét.
Megoldas

2 2
y,=_§’ innen —Iydy:jxdxl _y?zx?_'_c

2 2
X
azaz —+y7 = le ahol C1 tetszlleges pozitiv valds konstans.
Az altalanos megoldas tehat: X2 + y2 =C azaz egy origd koruli kdrsereg.
A (0,1) ponton atmené partikularis megoldast Ugy kapjuk, hogy az
2 2 , ;s P .
X +y = C egyenletbe x=1 és y=0 értékeket helyettesitiink. Tehat: C=1
. . . , 2 2
Vagyis a keresett partikularis megoldas X~ + Y =1

Példa
Adjuk meg Yy' = _Y differencidlegyenlet altaldnos megoldasét, valamint az  Y(1) = 2
X

feltétel kielégitd partikuldris megoldast !

Megoldas
(Yo njy=—mf+inc =S, =, ahol c0,
y x [x [x

C . , , e
y =—, ahol C #0valés. y=0is megoldads, mely C=0 konstansra addédik az altaldnos
X

megoldasbol. Tehat altalanos megoldas y=—, C tetszOleges valds szam.
X

C 2
Ha y() =2, akkor 2 :T' azaz C =2, vagyis a keresett partikuldris megoldds y=—
X

Példa
. . (L4 y?)x . g e . .
Adjuk meg az y =W differencialegyenlet altalanos megoldasat, valamint az
+X9)y

Y(1) =2 feltétel kielégitd partikularis megoldast !



Megoldas

. (L+yH)x . y X
1y )7 dy = dx
T+ x)y e [ =lag
1 2y 1 2X i 1 2 1 2
= dy== dx ZIn(1+ ==In(1+x°)+C
aras 2-|.(1+y2) Y=ol ey & nnen S Ind ey =5 Indx)

vagyis In\/1+ y’ :In\/1+x2 +InC ,(C>0)

vagyis Iny1+y? =In(Cy/1+x*) innen \/1+ y?> =C1+x2,

1+y*=C*(1+x*) y?’=C (1+xH)-1

a partikuldris megoldas: 4=C(1+1)-1=2C-1, 2C=5,C =g

Példa
Hatdrozzuk meg a kovetkez6 differencidlegyenlet tipusat.

Adjuk meg X- y' + 2y =0 differencidlegyenlet altaldnos megoldasat, valamint az
y(3) =-1 feltétel kielégitd partikularis megoldast !
Megoldas

A differencidlegyenlet szétvalaszthatd valtozéju. (de ugyanakkor elsérend( linearis
homogén, lasd késbbb)

dy 2
.[Vz_.[;dx In|y|=-2In|x/+InC,, C, >0
tehat y:i% innen y:% ahol C e R

C
A partikularis megoldasra y(3) =-1, azaz —1=3 ,

tehat a partikularis megoldas Y = ——
X

Homogén és inhomogén linearis differencialegyenletek

Linearis differencialegyenlet

"

Linearis differencialegyenletben y',y", y",..., y(”) rendre legfeljebb elsé hatvanyon

szerepelnek,
Ha a keresett megoldasfiggvény Y(X) és derivaltiai ¥',y",..y™ a
differencidlegyenletben legfeljebb els6 hatvanyon szerepelnek, akkor az egyenletet

linedrisnak nevezzik. Egyiitthatéik egyvaltozds fiiggvények. Pl: X2y" +xy' +1= x>

Tehat egy altalanos linearis differenciadlegyenlet

a,(x)y" +a,, (x)y" +..+a(X)y +a,(x)y =b(x)

Alaku, ahol az @;(X)figgvények folytonosak egy (a,b) intervallumban



Példaul az alabbi egy
2.,n ' 1 3
XY +Xy'+ =y =X
X

Elsorend, linearis differencialegyenlet
Altaldnos alakja: y'+ p(X)-y=q(x)

Ha q(x) =0, akkor homogén linearisnak nevezziik.
Ha q(x) #0, akkor inhomogén linearisnak nevezziik.

Jelolie Yyomare 22 Y +P(X)-y=0homogén rész altalanos megoldasat és Y, .o part 32

y'+ p(X)- y=q(X) inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat.

Tétel
Az inhomogén linearis differencidlegyenlet altaldanos megolddsa a homogén egyenlet
altalanos megoldasa és az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak 6sszege.

yin hom,alt — yhom,élt + yinhom,part

Bizonyitas vazlat.

Belatjuk, hogy az inhomogén egyenlet két kiilonb6z6 megoldasanak kilénbsége,
megoldasa a homogén egyenletnek.

Tétel
A homogén egyenlet altaldanos megoldasa egy partikularis megoldasanak konstans
szorosai.

Az egyenlet megoldasa tehat két Iépésbdl all:
1. |épés a homogén rész altaldnos megoldasdnak meghatarozasa. yhom =7

2. lépés az Y, ,m 4t isSmeretében az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak

meghatdarozasa.

1. lépés: Az ¥'+ p(X)- Yy =0 homogén linearis rész mindig szeparalhato, ezért

Id—)?l = —I p(x)dx, In | y| = —I p(X)dX +InC , ahonnan

—I p(x)dx

ahol C tetszlleges konstans

yhom,élt = C €



2. lépés: Keresslik az inhomogén egyenlet egy partikuldris megoldasat olyan
alakban, mint amilyen a homogén altalanos megoldasa, csak a C konstans helyére

egy egyelbre ismeretlen C(X) figgvényt helyettesitlink.

—c(x-e PO

Azaz legyen alaku

yin hom, part

Ezutan a C(X) ismeretlen figgvényt Ugy hatdrozzuk meg, hogy az

yinhom, part fliggvényt és derivaltjat az eredeti inhomogén egyenletbe

helyettesitjuk.

Példa

yr + X2y — X2
A homogén rész

y’ + x2y =0, megoldasa % = —Xzy, azaz J.ﬂ = —J‘ x*dx
X

y
3 x3

vagyis In|y| = —X?+ C, innen |Y| = eC -e_?, ha C1 = ec, akkor
3

X
=Ce ® znho C, # Otetsz(jleges valés konstans, mivel Y = Ois
1 1
megoldasa a homogén egyenletnek, a megoldast kiegészithetjik ezzel a
megoldassal, mely a C1 = 0 konstans helyettesitésre adédik az &ltaldnos

megoldasbol. Az egyszerliség kedvéért nevezziik C -nek a konstanst az

egyenletben.

X3

A homogén egyenlet altaldnos megoldasa tehdt Y = Ce 3 (CeR)

Ha valaki elég tugyes, akkor taldlgatassal is taldlhat egy partikularis megoldast az
inhomogén egyenlethez és akkor mar készen is van, mert csak hozza kell adni a
homogén egyenlet altalanos megoldasahoz.

Ha ez nem sikerl, biztosan taldlunk egyet gy, hogy az inhomogén egyenlet egy

X3

partikularis megoldasat Y = C(x)e 3 alakban keressiik.
Ezt @ mddszert ,allandd varidldasanak” nevezik.

Ekkor:
3 3

y=C(x)e 3, y'=C'(x)e 3 +C(x)e

S (0)

Az y’ + X2y = X2 egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy



3 3 X3

C'(x)- . C(x)- e (-x*)+x°C(x)-e * =x’

A kodzéps6 tagok sziikségszerien kiesnek (ha valakinek gyakorlas kézben nem
esik ki, akkor elszamolta!!!l)

3

C'(x)-e 3 =X, vagyis C'(X) =x*-e3, C(x) = jx2e3dx

x3 x3

C(x)= sze 3dx =e3 ebben az esetben nem sziikséges C hozzaadasa,

hiszen csak egyetlen megoldast keresink.

X3 3 3

Ez a megoldas tehat y:C(x)-e_3=d—y:2y e?' e 3=-1
X

Tehat az inhomogén egyenlet altalanos megolddsa: Y = Ce 3® :1

(CeR)

Ellenorzés
3

y= Ce 3 +1

X3
y'=Ce 3 (=x°)
az y' + X2y = X2 egyenletbe helyettesitve

X3 X3

Ce 3(-x?)+x*-| Ce 3 +1|- x?

Els6rendii, allandé egyiitthatés linearis differencialegyenlet

Altaldnos alakja: y'+b-y=q(x) ahol b tetszéleges valés konstans.

Ha g(x) =0, akkor homogén linearisnak nevezziik.
Ha q(x) #0, akkor inhomogén linearisnak nevezzik.

Mivel ez egy specialis linearis egyenlet, minden igaz rd amit a linearis egyenletekrol
mondtunk. Tehat:

Az allandé egyitthatds inhomogén egyenlet altaldnos megoldasa:

yin hom,alt — yhom,élt + yinhom,part

Példa

y'-2y=x’

10



A homogén egyenlet y' - 2y = 0 altaldnos megoldasa:

Id—;=jz-dx, In|y|=2x+C, y = Ce*

Most is lehetne a fenti altaldanos mddszert (allando varidlasa) alkalmazni, de ha a jobb
oldalon a q(X) fiiggvény specialis, azaz vagy polinom, vagy , €% vagy Sin(cX), vagy
COS(dX) alaku, vagy ilyenek szorzatanak 6sszege, akkor a kilsé taghoz hasonld alakban
keresve is kdnnyen célt érink.

Jelen esetben a kiils6 tag egy masodfoku polinom, ilyenkor, ha egy altaldnos masodfoku
polinom formajaban keressiik az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat, akkor
biztosan taldlunk.

Legyen Y = Ax? + Bx + C, ekkor y'=2AX+ B, az inhomogén egyenletbe
helyettesitve kapjuk, hogy

y'—2y=x’
2AX+ B —2(AX* + Bx+C) =x?, azaz —2Ax* + Xx(2A-2B)+B-2C =X’
Innen:

_ 1 1 1
—2A=1, 2A-2B=0, B-2C =0, vagyis AZ—E, BZ—E, CZ—Z
Vagyis a partikularis megoldas

1 1 1 « 1 1 1

yinhom,part =_EX2 _EX_Z es yinhom,élt = Cez __X2 _EX_Z

J6 tanacs

Ha valaki meg akarja érteni a példan keresztll, hogy az ily mdédon kapott gorbesereg,
melyben egy konstans paraméter szerepel, ugyanaz mint az a gérbesereg melyet az
allandé varialasaval kapnank, oldja meg igy is ugy is és vizsgalja meg, hogy ez egyik
gorbesereg egy tetszbéleges gorbéje eleme-e a masiknak és forditva.

Megoldando feladatok

Hatarozzuk meg a kdvetkez6 differencidlegyenletek altaldnos megoldasat!

11



Xy ty=y
2(xy+x—y—l):(x —Zx)y’
(x+xy2)y’:3

e
w' = ylj=1
1+e” ()

Y =ap+x’
y'cosx+ysinx =1
’ 2 2 x
y-——y=xe
X

v’ + ythx = 6¢**

Masodrendli linearis differencialegyenlet.

Altalanos alakja:

y"+a(x) -y +b(x)y =q(x)
Ha g(x) =0, akkor homogén linearisnak nevezziik.
Ha g(x) #0, akkor inhomogén linearisnak nevezzik.

Tétel
Az inhomogén linearis differenciadlegyenlet altalanos megolddsa a homogén egyenlet
altaldnos megoldasa és az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasanak 6sszege.

yin hom,alt ~ yhom,élt + yinhom,part

Bizonyitas vazlat.

Belatjuk, hogy az inhomogén egyenlet két kiilénbdz6 megoldasanak kilénbsége,
megoldasa a homogén egyenletnek.

Tétel
A homogén egyenlet altaldanos megoldasa két fliggetlen (egymasnak nem konstans

szorosa) partikularis megoldasanak linearis kombinacidja. Azaz ha Y, és y, megoldasai a
homogén egyenletnek, akkor

C,y, +C,Y,is megoldas, ahol C,ésC,valés konstansok.
Példa

12



1
X2y +xy' +=y=x°
X
Ilyenek megoldasaval nem foglakozunk, csak ha az egyutthato fliggvények konstansok.

Masodrendii, allando6 egyiitthatds, linearis differencialegyenlet.

Altalanos alakja:

y"+a-y' +by=q(x)
Ha q(x) =0, akkor homogén lineédrisnak nevezziik.
Ha g(x) #0, akkor inhomogén linearisnak nevezziik.

Mivel ez egy specialis linearis egyenlet, minden igaz ra amit a linearis egyenletekrol
mondtunk.

Tehat:

Az allando egyultthatds inhomogén egyenlet altaldanos megoldasa:

yin hom,alt — yhom,élt + yinhom,part
Példa
yrr+yr_2y:X2

Az inhomogén differencidlegyenlethez tartozé homogén egyenlet:

y'+a-y' +by=0
Példa
y'+y -2y=0

A homogén egyenlet &ltalanos megoldasat Y. 4 = C,Y, +C,Y, alakban

keressilik, ahol Y, és Y, a homogén egyenlet két fliiggetlen megoldasa azaz

(Y17#C-Y,).

. .. . . . . AX . p
Feltételezziik, hogy mindkét megoldas valamilyen A-ra €"" alaku. Azért ezt

feltételezziik, mert ha Yy =€ ¥, akkor y’ is és y,'ls Y -tél konstans szorzdban

tér el ( y' = ie“ és y” = /lze“ ), a differencidlegyenlet pedig konstans
egyltthatos.

Vagyis legyen Y = e’“, ekkor ezt a homogén a differencidlegyenletbe
helyettesitve kapjuk, hogy

/12e“ + aﬂe“ + be“ =0, innen e“ -et kiemelve kapjuk, hogy

13



e“ (22 +ad+ b) =0, innen a /12 +aAd +b a karakterisztikus egyenlet,

melynek gyodkeire nézve harom eset lehetséges:

2 , ..
1. AAS+al+b egyenletnek /11 * Z'z valds gyodke van. Ebben az esetben
mar van is a homogén egyenletnek két fiiggetlen megoldasa Y, = eﬂix és

— akX
y, =€
ekkor a homogén egyenlet altaldnos megoldasa

_ 21X ApX
yhom,élt - Cle + CZe

2 , ,
2. AAS+al+b egyenletnek /11 = 22 = A valés megoldasa van.

, A
Ekkor csak egy megoldas van, € X

, AX. , ,
Lassuk be, hogy Y, = X-€ Xis megoldasa a homogén egyenletnek.

Bizonyitas:

y, =x-e” vy, =e™+x- 1™ =e™(1+ AX),

y2" = 1™ (1+ ﬂX) +e™ 1 = 1e™ (2 + ZX) , ezeket visszahelyettesitve a
y” +a- y' + by =0 homogén egyenletbe kapjuk, hogy

262+ AX) + ae™ (L+ AxX) + bxe™ =0, azaz

e (A(2+Ax)+a(l+Ax)+bx) =0

e 2/1+/12x+a+/1ax+bx):0

(
e“(/lzx+/1ax+bx+2/1+a)=0
(

e™(X(A* +Aa+b)+24+a)=0, e mve A’ +Aa+b=0, gy

e (22 + a) = 0,adsdik. Mivel A kétszeres gydke a karakterisztikus

a
egyenletnek 2A+a=0 ugyanos a megoldd képletbdl A= —E hiszen a

diszkriminans =0
Tehat ebben az esetben Y, = X- e“ is megoldasa a homogén egyenletnek.

Ekkor a homogén egyenlet altaldnos megoldasa.

AX AX
Yiomar = C1€" +C,Xe
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3. A karakterisztikus egyenletnek nincs valds gyoke. Ebben az esetben konjugalt
komplex gyokei vannak.

Legyenek a gyokok /11 =0!+i,3, /12 :a—i,B

X .
Ekkor e/11 és e%xﬂjggetlen megoldasok, de nem valdsak e”ﬂx = e(““ﬁ’x,
phX _ gla-ip)x

De mi valés megoldasokat kereslink!

Tudjuk, hogy megoldasok 6sszege és konstans szorosa is megoldas. Felhasznalva
az Euler formuldt, mely szerint: €'Y =C0S@ +iSin¢@

Az Euler formula bizonyitasa - komplex hatvanysorok segitségével - késébb
szerepel. Egyelbre bizonyitas nélkil elfogadjuk.

E szerint

o e?* =l = g™ . X =™ (cos X + isin BX)
e’ = el X — g . @ = g™ (cos BX —iSin BX)

a két megoldast 6sszeadva Ujra megoldast kapunk, vagyis

e 4 e = 2™ COS X is megoldas, kett8vel osztva kapjuk, hogy e COS X
is megoldas és valds! ] )
Ha az (1) els6 egyenlet —I vel és a masodikat | -vel megszorozzuk és 0sszeadjuk,

akkor kapjuk, hogy 2e“*sin X is és €*sin fXis megoldas.
Tehat Y, =€ sin BX és y ,=€"*c0Ss fX fiiggetlen megoldasok, tehat a
homogén egyenlet altalanos megoldasa:

Yhomar = C1Ys + C, Y, = C,e“ sin Bx + C, cos X

A masodrendd( linedris inhomogén differencialegyenlet altaldnos megoldasa
is @ homogén egyenlet altalanos megoldasa és az inhomogén egyenlet egy
partikularis megoldasanak 0sszege:

yin hom,alt = yhom,élt + yin hom, part

Masodrend allandé egyiitthatés inhomogén linearis differencialegyenlet
partikularis megoldasanak megtalalasa specialis kiils6 tag esetén, préba
fliggvénnyel.

Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat un. specidlis kiilsé tagok
esetében tudjuk kdnnyen meghatarozni.

Az Y +a-y +by=q(x) egyenletben (X) fiiggvényt szokés kiilsé tagnak
nevezni. Azzal az esettel, amikor a kiilsé tag nem specialis nem foglalkozunk.
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Specialis kiils§ tagnak nevezziik a ((X) fliggvényt, ha p,(x)-e™cosbx vagy
p, (x)-e* sinbx alaky, ahol p,(X) tetszéleges n-ed fokd polinom. Ebben az esetben

az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat specialis alaku, ismeretlen
egyltthatokat tartalmazoé figgvény (probafliggvény) alakjaban keressiik, az
ismeretlen egyltthatdkat pedig gy hatarozzuk meg, hogy 6t, a derivaltjat és a
masodik derivaltjat visszahelyettesitjlik az eredeti inhomogén egyenletbe.

A probafiiggvény altalanos alakja:

P, (x)e™ cosbx +Q, (x)e* sinbx ha a+binem gyoke a homogén egyenlethez
tartoz6 karakterisztikus egyenletnek P, (X)és Q,(X)ismeretlen egyutthatés
altalanos n-ed foku polinomok.

A helyzetet csak az bonyolitja, ha a+bigydke a karakterisztikus egyenletnek. Ezt
rezonancia jelenségnek nevezik.

Osszefoglalva:

Ha a q(x) kulsé tag p,(x)-e* alaku (a valds) és az e* kitevGjében szerepl6 anem
gydke a karakterisztikus egyenletnek, azaz €* nem megolddsa a homogén
differencidlegyenletnek, akkor az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat
P,(x)e™ alakban keressiik, ahol P (x)ismeretlen egyitthatds altalanos n-ed fok
polinom.

Ha az e®kitev6jében szereplé a egyszeres gydke a karakterisztikus egyenletnek,
azaz €™ megoldadsa a homogén differencidlegyenletnek (egyszeres rezonancia),
akkor az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat x P, (x)e™ alakban, ha

kétszeres gyoke (kétszeres rezonancia) akkor X P, (x)e™ keressuk, ahol

P, (x) ismeretlen egyutthatoés altaldnos n-ed foku polinom. Ezt nevezziik
rezonancianak.

Ha a q(x) kilsé tag p,(x)-e*sinbx vagy p,(x)-e™ cosbx alaki (a, b valds) és az
@ = e® (coshx +isinbx)formulaban a kitevéjében szereplé a+binem gyoke a
karakterisztikus egyenletnek, akkor az inhomogén egyenlet partikularis
megoldasat P,(x)e™sinbx + Q,(x)e™ cosbx alakban keressiik, ahol P,(X)és

Q, (x) ismeretlen egyutthatés altaldnos n-ed fokU polinomok.

Ha az e®™*kitevGjében szerepld a+bi gyoke a karakterisztikus egyenletnek,

akkor az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat x- P, (x)e® sinbx

+X-Q, (x)e™ cosbx alakban keressiik, ahol P,(x)és Q,(x)ismeretlen egyutthatos
altalanos n-ed foku polinomok.

Ha a q(x) klls6 tag ezen specialis tagok 6sszege, akkor a proba fliggvény a
hozzajuk tartozd préba fliggvények 6sszege.

A kovetkezo tablazat 6sszefoglalja a specialis eseteket

Jeldlések: az alabbi tabldzatban p,(X) jelol egy konkrét n-ed fokd polinomot,
P.(x) és Q,(X) pedig egy ugyancsak n-ed foku, de ismeretlen egyitthatés

polinomot jeldl. 4 és A,jeldli a homogén egyenlethez tartozé karakterisztikus
egyenlet gyokeit.
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Példaul.:

0 gyoke a karakterisztikus

1, ezért a rezonanciat az okozza, ha 4
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egyenletnek lasd 2. eset

a=
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p,(x) =lazaz egy 0-ad foku polinom, tehat az inhomogén partikularis megoldas

alakja egy altaldnos 0-ad foku polinom és e* szorzata.

Kidolgozott feladatok

1.y +y -2y=x%,

a homogén egyenlet y"+y' -2y =0,

a karakterisztikus egyenlet A% +1—2=0, megoldasai A =1, 4, =-2, tehat a
homogén egyenlet ltaldnos megoldasa Yyomax = Cie* +C.7%,

az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat y, = Ax? + Bx+C alakban
keresstik. (tablazat 1. sor)

yp' =2AX+B, yp" =2A, az inhomogén egyenletbe helyettesitve,
2A+2Ax+B-2(AX* +Bx+C)=x*, rendezve

—2AX® + X(2A— 2B)+2A-2C+B= X2

és az egyltthatdkat 6sszehasonlitva kapjuk, hogy —2A=1, 2A-2B=0,

2A—-2C +B =0, innen A=—1, B=—£, C=—E
2 2 2
, 1, 1 3 ) ) , e .
Tehat Y, =—§X —EX——, vagyis az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:
1 1 3
o =Ce +Ce x-S x—=
ymhom,alt 1 2 2 2 2
2.y +y' =%

a homogén egyenlet y"+y'=0,

a karakterisztikus egyenlet 12+ 4 =0, megoldésai A4 =0, 4,=-1, tehat a
homogén egyenlet ltalanos megoldésa Yoo g =Ci8° +C,e " =C, +Ce7,

az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat y, = X(AX2 + BX+C), azaz

y, = Ax® + Bx® + Cx alakban keressiik. (tablazat 2. sor)

yp' =3Ax?+2Bx+C, yp" =6Ax+ 2B, az inhomogén egyenletbe helyettesitve

6AX+2B+3Ax*+2Bx+C =x? és rendezve 3AX? +(6A+ ZB)X+ZB+C = x?
az egyutthatokat 6sszehasonlitva kapjuk, hogy 3A=1, 6A+2B=0, 2B+C =0

Azl, B=-1, C=2
3

1
Tehat y, = X(E X2 —X+2), vagyis az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

w1
yinhom,élt = Cl + C2e X +§ X3 — X2 +2X (javitotta: Hadnagy Déniel)

3. y"+y' -2y =e¥,
a homogén egyenlet y"+y' -2y =0,
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a karakterisztikus egyenlet A2+ 1—2=0, megoldasai A =1, 4, =-2, tehat a
homogén egyenlet 4ltaldnos megoldasa Yyomar = Cie* +C7%,

az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat Yo = A-e** alakban keressiik.
(tablazat 3. sor)

y, =2A-e¥, y " =4A.e™, az inhomogén egyenletbe helyettesitve,
4A-e” +2A-e7 —2( A’ )=e™, kiemelve ™ (4A+2A-2A)=e”
1
innen kovetkezik, hogy 4A=1, Azz

1 , e .
Tehat Yo =Ze2X , vagyis az inhomogen egyenlet altalanos megoldasa:

1
Yinnomar = C1€* +C,e™" +Zezx
4. y”+ y1_2y — e—ZX ,
a homogén egyenlet y"+y' =2y =0,
a karakterisztikus egyenlet A2+ 1—2=0, megoldasai A =1, 4, =-2, tehat a
homogén egyenlet ltaldnos megoldasa Yyomar = Cie* +C7%,

az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat Y, = X- A-e?*alakban keressiik.
(tablazat 4. sor)

Yo = A(x-(-2)-e >+ )= Ae P (-2x+1),

y, = A((—Z)-e*ZX (—2x+1)+-e* -(—2)) =—2Ae™(-2x+2), az inhomogén
egyenletbe helyettesitve, —2Ae™ (-2x+2)+ Ae > (-2x+1)- 2(X- A- e’z") =e ¥,
kiemelve Ae™ (4x—4-2x+1-2x)=e™, azaz Ae™(-3)=e*

innen kovetkezik, hogy —3A=1, Az—%

, 1 , A ,
Tehat y, =—§X-ez", vagyis az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

1
-2 —2x
Yinhom,ait = Ce +Ce ™ —ge

5.y"-2y'+y=¢",

a homogén egyenlet y"=2y'+y=0,

a karakterisztikus egyenlet 12 —21+1=0, megoldasai A =4,=1, tehat a
homogén egyenlet ltaldnos megoldésa Y., =C,€* +C,xe*,

az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat Yo = x? - A-e*alakban keressiik.
(tablazat 5. sor)

Y, = A(X-(-2)-e ™+ )= Ae ™ (-2x+1),

yp" = A((—Z)-e_zx (-2x+1)+-e -(—2)) =-2Ae?(-2x+2), az inhomogén
egyenletbe helyettesitve, —2Ae™ (—2X+ 2) +Ae (—2X+1)— 2(X- A e‘z") =e ¥,

kiemelve Ae™ (4x—4—-2x+1-2x)=e™, azaz Ae”(-3)=e*
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1
innen kovetkezik, hogy —3A=1, A=—§

. 1 . - .
Tehat y, =—§X-ez", vagyis az inhomogen egyenlet altalanos megoldasa:

1
Yinnomar = C1€" +C,xe" —=e™"
6. y' -2y +y=xe*,
a homogén egyenlet y"—2y'+y=0,
a karakterisztikus egyenlet 12 —24+1=0, megoldésai A =4,=1, tehat a
homogén egyenlet ltaldnos megoldésa Yo, 4 = C€* +C,xe*,

az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat Yo :(AX+ B)-ezxalakban
keresstk. (tablazat 6. sor)

y, =Ae” +(Ax+B)2e™ =e” (2Ax+ A+2B),
y, =2e”(2Ax+A+2B)+e”(2A)=4e”(Ax+A+B), az inhomogén egyenletbe
helyettesitve, 4e™(Ax+A+B)—2e” (2Ax+ A+2B)+(Ax+B)e® = xe™,
kiemelve e (4AX+4A+ 4B-4Ax—-2A—-4B+ Ax+ B) =e?, azaz

e (Ax+2A+B) = xe*
innen kovetkezik, hogy A=1, 2A+B=0, B=-2
Tehat Y, = (X—2)-e2X, vagyis az inhomogén egyenlet altalanos megoldasa:

. =Cet+C xe" + (x—2)-e*
inhom,alt 1 2

7. y"=2y'+y=sin2x a homogén egyenlet y"—=2y'+y=0,

a karakterisztikus egyenlet 12 —241+1=0, megoldésai A =4,=1, tehat a
homogén egyenlet altalanos megoldasa Y, 4 =C,e* +C,xe*,

a karakterisztikus egyenlet 12+ 1 =0, megoldasai A4 =0, 4, =-1, tehat a
homogén egyenlet 4ltaldnos megoldasa Yyonar =Cie° +C,6™* =C, +C,e7*,

az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat y, = Asin2x+Bcos2x, azaz
(tédbladzat 10. sor)

yp' =2Ac0s2x—2Bsin2x, yp" =—4Asin2x—-4Bcos2x , az inhomogén egyenletbe

helyettesitve
—4Asin2Xx—-4Bcos2x — 2(—4Asin 2X—4Bcos 2x) + Asin2x+ Bcos2x =sin2x és

—4Asin 2x— 4B cos 2x +(8Asin 2x +8B cos 2x ) + Asin 2x + B cos 2x = sin 2x ie

5Asin 2x + 5B cos 2x = sin 2x

rendezve 5ASIN2X =sin 2X

az egyltthatokat 6sszehasonlitva kapjuk, hogy -4A-2B=1, 2A+4B=0,
1 1.

A=g, B=0,Tehat Yo =gsm 2X, vagyis az inhomogén egyenlet altalanos

megoldasa:

Yinhomait = C + C297X +%5in 2X
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Kidolgozott példak

Adja meg az altaldnos megoldast!
y' -3y +2y =e"+(x* +x)

2 =34+2=(1-2)(21-1) Yooman = Cie> +C " =

y, = Ae* +(Bx2 +Cx+ D) -2
y, =3Ae¥ +2Bx+C|(-3)
y, =9Ae™ +2B|1

(9A-9A+2A)e¥ +X* (2B)+x(2C—6B)+(2D—-3C +2B) = a® +(X* +X)
18-l c-2,p-2
2 2
Tehat

N « 1g X 5
yinhom,éltzclez +C,e +Ees +?+2X+E

Adja meg az altaldnos megoldast!
y"+8y'+25y =™
A karakterisztikus egyenlet

-8++464-100 —8+6i

A2 +81+25=0 1, = > =— =43

A homogén egyenlet altalanos megoldasa

—4x

Yhomar = Cr€ " €08 3x + C, e~ sin 3x

Y, = Ae ™ (nincs rezonancia, akkor lenne, ha a kiils6 tag e ¥ cos3x vagy
e sin3x lenne)

y, =16Ae™

yp' =—4Ae™, visszahelyettesitve kapjuk, hogy

(25A-32A+16A)e * =™, azaz A:%

Tehat

_ ae . 1
Yinhom,air = C1€ “cos3x+C,e ¥ sin3x+—-e ™
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