Kétvaltozos fliggvények
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Tobbvaltozés fliggvények

Legyen D egy n dimenzids ponthalmaz, és f egyértelm( hozzarendelés, mely
minden (X, X,,...X, ) € D n dimenzi6s ponthoz egy valés u szédmot rendel.

Jeldlése: u=f(x,X,..X,), a fiiggvény az értelmezési tartomanya D.

Ha D kétdimenzi6s, akkor f kétvaltozés, a szokasos jelélés z= f (X, Y),

ha D harom dimenzids akkor f hdrom valtozds, a szokésos jeldlés u= f (X, y,2)
Ezekkel a specialis esetekkel foglalkozunk.

Kétvaltozos fiiggvények

Geometriai interpretacioé

-7

grafikonjdhoz, a haromdimenzids Descartes koordinatarendszerben ugy kapjuk, hogy az
{X, y} sikban az (x,y) koordinataju pontokhoz az f altal hozzarendelt z értéket mérjik fel

merdlegesen. Az (X, y, T (X, y)) pontok altal meghatarozott alakzat a fiiggvény geometriai
megfeleléje. Ha f (X, Y)folytonos (lasd késébb) akkor ezt feliiletnek mondjuk.

A

Szintvonalak

Sokszor a fellletet nehéz elképzelni. Ebben segitenek a koordinata sikokkal valo
metszetgorbék és a szintvonalak.

Definicié: A Z=C egyenletd, {X, y} sikkal parhuzamos siknak és a feliiletnek a
metszésvonalat szintvonalak nevezziik. Segitenek a fiiggvényt elképzelni. Ha a
szintvonalakat az {X, y} sikra vetitjik, akkor két dimenzidban is abrazolhatjuk a fellletet
mint a domborzati térképen szokas.



Nevezetes feliiletek

Forgasparaboloid, az {y, Z}és a {X, Z} koordinatasikkal
valo metszetei paraboldk, szintvonalai koncentrikus kérok

Egyenlete: f(x, y)=x2 Ly

T

Hiperbolikus paraboloid

Egyenlete: f(x,y)=y*—X’

Forgasfeliiletek
Ha az sikbeli z = f (u) egyenlet(i gérbét a

forgasfelllet egyenlete z = f («/x2 + X2)

Nevezetes forgasfeliiletek

Ha az x=0egyenletl {y, Z} koordinatasikkal
metszik el a fellletet, akkor a metszetgoérbe
egyenlete z=Yy?,

ha az y =0 egyenletl {X,Z} koordinatasikkal

metszik el a felliletet, akkor a metszetgoérbe
egyenlete z=Xx?,

Ha az Ha z =legyenlet( {X, y} sikkal parhuzamos

sikkel metszlk el a fellletet, akkor a
metszetgorbe

egyenlete z =y? —x?egyenlet(i hiperbola

z-tengely koéril megforgatjuk, a kapott

Félgomb
Egyenlete: z=,/R® —(y2 +X2)

Forgasi hiperboloid (egy kdpeny)

Egyenlete: z= ,/XZ +y*-1

Forgasi hiperboloid (két kopenyii)

Egyenlete: Z=1+X*+Y’

Kap

Egyenlete: z= 4/X2 + y2




Példa A felilletésa 7 = 75 sik metszésvonala
Abrazoljuk a Z=100—X* — y°

fellletet és hatdrozzuk mega Z =175
sikkal valé metszésvonalat. (szintvonal)

/ | A
| \\
I 7 \
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X
A metszésvonal vetiilete az (x,y)sikon
x?+y?=25
Példa
Hatérozzuk meg az f(X,y)=1/y—x’ értelmezési tartomanyat
Megoldas:

az | (X, Y) értelmezési tartomanya az a tartomany, ahol y—x*>0

y

y—x2>0
flx,y) = Vy = x?
y—x2<0 L= y—x*=0
1 1 x
-1 0 1

Kétvaltozos fiilggvény hatarértéke

Az egyvaltozds fliggvények hatarértékére vonatkozd lehetséges definicidk kozill a
kovetkez6t altalanositjuk:

lim f (X) = A , akkor és csak akkor, ha minden X, —> X,pontsorozatra f (Xn) — A

X—)XO
Altaldnositva:

( )Iir(n ) f (X, y) = A, akkor és csak akkor, ha minden (X, Y,) — (X, Y,) pontsorozatra
X,¥)—(%.Yo

f (X Yy)—A

A definicio kozvetlen kovetkezményei

Fliggvények konstans-szorosanak, 0sszegének, szorzatanak, hanyadosanak (ha a nevezd
nem nulla), racionalis kitevés hatvanyanak a hatarértéke a hatarértékek konstans-szorosa,
0sszege, szorzata, hanyadosa, racionalis kitevGs hatvanya.



Példa
Létezik-e a kOvetkez6 fliggvény hatarértéke a (-2,3) pontban és ha igen mennyi?

Megoldas
2X+ 3y

f (X,y) =———— ,ahol a nevezd nem nulla, ott a Iétezik hatérértéke és
4x+15y

im 2x+3y _2(-2)+3-3_5
)->(-23)4X+5y  4(-2)+5-3 7

1. Példa
Létezik-e ugyanennek a fliggvénynek a hatarértéke a (0,0) pontban, és ha igen mennyi?
Megoldas
2x+3y . e,
Az — fliggvénynek nincs hatarértéke (0,0) pontban, mert létezik két kilonb6zo
4x+15y
pontsorozat (réviden Ut), mely mentén kozelitve az origdba kiilénb6z6 hatarértéket kapunk.
2x +3-0 1
Pl. az X - tengelyen kézelitve az origéba, azaz (X,,0) — (0,0) esetén ——-—=—
4x +15-0 2
2-0+3- 1
az Y - tengelyen kozelitve az origéba, azaz (0, Y,) — (0,0) esetén L0FS Y 2
4.0415-y, 5
2. Példa

-y
— fliggvénynek
X"+

Létezik-e hatarértéke az origéban az f (X, y) =
Megoldas

Nem létezik, mert az Xtengely mentén 0 a hatarértéke, hiszen

. X i x-0
Ilm 2—y2 = ||m 2 = 0 ’
(x,0)-(0,0) X* + y (x0)-0.0) x* +0

) . Xy : X X 1

de az Y = Xegyenes menten im ——= lim ——==
2 2 2 2

(x)-(00) X° +y©  (xx0)-(00) X° +X° 2

3. Példa

Létezik-e hatarértéke az origéban az f(x,y)= fliggvénynek

2 2
X +y
Lathatjuk, hogy mind a tengelyek mentén, mind az Y = X egyenes mentén 0 a hatarértéke,
azt sejtjik, hogy van hatarértéke. Ezt a kovetkez6képpen lathatjuk be:



Egy tetszbleges (0,0) hoz tarté (Xn, yn) pontsorozatot felirhatd polar-koordinatak
segitségével: X, =I COS@,, és Y. =TI SiN@,
melynek a (0,0) -hoz tartasahoz elegendé az I, — O feltétel a ¢, sorozattdl fiiggetlendil.

Azaz

2
2 2 H 3 .
X i I, Cos r.sin . r°Ccosg, sin . 2 .
Y —lim (1, 005¢,) T,sing, =lim-~ gog Po _ lim I, cosg,sing, =0

im
(0 ¥n)>(00) X2 4y 150 2 i 2 550 r r,—0
y r.cose,) +(r,sing, n

J6 tanacs: ha ugyanezt a mddszert megprobaljuk alkalmazni az el6z6 példanal, akkor

r’cose, sing,
2

. r. cos r.sin ]
Xy =lim (" ¢”)" Pn =lim

(x I)T(OO) 2. vy2 150 2 . 2 150
)00 X7+ YT 600 (o cosg, ) +(r,sing, ) n r,

=limcosg,sing, #0
r,—0
rer == u roz . r |
mert a hatarértek COs¢@, SIng, 2Sln 2¢, fligg a @, sorozattél. Ha @, —> 0 akkor a limes

Vi 1
0, ha ¢, _)Z' akkor pedig E' stb...

Folytonos kétvaltozoés fliggvények

Haa z=f (X, y)nggvénynek létezik helyettesitési értéke és hatarértéke egy
(XO, yo) pontban és a kett6 egyenld, akkor ott a fliggvény folytonos (XO, yo) pontban.

azaz ha lim f (X, y)= f (XO, yo) .

(X, y)=>(%0,Yo)
Példa

Xy
ha (x,y)=(0,0
Folytonos-e a kovetkez6 fliggvény: f (x, y) =IX2+y? (x,y)#(0,0)

0 ha (xvy)=(0,0)

Megoldas: Nem folytonos, hiszen nincs hatarértéke az origdéban (lasd:5. oldal 2. példa)

Példa
2

X7y
ha (x,y)=(0,0
Folytonos-e a kdvetkez6 fliggvény: f (x, y) ={x2+y° (x,y)#(0,0)

0 ha (xYy)=(0,0)

Megoldas: Igen, folytonos, mert a fliggvénynek van hatarértéke (lasd:5. oldal 3. példa)

és az megegyezik a helyettesitési értékével.



A parcialis derivaltak

Az X szerinti parcidlis derivalt definicidja: fx'(x, y)/%'yo) =lim

’
h—0

f (% +h,Yo)= T (X, o)
h

' . f ) h)—f (x ,
Az Y szerinti parciélis derivalt definiciéja: f, (X, y)/("o:)’o) :ng (X0 Yo+ g (%:%o)

Vagyis a kétvaltozds fliggvény egyik valtozéjat konstansnak tekintve a masik valtozdja
szerint derivaljuk.

A parcialis derivaltak geometriai jelentése
Az f(xy) fuggvény (X, Y,) pontbeli Xvaltozé szerinti parciélis derivaltjanak a
geometriai jelentésea z=f (X, y) felllet és az y =Y, egyenletl sik metszésvonala

(z="f(XY,) gérbe) érint8jének a meredeksége.

z

P(xg, yo, S (X0, ¥0))

2 z=f(x)
z=f(x, y0)
Az y =y Sikban

Erintd

(xo+ h, yo) X =Xy

Az f(xy) fuggvény (X, Y,) pontbeli yvaltozd szerinti parcidlis derivéltjanak a
geometriai jelentése a z=f (X, y) felllet és az X=X, egyenlet( sik metszésvonala

(z=f (X, Y) gérbe) érintéjének a meredeksége.
Z

Metszetgorbe fy(xo, Yo)- P(xo. yo, fxo, )’0))[

érint6 meredeksége

Metszetgorbe f:t(xo, Yo)-
érinté meredeksége

g ‘VJ —+__Metszetgorbe z = f(x, yg)
Y=Y

z= fxy)

Metszetgorbe Z = f(xq, ¥)
X =Xq



Parcialis derivalt fiiggvény
Ha tetszéleges (X, Y) pontban képezzik a Z = f (X, y) X véltozé szerinti parcilis
derivaltjat, akkor az X valtozd szerinti parcialis derivalt fliggvényt kapjuk (ahol |étezik)

f(x+h,y)—f(xy) e o 0z
, Szokasos jeldlés még _8 . L, , vagy
X

. (x,y)=lim

h—0 h

Ha tetszéleges (X, Y)pontban képezziik a Z= f (X, y) Y véltozé szerinti parcidlis
derivaltjat, akkor az Y valtoz6 szerinti a parcialis derivalt figgvényt kapjuk (ahol Iétezik)

f(x,y+h)—f(xy) o, of ' oz
, szokasos jeldlés meg — , Zy vagy —

oy

£ (x,y)=lim

h—0 h
Példa

Hatdrozzuk meg a Z = X -sin y fliggvény Xés Y szerinti parcialis derivalt fliggvényeit!
Megoldas
' H ' 2
Z, =2X-siny, z, =X"-COSY

Példa
Hatdrozzuk meg a Z =Sin Xy fliggvény Xeés Y szerinti parcialis derivalt fiiggvényeit!

Megoldas
!/ !
Z,=Yy-COSXy, Z, = X-COSXy

Példa
Hatérozzuk meg a Z = X’ fiiggvény X és Y szerinti parcialis derivalt fliggvényeit!

Megoldas

Z; =y Xy_l, mert X szerint hatvanyfliggvény,
Z;, =X’ -In X, mert y szerint exponencialis fiiggvény
Példa

Hatdrozzuk meg a Z = x* cos Xy flggvény Xés Y szerinti parcialis derivalt fliggvényeit!

Megoldas
Z! = 2x-cosxy + x*(—sin(xy)) -y, mert X szerint szorzatfiiggvény,

z, = x? - (—sin(xy))- X, mert y szerint nem szorzat fiiggvény, hiszen X konstans.

Kétvaltozos fiiggvény derivaltja (gradiens vektor)

Definicio:



A fuggvény z=f (X, y)gradiense egy adott pontban a parcialis derivaltakbdél, mint

koordinatakbdl alkotott vektor: gradf = ( f, (X Yo): f, (X, yo))
Definicio:
Az f(x,y) kétvaltozos fiiggvény differencialhaté az (X,, Y, ) pontban (totalisan), ha

létezik a gradiens vektora.
Azaz

f(%Y)= (X, Yo)=~gradf -((x—%,),(Y=Y,)).

a kozelitéleg egyenld itt azt jelenti, hogy a két oldal eltérése a megvaltozas hosszaval
osztva nullahoz tart.

Tétel
Ha egy kétvaltozods fliggvény differencialhatdé egy pontban, akkor ott folytonos.

Bizonyitas vazlat

f(X,y)— (X Yo)=gradf -((x—%,),(Y—Y,)) . a jobboldal nulldhoz tart ha
(X, ¥) > (X, Yy) , mert ((X— X), (Y — yo)) —)(0,0), miatt a baloldal is tart nulldhoz,

amibdl azonnal kdvetkezik a folytonossag.
Megjegyzés

Abbdl, hogy egy fiiggvénynek léteznek a parcialis derivaltjai, nem kévetkezik, hogy
differencialhato.

Példaul, a kdvetkezd fliggvénynek az origoban létezik mind X mind Y szerint a parcialis

derivaltja és mindkett6 0, de nem differencidlhatod, hiszen még csak hatarértéke sincs az

rigoban.
origoba 2{07 351

I, xy=0

Z

Ez a fliggvény lényegében Z =0, vagyis az {X, y} sik csak az x-tengely és az y-tengely
mentén nem 0, hanem 1 a fliggvény értéke.



A gradiens vektor létezésének elégséges feltétele

Tétel (bizonyitas nélkiil):
A gradiens vektor létezésének elégséges feltétele, ha az adott pontban a parcialis derivalt
figgvények folytonosak.

A differencialhatésag geometriai jelentése

Ha az f(X,Yy) kétvéltozos fiiggvény differencidlhaté az (X,, Y, ) pontban (totélisan), akkor

az="f (X, y) fellletnek létezik érintd sikja, melynek egyenlete

2—-2,= 1", (%, Yo) (X=%) + ' (X5, Yo ) (Y — o)

Tehat:
Az f (X, y) fiiggvény P, =(X0, Yo f (XO, yo)) pontbeli érintsikjanak a normal vektora

n= (06, ¥0), ) (%, ¥0)

Bizonyitas vazlat

Ha a fliggvény differencialhatd, akkor a fliggvény megvaltozasa kozel linearis, azaz
f(%Y) = f (% Yo) = gradf -((x—x%;),(y —¥,)), masképpen irva

2=7,~ ' (%, Vo) (X=%0) + £ (X5, Yo)(Y = ¥p) , ahol az érintésik egyenlete:
L—1,= f,x(XO’ Yo)(X—X;) + f'y(XO’ Yo)(Y = Yo)

Példa

Adjuk meg az f (X, y) = 9—(X2 + yz) fliggvény (1, 2) pontjaban az érintdsik

egyenletét!

.\'2+y2+z-9=()
Py(1,2,4)

(D

X

Az érint6sik normalvektora: (fx’(Xo.yo)' f '(xo,yo)1_l):(_2X’_2y’_ )‘(12) ( —2,-4, 1),

egy pontja P, =(X0, Yo (XO, yo)) =(1,2,4), tehat az érintésik egyenlete:

10



—2(x-1)-4(y-2)—(z—-4)=0, azaz 2X+4y+2-14=0

Kétvaltozos fiiggvény iranymenti derivaltja

Definicié: Az f (X, y)nggvény € iranyba vett iranymenti derivaltjanak nevezzik a

f h, e,h)—f(x,,
kovetkezd hatérértéket: fg'(xo,yo)=lhing (% +&h. ¥, +h2 )= (%:%)

Azaz az (XO, yO) pontbdl egy elbre rogzitett egységvektor € = (el,ez) (|§| =1) irdnyaba

f (% +eh,y,+eh)—f (X, Y,)
h

kilénbségi hanyadost, majd ennek vessziik a hatarértékét midén a megvaltozas nulldhoz
tart.

nézzik a fliggvényérték megvaltozasat és igy képezzik a

of

Szokasos jelolés még: —
oe

Tétel
Ha létezik a figgvény gradiense, akkor az irdanymenti derivalt a gardiens vektor és a

megadott irdnyba mutaté egységvektor skaldris szorzata: P =gradf -e
€

Példa
Hatdrozzuk meg az f (X, y) = x2y fuggvény V=(—3,4) irdnyaba esd irdnymenti
derivaltjat a P(Z,l) pontban!

Megoldas

Az irdnymenti derivalthoz szliikséges a gradiens vektor az adott pontban és egy egység
hosszU vektor mely a keresett irdnyba mutat.

gradf =(2xy,x*), gradf ‘(2,1) =(4,4)

-3 4
Tekintve, hogy |\_/| = N/(_?’)Z + 42) =5, azirdnyaba mutaté egységvektor € = [?,g

Tehétq=gradf-§,azaz i:(4,4)- _—3,ﬂ _—12,16_4
oe oe 5 5 5 5 5

11



Példa

25x°y

—3 figgvény X+ 3y =Dbegyenes irdnyaba esd

Hatérozzuk meg az f (X, y) = ;

irdnymenti derivaltjat a P(Z,l) pontban!

Megoldas

Az irdnymenti derivalthoz sziikséges a gradiens (ha |étezik) az adott pontban és egy egység
hosszu vektor mely a keresett irdnyba mutat.

- 50xy(x2 + y3) - 25x%y(2x) - 25x2(x2 + y3) - 25x2y(3y2)
B (x2+y3)2 Y (x2+y3)2
100 200

f(2)==—x=4, f/(21)==——=8, gradf =(4,8)
25 25 B

!
X

Az egyenes egyenletének atalakitasaval Y = 5 - 5 X lathato,

1

hogy az egyenes meredeksége m= —§ és az egyenes iranyaba mutato6 vektor V= (—3,1),

a szikséges egységvektor € = é = (_T?:) ) %j '

az iranymenti derivalt tehat :

ﬂ—gradf -e=(4,8) 12,8 4

de | (T?S%Nmmjm

Tétel
A gradiens a fliggvény legnagyobb novekedésének iranyaba mutat.

Ez azt jelenti, hogy az irdanymenti derivalt a gardiens vektor irdnyaban a legnagyobb!
Ekkor az irdanymenti derivalt értéke a gardiens vektor hosszaval egyenl6.

Bizonyitas

of )
—=gradf -e,  gradf - =|gradf|-|e|-cosa, ahol & a vektorok szoge.

oe

A skalaris szorzat akkor a legnagyobb, ha a két vektor altal bezart szég 0, hiszen ekkor a
szdg koszinusza 1.

Ekkor tehat gradf - =|gradf |- |¢| = |gradf |
Vegyes masodrendii parcialis derivaltak egyenlésége

12



Tétel: (Young tétele) : Haa z=f (X, y) kétvaltozds fliggvény elsérendl parcialis derivalt
figgvényei az A=(a,b) pont |, kdrnyezetében léteznek és a fliggvény az A pontban
totdlisan differencidlhatdk, akkor fx’;(a,b)= fy';(a,b).

Megjegyzés. A parcidlis derivaltak folytonossaga elégséges feltétele a fliggvény totalis
differencidlhatésaganak.

Tehat az is igaz, hogy ha a masodrend(i parcialis derivalt fliiggvények folytonosak, akkor a
vegyes masodrend( derivaltak egyenldk, azaz értékliik nem fligg a derivalas sorrendjétol,

vagyis f(xy)=f (x,y)

A kétvaltozoés fliggvény lokalis széls6értéke
Definicio
Az=f (X, y) figgvénynek az (XO, yo) pontban lokalis maximuma van, ha létezik az

(XO, yO)pontnak olyan kérnyezete, melyben az Z, = f (XO, yo)a legnagyobb érték,

Az=f (X, y) figgvénynek az (XO, yo)pontban lokalis minimuma van, ha létezik az
(XO, yo)pontnak olyan kérnyezete, melyben az Z, = f (XO, yo)a legkisebb érték,

A széls6érték létezésének sziikséges feltétele

A lokalis széls6érték (maximum vagy minimum) létezésének szilikséges feltétele:

gradf :(fx'(xo, vo), f (%, yo)):(0,0)
Indoklas
Ha a figgvénynek lokalis széls6értéke van, (XO, yo)—ban, akkor minden fellleti gorbének is.

A parcidlis derivaltak geometriai jelentésébdl kovetkezik, hogy ha a figgvény
differencialhatd, azaz létezik ott az érint6sikja, akkor abban a pontban

gradf =(fx'(xo, Yo); fy'(xo, yo)) =(0,0), azaz az érintésik vizszintes, normalvektora

parhuzamos a z-tengellyel, mivel N = (fx'(xo, Yo): fy'(XO, yO),—l)
(1) Minden pontban a gradiens merdleges a ponton athalad6 szintvonalra.

A széls6érték létezésének elégséges feltétele

A lokalis széls6érték (maximum vagy minimum) létezésének elégséges feltétele:

fxx” (X01 yO) fxy” (XO’ yO)
fyx”(xo’VO) fw”(XO’VO)

>0

13



Ha nem teljesll, akkor nincs széls6 értéke a fliggvénynek, akkor nyeregpontja van.

Bizonyitas nélkl

A széls6érték jellege
A szélsGérték jellegét (maximum vagy minimum) az f ”(XO, yo)eléjele alapjan

allapithatjuk meg. ( f es f eIOJeIe mindig megegyezik abban a pontban ahol fenti
determinans D>0)

Ha fXX”(XO, yo) >0 akkor a fiiggvénynek minimuma van, ha fXX"(XO, yo) <0 akkor
maximuma van.

Megjegyzés: fXX"(XO, yo) #0, hiszen akkor DL 0 lenne.

Példa
Hol van lokalis szélsGértéke a kovetkezd fliggvénynek?

il
/,ﬁ":,'o}}‘w\félii't‘t‘&\
o /,,"‘,‘o’b.o“\\\x\@tg\‘\‘&\\\\

‘ ‘ \ \\\\\

f(x,y)= (4x2 + yz)e’X Y

v il
4444,, Al RSN
,’I ' “\ \

0000
' Yo, 0'0‘0‘0 QK2

z=(4x*+ yz)e"xz_y

Megoldas
fi=(8x)e™ ™ +(4x° +y*)e ™ (-2x) =6 (Bx—8X’ —2xy* ) =2xe ' (4-4x* - y?)

fy’ =(2y)e*><2*y2 +(4X2 i yz)efxz,yz (—2y) XY (2y—8x2y— 2y3) _ 2ye’x2*y2 (1—4X2 B yz)

f'=0, 2xe Y’ (4—4x2 - y2) =0
4-4x*—y* =0, vagy X=0

f,/ =0, 2ye™ " (1-4x* —y*)=0
(1-4x*—y*)=0, vagy y=0

A megoldasokra:
1. x=0¢és y=0
2.4-4x*-y*=0,¢és y=0, = 4=4x*,1=%°

3.1-4x°—y?=0,és X=0 = 1=y’
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A megoldasok: (0,0),(0,1),(0,-1),(1,0),(-10)
Tehat sorra kell venni ezeket a pontokat és ki kell szamolni D determinans értékét.

f 14 f 14
. Xx Xy .
Megnézni, hogy D= >0 teljestl-e.
14 14

f f

yX yy

Ha nem, akkor nincs szélsé értéke a fliggvénynek, akkor nyeregpontja van.

f.' :(2 e XY (4x 4x° xyz)) o 2e (—2x)(4x—4x3—xy2)+2e’xz’yz (4—12x2 —yz):

=27 (-20%% +8x" +2x°y* +4-y?)
e’xz’yz(—2x)(2y—8x2y—2)/3)+e’XLyz (2—8x GY) e ( 2Xy+16X3Y+4Xy3+2—8X2_6y2)

£ :( e (2y-8x’y -2y )) = (<2y)(2y-8x’y —2y*)+e " (2-8x* -6y’ ) =

yy

—g XY (—4y +16x%y? +4y* +2—8X2—6y2)=e‘xz_y2 (—10y2+16X2y2+4y“+2—8X2)

f ”:( g XY (8x 8x° 2xy2))!=e‘xz‘y2 (—2)/)(8X—8X3—2Xy2)+e_xz_y2 (—4xy)=

Xy

—e X ( 20xy +16Xx y+4xy)

i ":( e (2y-8x’y -2y )) = (—2x)(2y —8x’y —2y*)+e V' (-16xy) =

yX

—e XY ( —4xy +16X°y +4xy® 16xy): Koy (—20xy +16x3y+4xy3)
Az f " derivaltat mar feleslegesen szamoltuk ki, mert a Young tétele szerint megegyezik
fyx” -vel.

Vizsgaljuk meg a D értékét azokban a pontokban ahol a parcidlis derivaltak nullak.

1. (0,0)
fo(0,0) =26 (-20%" +8x* +2x’y* +4-y°) =8
x=0,y=0
fw"(O,O)ze_Xz_yz (—1Oy2 +16x2y2+4y4+2—8x2) N =2
" _ ” _ _x2_y? 3 3 —
f, (0,0)=f,"(0,0)=e"" (_20xy+16x y +4xy )x:o,y:O =0

f. 0,0) fxy"(0,0) 8 0

Tehat D= , , = 0 =16 >0, vagyis van lokalis széls6értéke a
f (0,0) f, (0,0)

figgvénynek.

2. (1L,0)

15



fo (1,0) =267 (—20%" +8x" +2x°y* +4—y?) =27 (-20+8+4)=-16e"

x=1,y=0
f, 10)= e (—10y2 +16X°y° +4y* +2 —8x2) N e’ (2-8)=—6e™
f,/ (L0)=1f,"(L0)=e"" (-20xy +16x’y +4xy°) o0

£,/ (L0) f,7(10)
f(L0) f,"(L0)

-16e* 0

Tehat D= L
0 —6e”

>0, vagyis van lokalis szélsGértéke a

figgvénynek az (1,0) pontban. Tekintettel arra, hogy fXX" (4,0) <0, ezért itt a fliggvénynek
lokalis maximuma van.

3. (0,1
fo/(0,1)=2e"(4-1)=6e"
f,'(0)=e*(-10+4+2)=—4e"

£,7(01)=1,"(0,1)=0

, fxx" (0’1) fxy" (0’1) 6671 O . . sy, sy s ,
Tehat D= ) ) = . <0, vagyis nincs lokalis szélsGértéke a
(00 £, (00 |0 e
fuggvénynek az (0,1) pontban.
4. (-1,0)
fXX" (-1,0)=2¢" (—20 +8+ 4) =—16e™
"” 1
f,(~1,0)=—6e

f,"(-10)=f,"(-10)=0

fxx" (—1, O) fxy" (—1, O)
fyx" (_1’ 0) fyy" (_1’ 0)

Tehat D= >0, vagyis van lokalis szélsGértéke a

—16e™* 0
0 —6e™

fliggvénynek az (-1,0) pontban. Tekintettel arra, hogy f_ "(=1,0)<0, ezértitt a
figgvénynek lokalis maximuma van.

5. (0,-)
f,(0,~1)=2e*(4-1)=6e™

f,"(0,-1) = —4e
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f,”(0-1)=f,"(0,-1)=0

f "(0,-1) f "(0,-1
Tehat D= XX"( ) Xy”( ):
f. (0,-1) f,(0,-1)

fiiggvénynek a (0,—1) pontban.

6e

0 set <0, vagyis nincs lokalis szélsGértéke a
— e7

Azt kaptuk, hogy a (—1,0) és az (1,0) pontokban van lokalis maximum, a (0,0)
pontban pedig lokalis minimum. A maximum értéket megkapjuk, ha behelyettesitiink a
figgvénybe. f(-1,0)=4e"'~1,476014 .

f(1,0)=4e"' ~1,476014

9= i
| AT
i

2= @x% + yD)e*=7

A kétvaltozos fiiggvény tartomanyi szélséértéke

Definicio

Az=f (X, y) fliggvénynek az (XO, yo) pontban tartomanyi maximuma van, ha
Z,= f (XO, yo)a legnagyobb érték az egész tartomanyban,

Az=f (X, y) figgvénynek az (XO, yO) pontban tartomanyi maximuma van, ha

Z,= f (XO, yo)a legkisebb érték az egész tartomanyban.

A tartomanyi széls6értéket a fliggvény vagy a tartomany belsejében vagy a hataran veszi
fel. Ha a tartomany belsejében veszi fel, akkor ott lokalis szélsGértéke is van.

Példa

Hatdrozzuk meg a kovetkez6 fliggvény tartomanybeli legnagyobb és legkisebb értékét
—2<x<L2

(masképpen tartomanyi vagy globalis széls6értékeit) a T={ pey< 2} négyzeten.
—2 < y <

(2.2

f(x,y)= (4x2 + yz)e’xz’y2

@) .

(-2-2)




Megoldas

Két eset lehetséges: 1. A szélsGértéket a tartomany belsejében veszi fel.
2. A szélsGértéket a tartomany hataran veszi fel.

Ha a globalis szélsGértéke a tartomany belsejében van, akkor ott lokalis szélsGértéke is van
a fliggvénynek.

Praktikus megjegyzés: Azt azonban nem kell vizsgalni, hogy ténylegesen van-e ott
szélséértéke, mert ha nincs akkor annal kisebb vagy nagyobb értéket a hataron vesz fel.

1. Vagyis meg kell nézni a fiiggvény értékét azokon a helyeken ahol fX' =0 és fy' =0.

2. Ezeket az értékeket kell 6sszehasonlitani a hataron felvett értékekkel.

Ezek kozil a legnagyobb a globalis maximum, a legkisebb a globalis minimum.
A parcidlis derivaltak nullék a (0,0),(0,1),(0,-1),(1,0),(~1,0) pontokban.
f(1,0)=f(-1,0)=4e" ~1,476014, f(0,00=0, f(0,)=f(0,-)=e",

Ezek kozil a legkisebb a 0 és a legnagyobb a et A tartomany hataran is meghatarozzuk
a legnagyobb és a legkisebb értéket.

A tartoméany hatarai 1. X =2 egyenes. Ezen a fiiggvény f(2,y) =(16+ yz)e41‘y2 kérdés,
hogy ennek hol van a maximuma és a minimuma a [—2,2] zart intervallumon. El6szor
(—2, 2) -n hatdrozzuk meg az egyvaltozés fliggvény szélséértékét.

f'2,y)=(2y)e™*” +(16+y’ )e*"yz (-2y)=2ye ™ (-15-y*)

Ahol ez a derivalt nulla, ott lehet szélséértéke. y =0 vagy y:\/E. Ezek kozll a
tartomanyba a (2,0) pont esik. Itt a fiiggvény értéke f(2,0)=(16)e™ zle—?: 0,296648
Hasonldan az X =—2 egyenes mentén a lehetséges szélsérték

f(-2,0)=(16)e™ = i—? ~0,296648

Az Y =2 egyenesen f(x,2)= (4X2 +4)e’x2’4 ,
f/(x,2) =(8x)e ™ *+e™* (-2x)(4x* +4) =8xe ™ * (1-x* —1)=8x’e " *

4
Ez csak a (0,2) pontban nulla, a fiiggvény értéke itt f(0,2) =4e™ =— ~0,07416
e

x2-4

Az Yy =-2 egyenesen f(x,—2)= 8x% ™™ mely csak a (0,—2) pontban nulla, a fiiggvény

értéke itt f(0,-2)=4e™" = i4 ~0,07416

e
Végil meg kell nézni a négyzet csucspontjaiban
f(2,2)=f(-2,2)=f(2,-2)=f(-2,-2)=(16+4)e™® :? ~0,006875

az igy kapott fuggvényértékek kozul kell kivalasztani a legkisebbet és a legnagyobbat.
A legnagyobb fliggvényérték a (—1,0) és (1,0) pontokban van 4e™ =~ 1,476014, a legkisebb

az origéban van 0.
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