Kettss és tobbes integralok

1) f(x,y) = 222 + 3xy + 4y? kettss integrlja az 1 < 2 < 2,0 <y < 3
tartomanyon

Megoldas:
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2) f(z,y) = xysin (z? + y?) integralja a 0 < z < \/3, 0 <y < /% tartoma-
nyon

Megoldas:
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3) f(z,y) = e*tY integralja az 1 <z < 4, 1 <y < 2 tartomanyon
Megoldas:
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4) f(z,y) = 2® 4+ y integralja az y*> < z < ,/y, 0 < y < 1 tartomanyon

Megoldas:
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5) f(z,y) = /4x? — y? integralja a 0 < z <y, 0 <z < 1 tartoméanyon
Megoldas:

A modszer: y szerinti integralas (hatarozatlan integral).
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Helyettesitéses integral:
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A csillagos egyenletet tovabb alakitva:
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Ezzel a két csillagos egyenlet:
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Az integral ezzel:
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Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények kettds integraljat a rajzban megadott

(piros vonallal korbezért) tartoméanyon kétszeres integralassal!

6) f(z,y) =2+
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0 y=z2
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8) f(x,y) = wev
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A csillaggal jelolt atalakitashoz felhasznéaltuk az alabbi paricalis integralt:
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9) f(w,y) =2+




A teriiletet harom részteriiletre bontjuk. Az egyes teriiletekre szamolt integ-

ralok:
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A teljes integral:
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Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények kettds integréaljat egyenletiik &ltal

megadott gorbékkel hatarolt tartoményon kétszeres integréalassall

10) f(z,y)=a+y, T:2=0,y=0;x+y =2
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A csillagos egyenlet ezzel:
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13) f(x,y) =22 +y% T:(0,0),(3,0),(0,2) cstcsokkal rendelkezs haromszog
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14) Alakitsuk at az [[ f (z,y) dT kettds integralt kétszeres integralla kétféle-
képpen, ha a T tartomany:

(a) A tartomany:
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(b) A tartomény:
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15) Rajzoljuk fel az [ [ f(z,y) dydz integral integralasi tartoméanyét!
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16) Meghatarozand6 a z = xy fiiggvény kettss integralja a Py (1,1), P2 (4,5),
P; (4,2) pontok altal meghatarozott tartomanyban.

A P, P, oldal egyenlete:
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17)

A P, P; oldal egyenlete:
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Az x-re és y-ra az integralas hatarai: —R < x < Rés —VR2—122 <y <
VR2 — 122, A gomb xy koordinatasik folé es6 részének térfogata:

v R VvV R2—z2
— = / / VRZ— 22 —y2dydx

o=-Ry—_JRZ 42%

Az R? — 2% = k? jelolés bevezetésével ez az integral:

VR 2 k k .
/ \/RQfofyZdy:/\/kadey:k/\/lf(%) dy =
VR Zk Zk

Az ¥ = sinu helyettesités alkalmazasaval a hatarok, a dy és az intergrandus

megvaltozik:

— Lo Sinuy — — __x
y=—k-ra sinu=—-1—u=—73

s

y=ksinu = .
y=+k-ra sihu=1—-u=7

dy = kcosudu

Ebbdl az integralas:
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Tehat a térfogat: V = E;)?T.

18) Szamitsuk ki az R térfogatu gémb térfogatat gy is, hogy polarkoordina-

takra attérink!

12



A gomb egyenlete: z = y/R2 — 22 — 32

Az 1j koordinatak: x = rcosp, és y = rsin .
Az egyenlet az 1j koordinatdkban: z = vV R? — r2.
A Jacobi-determinéns:

oz ox ) iy

o 9o ‘ cosp —rsing | .
9y 9y | ; -
or  op sing rcosep

Az integralas mértéke: dxdy = rdrde, és az Gj hatarok: 0 < r < R,
0< <27,

v (R 2 1\ (R 2)% f
-7
5= / rvR2—r2dr p dp = / (—2>3 de =
=0 =0 =0 2 r=0
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19) Kiszamitand6 az egységsugartu pozitiv negyedkorben a kovetkezd integral:

1
—————dT.
// Vv +y2+1

Polarkoordinatakat bevezetve:

1 o
Va2 +y2+1 V2 +1
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A hatarok: 0 <r<1és0<¢< 55 dedy = rdrde.

5 1 5 1
r _1
———dr y dp = r(r2+1)" 2% drdy =
/\/r2+1 4 / ( ) 4
=0 \r=0 =0 \r=0
% 2 1% ! %
1 e
:/ §(r J[) d(,p:/(\/i—1> de = (V2-1)[lf = 5 (V2 -1)
»=0 2 r=0 »=0

20) Szémitsuk ki az 2 + y% + 22 — 4a2 = 0 gomb és (z —a)> + 92 —a2 =0

henger kozos részének térfogatat! (Viviani-féle test)

1. abra. A Viviani-féle test 3D modellje
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0 a 2a

Az integralando fiiggvény: z = \/4a? — (22 + y2). Az integracios tartomany
v

a(xfa) +9% —a? *Okorbelseje azazO<r<2agpes—§<<p<5

Az integralando fliggvény tehat:

2a cos ¢
- / / da? —r2rdr 5 dp =
=0  r=0
A belsé integral:
2a cos ¢
S T 1 (G N R

_ —é {\/(4(12 — 4 cos? )? — \/(4(12)3} - —845 { (1 — cos? p)? — 1} -

= (1 —sin gp)

Ennek a tovabb alakitasahoz sziikségiink van a sin® ¢ primitiv fiiggvényére,

U = Cosy

amihez felhasznéljuk a { helyettesitést:

u = —sinpdp
/sin?’gadgo:/Sin2<psin<pd<p:/(lfcosch)sincpdcp:

[y () ()
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Innen az eredeti integral:

« 8a3 / 8a? cos® p]?
= — 1—smcp dp=—|p+cosp— =
3 3 3 1o
0
_8a(m 1) _8 (m 2
3 \2 3 \2 3)’
ahonnan
32a° 2
V= ——=.
3 (2 3)
21) Kiszamitandé a z = 22 — y? hiperbolikus paraboloid térfogata az

r = acos 2p lemniszkata egy hurokja felett.
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Polarkoordinatéakra tériink at. Az Aattéréshez sziikséges Osszefiiggések:

T = TrCos T T
v , a hatéarok: 1 < p < 1 valamint 0 < r < acosy,

y =rsing
és dedy = rdrdp. Az intergrandus:

2 2 2 2

zt—y =7 (COSQQD—SiHQQP):T cos 2¢

A kérdéses térfogat fele:

T acos2p

/ 2 cos 2¢r dr do =
¢=0 =0

A belsé integral:

acos 2 4 acos2¢p 4
] 4

52
3 cos 2pdr = {l cos 2p il d
20 r=0
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Az eredeti integral:

V_a4/11r 590d _aj sin2gp+sin52<p sin32<p%_

2 = 1 )T T 5.2 3 |,
0

_at(l 1 1y _at (6 1) _da 8 _a
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A cos® 2¢p primitiv fiiggvénye (cos* o = (1 — sin® a)2 kifejtésével):

/(3085 2pdp = /cos?gpcos4 20pdp = /cos2<pd<p+/cos 2p sin 2¢ dp—

5in 2 sin® 2 in%2
—2/0052<psin2 2pdp = 51n2 L4 + 51;2('0 — 51113 L

1

22) Kiszamitando a z = ————
Va2 +y?

egyenlet( kor belsejére vonatkozoan.

fiiggvény integralja az (z — 1)2 +y2 =1

0 1 2
A megadott tartoméany hatarai polarkoordinatakkal: fg

r < 2cos . Az integral:

5 2cosp
2cospdp = [QSingo]%% =4
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[’/‘]2 Ccos @

0 de =
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23) Integraljuk a z = 22 + y2 fiiggvényt az (z — 3)° + (y — 2)® egyenletd kor

belsejére!
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r =3+rcosy

A transzformacio: , amivel a hatarok: 0 < r < 1 és

Yy =2+4+singp
0 < < 27. A Jacobi determinans: r.

22+ 12 = (B4 rcosp)’ + (24 rsing)’® = 13 + 6r cos p 4 4rsin @ + 2

Az integrélas ezzel:
1 27 1

//(13+6Tcosg0—|—4rsin<p+r2)Td<pdr:27r/(13r+r3) dr =
00 0

1372 471
:%[374 +T} — 1357
0

2 4
2?2
24) Integraljuk a z = |2xy| fliggvényt az g—i—z = 1 egyenlet ellipszis belsejére
vonatkozoban!
frn 3 S
A transzformacio képletei: " C.Ob g . Ezekbdl a hatarok: 0 <r <1
y =2rsine

és 0 < < 2.

A Jacobi determinéns:

8(x,y): g g% _ | Bcosp —3rsing .
9 (r,¢) % g—z 2singp  2rcos¢p

Az integral ezzel:

jus jus
2 2

1 1
4//2 - 3r cos p2rsin pbrdp dr = 288//7’2 sin2pdpdr =
00 0 0

1 . 1
2 2
288/7"2 {COZ ‘p] dr = 144/r2 dr = 48
0
0

25) Szamitsuk ki a 0 < 2z < /1 —y2—22, 0 <y < V1-220<2<1

nyolcadgombre vonatkozolag az [[[ zyzdV integralt!

1| vi=z2 1—y?—z2 1 [ Vi=z2
1— y2 _ 22
I= zyzde| dy p dz = yz——— | d=z
dy
0 0 0 0 0
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y + g (a>0,b>0,c>0) egyenletd sik és a

26) Szamitsuk ki az Ty
a
koordinatasikok altal hatarolt homogén test sulypontjanak koordinatait!

A silypont koordinatai:
[xdxdydz Jydzdydz [ zdzdydz
€T = —_ = —-—_—- = —n
s [ dzdydz’ s [ dedydz’ s [ dzdydz
Az xg-t kiszamitjuk, a tobbi hasonléan szamitando:
e ((1-0(2)[e(1-%-2)

/xdxdydz:/ / / rzdx| dy p dz =

0 0 0

-2

e (M) 2
a y oz «
- 1-Y_ 7] dz =
2 / / [ b ¢ dy :
0 0

y z s
helyettesitéssel (dy = bdu):

a belss integrdl az u =1— = — —
c
W03 2 ¢ b 3
- [oen-t
1-2—=) dy=-— budu=—-(1—-—
/ ( b ¢ 4 / wa 3 c
0 1-2
Tehat .
« a?b z\3 a?be 2\* a’be
22 (-2 =0 (1-2) | =58
6 c 24 c o 24
A tetraéder térfogata, azaz a stulypont koordinataiban a nevezd:
be

a
dedydz = —
/xyz 5

Ezzel a stlypont koordinatéi:
a b c
x = ) = —, A = -
S=7 Ys 1 s=7
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