Széls6érték feladatok megoldasa
A z = f (z,y) fiiggvény lokalis szélsGértékének meghatéarozasa:

A. Sziikséges feltétel:

fo(,y) =0
fy(x,y) =0
egyenletrendszer megoldésa, amire a tovabbiakban az z = a, y = b jelolést

alkalmazzuk.

B. Elegendd feltétel:

o (a,b) fo (a,b) — f2 2 (a,b) = D

Tablazatba foglalva az elégséges feltételeket:

D >0 >0 <0 =0
s Juy >0 <0 nincs nem donthetd el,
f (z,y)-nak lokalis min.-a | lokalis max.-a lokalis hogy van-e
az (a, b) helyen van van szélsGérték szélséérték

Feladatok:
1) Hatéarozzuk meg az alabbi kétvaltozos fliggvények helyi szélsGértékeit!

a) f(z,y) =2’y* (4 -z —y)
A megfelels derivaltak:
fh(x,y) = 122%y% — da3y? — 322y = 2%y? (12 — 42 — 3y) = 0

x

fy (x,y) = 823y — 2xty — 32%y® = 23y (8 — 20 — 3y) = 0

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa:
i) x =0, y tetszleges. (Azaz az y tengely.)

i) y =0, x tetsz6leges. (Azaz az x tengely.)
4
) x =2,y =
iil) x y=3
A szélsgérték tipusahoz el6 kell allitani a masodik derivaltakat:
" = 24xy? — 122%y% — 62y°
_ Q.3 2 3
vy = 8% —2x° — 627y
= 24x2%y — 8x3y — 939>

1

zy
A konnyen behelyettesithetd i) és ii) esetben a derivaltmétrix determi-
nansa D = 0, vagyis ezekben az esetekben nem donthetd el a szélsGérték
fajtaja.



Az iii) esetben a behelyettesités:
4
- <2, 3) — 9844

4
i (2, 3) _ 3

4
f;gy <27 3) = 7217337

innen a determinans: D = 28,44 -32 —454,96 = 910,08 — 454,98 > 0, vala-
4
mint f,, <0, tehat az f (z,y)-nek az <2, 3) pontban lokalis maximuma

varl.

b) fz,y) =2 —ay+y*+3z—2y+1

A derivaltak:

fi=2x—y+3=0
f;:—x+2y—4:0

4 1
Ennek az egyenletrendszernek a megoldésa: <—3, 3 ) ami a lehetséges

széls6érték hely. A maésodik derivaltak: f;\, = 2, fy, = 2, f, = —1,

vagyis a determinans D > 0, és mivel f,, > 0, ezért a fliggvénynek a

41
(—3, 3) helyen lokalis minimuma van.

flay)=2+ay+y>+ 3 +7
A derivaltak:
8
fo=20+y——5=0
x
, 8
fy:x+2y—y—2=0

Az egyenletek Osszegét és kiilonbségét képezve az alabbi egyenleteket kap-
juk:

8 8
3(x+y):ﬁ+E
8 8
Ve

Elgszor is, azt a megallapitast tessziik az els§ egyenlet alapjan, hogy
x+y > 0, hiszen a jobb oldal pozitiv. Ezutén a kiilonbségi egyenletet fel-
szorozzuk z2y?-nel. (Ez megtehetd, hiszen az eredeti fiiggvény értelmezési
tartomanyaban sincs benne az x = 0 és y = 0.) Ekkor kapjuk:

8 3

x2y2($_y):ﬁ_?a



ahonnan atrendezéssel és az 12 —y? = (v — y) (z + y) nevezetes azonossig
felhasznalasaval adodik, hogy

(z—y) [z*y*+8(z+y)] =0

>0 a fenti megallapitas
miatt

Innen tehat az kovetkezik, hogy = = y. Ezt visszahelyettesitve az eredeti
egyenletbe:

8
3x—?:O:>3x3—8:O:>x:y=f

2
V3

2 2
A lehetséges egyetlen szélsGérték hely tehéat: (\3/3, 7 A masodik
derivaltak a megfelels visszahelyettesitéssel:
16 16
/ + 3 + 8
16 16
fw =24 5=2+35 =8
facy =1,
) ) 2 2 A
Innen D =63 > 0, és f, > 0, ezért a B helyen lokélis minimuma

van a fiiggvénynek.
d) f(z,y) =2*+y* - 3uy
A derivaltak:
fi=32>-3y=0
fy=3y"=3z=0
A két egyenletet Osszeadjuk. Ezutéan az alabbi atalakitasokkal éliink:
a? =y 4 (x—y) =0
—y)(x+y+1)=0

Ebbdl az egyik eset, ha 2 = g, amibdl visszahelyettesités utan 22 — 2 = 0,
aminek a megoldasai: z = y = 0 és ¢ = y = 1. A masik eset, ha

x4+ y+ 1 =0, amib6l visszahelyettesités utan:

y? = [-(1+y]=0
v +y+1=0
D=12-4.1-1<0,

vagyis ekkor nincs valés gyok.



A masodik derivaltak:

=6z
7
Jyy = 6y
"o
fxy =-3

Az (1,1) helyen D =36 — 9 = 27 > 0, valamint f,; > 0 és fy, > 0 miatt
a fliggvénynek itt minimuma van.

A (0,0) helyen az D = —3 < 0, vagyis nincs szélséérték.

fl,y) = e 7V (222 4 3y?)
Az elss derivaltak:

= e Y (—Qx (2z2 + 3y2) + 4x) =0
fy= e~ Y (—2y (22° + 3y*) + 6y) =0
Az exponenciilis fliggvény sehol sem 0, vagyis a zardjelekben 4llo kifeje-
zések nullak. Az els6 egyenletbdl z-et, a masodikbol y-t kiemeliink:
z(—42® —6y° +4) =0
Y (—4962 —6y% + 4) =0
Mivel 422 4 632 nem lehet egyszerre egyenls 4-gyel és 6-tal, ezért csak
x =y = 0 johet szoba, mint a szélsGérték helye. A méasodik derivaltak:

2

Ji= e (222 (—4a? — 6y% + 4) + (—4a® — 6y% +6)]
— Y (—da”® — 6% +4) (=227 + 1)‘(0,()) =4

By = 7 (a0 ) () =

= e [~2zy (—42® — 6% + 4) — 124] ’(om =0

Ekkor D =24 > 0, fuz >0, fyy > 0, a (0,0) hely tehat lokalis minimum-
hely.

[ (z,y) = cosz cosy cos (x + y)
Az els6 derivaltak:

fi = —sinzcosycos (z +y) — cosxcosysin (x + y) =
= —cosy [sinz cos (z + y) + coszsin (z + y)] = — cosysin (2z +y) =0
fy = —coszsin (z +2y) =0

Az egyenletrendszer megoldasat négy esetre tudjuk bontani:

i) cosz =0, cosy = 0. Megoldas: z =y = g + k.

ii) cosz =0, sin (2 + y) = 0. Megoldas:



iii) sin(x +2y) =0, cosy = 0.
iv) sin (2z +y) =0, sin (z + 2y) = 0.
A masodik derivaltak:

fr = —2cosycos (2 + y)

rT

foy = —2cosz cos (x + 2y)

fay = sinysin (2z +y) — cosy cos (2z + y) = — cos (2x + 2y)

Az el6z6 eseteket behelyettesitve:

i) r=y= g + km: Ekkor f, = f,\, = 0, valamint
vy = —cos (7 +2kT + 7+ 2n7) = —cos(2m) = 1. Ezek szerint a
determinans: D = 0—12 = —1 < 0, azaz itt nincs lokalis szélsGérték.

i) ¢ = T4 km, ahonnan sin (2 +y) = 0 miatt (kis szdmolas utan)
D = —1 < 0 kovetkezik, azaz itt sincs lokalis szélsGérték.

iii) Ebben az esetben az ii)-hez hasonléan D < 0 miatt nincs lokalis
szélsGérték.

iv) A megoldand6 egyenletrendszer:

sin(2Qe+y)=0=2z+y=kn
sin(z+2y)=0=z+2y=nr

2n —k 2%k —
Innen atrendezéssel kapjuk, hogy y = % ésx = ﬂ

Kiilonb6z6 megoldasokhoz vezetnek az [0, 27] intervallumon az (n, k)
szamparok koziil az alabbiak: (0,0), (1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (3,3).
Ezeket visszahelyettesitve a masodik derivaltakba az deriil ki, hogy
D > 0. Az egyes méasodik derivaltak elgjele alapjan maximumok:

(a;y) = (070) ) (Ovﬂ) ) (7T70) ) (7T,7T),

2 2
és a minimumok: (z,y) = (%, %) , (;, ;)

Szoveges széls6érték feladatok

2) Egy V = 45 dm?® térfogati, téglatest alaka csomagot a rajzon lathato
modon kotozziik 4t zsineggel. Milyennek valasszuk a csomag méreteit, hogy
a legkevesebb zsinegre legyen sziikségiink?



T

A csomagolashoz felhasznélt zsineg hossza:
l =2z + 6y + 4z,

ezen kivill a test térfogata:

18
ryz =4,p = 4z = —
xy

Ez utobbival felirva az (:

18
l:f(x,y):2x+6y+;y x>0, y>0

Az els6 derivaltak:

18
fi=2-—5 =0
T2y
18
=6 =0
Y
Ezeket a nevezivel felszorozhatjuk:
22%y — 18 =0
6zy> —18=0

E két egyenletet egyenlévé téve és leosztva 2zy-nal, az deriil ki, hogy « = 3y.
Ezt visszahelyettesitve valamelyik egyenletbe, kapjuk:

184> —18 =0

Innen y =1, z = 3 és z = 1,,5 kovetkezik. A masodik derivaltak:

36 4
fl/ — — > O
Tyl 3

36
=21 —12>0
vy Iy3 (371)

18
1!
o 2 1 o
xy x2y2 (3 1)




Vagyis D > 0, ami miatt az (x,y,z) = (3,1,1,5) a lokilis minimum, ami
egyben abszolut minimum is.

Hatarozzuk meg annak a derékszogii hasdbnak a maximalis térfogatat,
amelynek éleinek 6sszege (!
Az élek Gsszege, valamint a térfogat:

l=4(z+y+2)
V =2ayz

Az élek hosszabdl kifejezve z-t és térfogatba helyettesitve kapjuk a célfiigg-

vényt:
l
flz,y) =y <4—x—y)7

melynek derivaltjai:

l l
!
~ - — — = 7—2 — =
Ja y<4 x y) Ty y(4 T y) 0
1= LA R —2) =0
y =2 1 r—y TY =2 1 T y | =

Miutan az x és y egy téglatest élei, ezért x > 0,y > 0, ami miatt a fenti két
egyenletben csak a zardjeles kifejezések lehetnek zérusok. Ezeket Gsszeadva

gyorsan adodik a megoldas: x =y = 12 A masodik derivaltak:

I
fow=-2y=—-<0

6
l
l
foy=—15

12 2

=3 114 > 0 és a fenti, masodik derivéaltakra érvényes relaciok miatt

itt lokalis maximum van. z = 13’ vagyis a hasab egy kocka.

Egy méasolofiilke térfogata adott, K mm?3. Alakja derékszogi hasab. A fiilkét
elolrsl nem kell elhatarolni, tehat a hasab egyik oldallapja hianyzik. Hogyan
méretezzik a fiilkét, hogy a lehetd legkevesesebb falra legyen sziikség?

A térfogat rogzitett, melynek segitségével kifejezhets a z oldal:

K
K=xyz —= 2= —
xy

A célfiiggvény, azaz a fal feliilete:

1 1
F=2xy+2zxz+yz=20y+2K-+K— = f(z,y)
y x



Az els6 derivaltak:

1
!

1
!
Ezek atrendezése utan és felhasznalva, hogy K = zyz, kapjuk, hogy:
y—xr=

T+y=

ro| gl

Ezek 0sszegébdl és kiilonbségébdl az kovetkezik, hogy y = 2 és ¢ = g Az z,

y, 2-t kifejezve ez alapjan K-val:

V2K
= v

2
y= V2K
2= V2K,

ez a lehetséges helye a lokalis szélsGérték helye. A maéasodik derivaltak:

2K
4K
"
1"
fmy:2

D =16 — 4 > 0, tehat lokalis minimum tartozik a fenti szélsGérték helyhez.

5) Mikor a legnagyobb a 400 méter keriiletti szimmetrikus trapéz alaka telek
teriilete (lasd abra)? a=7, ="

¥ ¥

A trapéz magassaga m = asin . Ezzel a trapéz teriilete:

400 — 2
T= % -sing = (200 — a) asinp



A tovabbiakban a ¢ =y és a = x jelolést hasznaljuk. Ezzel a célfiiggvény:
f(z,y) = (200 — z) xsiny, ahol x > 0 és % >y >0.

A derivaltak:
fi =200siny — 2xsiny = (200 — 2z) siny = 0
fy = (200 — z) z cosy =0

Az els6 egyenletbdl x = 100 kovetkezik, hiszen siny # 0. Ezt visszahelyette-
sitve a masodik egyenletbe azt kapjuk, hogy cosy = 0, azaz (figyelembe véve

az értelmezési tartoményt) y = g adodik. A masodik derivaltak:

fr =-2siny=-2<0
;o N 2
fyy = (200 — ) z (—siny) = —100° <0
" = (200 — 2z) cosy = 0,

ahonnan D > (0. Vagyis a célfiiggvénynek lokalis maximuma van, amely
négyzet esetében valosul meg.

Feltételes szélsGérték feladatok

1) Hatarozzuk meg az alabbi fliggvények szélsGértékeit a megadott feltételek
mellett!

a) f(z,y) = 2% 4+ y?, feltétel: =+ y = 2C?
Bevezetve a Lagrange-multiplikatort:

@y, \) =2 +y* + Xz +y—2C?)
A derivaltak:

fe=2x4+A=0
fy=2y4+A=0
fa=x+y—20%=0
Az els6 két egyenlet Gsszege: 2 (x 4+ y) + 2A = 0. Ebbe helyettesitjiik be

a harmadik egyenletet, ahonnan 4C? + 2\ = 0 kovetkezik. Innen tehat az
egyenletrendszer megoldasa: A = —2C?, x = C?, y = C?.

2) f(z,y,2) = 22% + 2y% + 222 + 22y, feltétel: 22 +y? + 22 =1
A Lagrange-multiplikatorral felirt célfiiggvény:

f(x,y,z)\):2x2+2y2+222+2xy+)\(x2+y2+22—1):0



Az els6 derivaltak altal alkotott egyenletrendszer:

fr=4x+2y+2\r =0
fo=4y+2x+2\y=0
fl=42+2X2=0

z

A=+ +22-1=0

Az homogén linearis egyenletrendszer megoldasa az x, y, z, A ismeretlenekre:

442X 2 0
2 22+ 4 0 =0
0 0 220 +4
24X 1 0
1 24 A 0 =0
0 0 24+ A

A determinéans:

(2+>\){(2+/\)2— 1} —0,
Az egyes gyokoket kiilon vizsgaljuk meg:
y = —t, z = 0. A feltételi egyen-

(a) Ay = —1: ebben az esetben z =t

letbsl: 2t2 = 1, ahonnan ¢t = +
1 1 1
P|—,——%,0), 8 P | ———,
' <\/§ V2 ) ’ < V2
minimum.

(b) A2 = —2: ekkor z = y = 0 és 2% = 1 kovetkezik. Innen P3(0,0,1) és
P, (0,0,—1). Itt f(P3) = f (Py) = 2, tovabbi vizsgalatot igényel.

(¢) A3 = —3: ebben az esetben z = ¢, y = ¢, z = 0. A feltételi egyen-

A lehetséges szélsGérték-helyek:

Sl =5l

270) Ekkor f(Pl) = f(PQ) = 1,

1
letb6l: 2t = 1, ahonnan t = £——. A lehetséges szélsGérték-helyek:

V2
11 s Py (L L " _ _
P5<\/§,\/§,O>,ebp6< \/57 \/570> Ekko f(P5)—f(P6)—3,
maximuim.

ahonnan a gyokok: A\ = —1, Ay = =2, A3 = —3.

3) Adott egy haromszog egyik oldala (c) és a vele szemkozti szog (). Hataroz-
zuk meg a haromszog t6bbi alkotorészét gy, hogy teriilete maximalis legyen.
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A célfiiggvény legyen a kétszeres teriilet:

2T = zysiny
A szinusz-tételt felirjuk az x és y oldalra, amit behelyettesitiink a célfiigg-
vénybe:
sin «
r=—oc
sin ~y
sin 8
Yy=—_—c¢
sin ~y
Innen az f (o, 8) fiiggvény:
2 . .
c®sinasin 3
fla,f) = ————

sin y

A feltétel az, hogy a haromszog belsd szogeinek Gsszege o + 3+ v = 180°.

Ezzel a Lagrange-multiplikitoros célfiiggvény:

¢?sin asin 3

f(a’ﬁa)‘) -

sin vy
Az els6 derivaltak:

c?cosasin 8

!/
fo= S a0
sin y
csina cos 8

!

it A W
15 sin 7y 0
fa=a+p+~y—180°

Az elss két egyenlet atrendezésével:

) Asin -y
cosasin 3 =
2
. Asin -y
sinacos 3 =
2

11

+ A (a4 847 —180°)



Ennek a két egyenletnek a hanyadosa:
ctgatgf=1=tgf =tga

A szogkorlatok miatt innen o = 3 kovetkezik. Vagyis a keresett haromszog
egyenld szara.
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